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1. Bevezetés

e Hany osztéja van egy adott szamnak?

e Lehetséges valaszok:
i) Azt nem lehet megmondani!
i) Attol fiigg!
iii) Van olyan szdm, amelynek sok osztdja van és van olyan, amelynek kevés!
iv) Milyen szdmrdl van sz6?
v) Milyen osztékat néziink?
e Viszontvélaszok:
i) Mondjunk azért valamit.
ii) Igen, de vajon mitél fiigg?
iii) Melyek azok a szdmok, amelynek sok osztéjuk van és melyek azok, amelyeknek kevés?
iv) Egy adott pozitiv egész szamrol.
v) Az 6sszes pozitiv 0sztot.

2. Adatgyujtés

osztok szama: 1
2, osztok szama: 2

3, osztok szama: 2

2,4, osztok szama: 3
5, osztOk szama: 2
27
77
2,

n = 1 osztdi:
n = 2 osztoi:
n = 3 osztoi:
n = 4 osztoi:
n = 5 0sztéi:
n = 6 0sztoi: 3, 6, osztok szama: 4

n = 7 o0sztoi: oszték szama: 2

n = 8 osztdéi: 4,8, osztok szama: 4

n = 36 osztéi: 1,2,3,4,6,9,12,18, 36, osztdk szama: 9

n = 120 osztdi: 1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120,
osztok szama: 16

n = 124576 000 osztoi: 777

17
L
]‘7
17
17
17
17
L

3. Mit mond a Maple?

>with(numtheory): tau(120); # osztok szama
16

> tau(124576000) ;
144

> ifactor(120); ifactor(123456700); # primtenyezokre bontas
(2)°3 (3) (&
(2)°2 (6)"2 (127) (9721)

> divisors(120); # osztok halmaza
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30,
40, 60, 120}

> seq([n,tau(n)],n=1..12); # az osztok szamanak sorozata
[1’ 1] s’ [2’ 2] b [3’ 2] b [4’ 3] b [5’ 2] s’ [6’ 4] b
(7, 21, [8, 41, [9, 31, [10, 4], [11, 2], [12, 6]
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> divisors(124576000) ;

{1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 17, 20, 25, 32, 34, 40, 50, 64, 68, 80, 85,
100, 125, 128, 136, 160, 170, 1000, 124576000, 1557200, 3893, 19465,
229, 2000, 272000, 544000, 62288000, 256, 250, 500, 200, 400, 800,
4000, 320, 1600, 8000, 640, 16000, 32000, 3200, 1280, 6400, 272,
340, 425, 544, 17000, 34000, 680, 850, 1088, 1360, 1700, 2125, 2176,
2720, 4352, 4250, 8500, 3400, 6800, 5440, 13600, 68000, 27200,
136000, 10880, 54400, 21760, 458, 916, 1145, 1832, 2290, 3664, 4580,
5725, 108800, 7328, 7786, 9160, 11450, 14656, 15572, 18320, 22900,
28625, 29312, 31144, 36640, 38930, 229000, 458000, 58624, 57250,
114500, 45800, 91600, 183200, 916000, 3664000, 7328000, 3893000,
7786000, 3114400, 15572000, 6228800, 31144000, 2491520, 12457600,
4983040, 24915200, 73280, 366400, 1832000, 146560, 732800, 293120,
1465600, 62288, 77860, 97325, 124576, 155720, 194650, 249152,
311440, 389300, 486625, 498304, 622880, 996608, 973250, 1946500,
778600, 1245760}

4. Képlet az osztok szamara

o Tétel. Legyen az n > 1 egész szam kanonikus alakja

n = ptlllpg2 .. _p;lT.
i) Egy d szdm akkor és csak akkor osztéja n-nek, ha d kanonikus alakja

d=py'ps---pyr
ahol 0 < b; <a1,0<by <aog,...,.0<b, <a,.
i) Az n pozitiv osztéinak szdma: 7(n) = (a1 + 1)(ag + 1) -+ (a, + 1).

Bizonyitas. Ha d | n, akkor n = dg, igy d kanonikus alakjéban csak a p; primek szerepelhetnek és legfeljebb
a;-hatvanyon, 1 <1 < r, tehat d kanonikus alakja a megadott. Forditva, ha d kanonikus alakja a fenti, akkor a
qg= p¢111*blp32*bz .. _pgr_b'r

jeloléssel n = dg, és mivel b; < a;, kapjuk, hogy a; — b; > 0, tehdt g egész szam, azaz d | n.
Ahhoz, hogy n 6sszes pozitiv oszt6it megkapjuk a b; kitevOket egymdstdl fiiggetleniil, (a; + 1)-féleképpen
vélaszthatjuk meg, igy 7(n) e szdmok szorzata.

5. Vége az el6addsnak? Mit lehet még vizsgdlni?

e Egy varur borténének 400 celldjaban egy-egy rab sinyl6dott. A vardr a sziiletésnapjan elhatdrozta, hogy
szabadon enged néhany rabot. Elkiildte az els6 6rt, hogy nyissa ki a celldkat. Rogton utana elkiildte a masodik
ort, hogy minden mésodik celldt zarjon vissza, a harmadik 6rt, hogy minden harmadik cella zarjan forditson
egyet (ha nyitva volt zdrja vissza, ha zarva volt nyissa ki), ..., elkiildte a k-adik &ért, hogy minden k-adik cella
zarjan forditson egyet, ..., végiil elkiidte a 400-adik Ort, hogy a 400-adik cella zarjan forditson egyet.

Hény rab lett szabad?

rab, 6r: 1 7
rab, Or: 1,2
rab, or: 1,3
rab, 6r: 1,24 1
rab, 6r: 1,5
rab, 6r: 1,2,3,6

S Gk

e Megoldas. Azok a rabok lesznek szabadok, amelyek celldinak sorszama paratlan sok osztéval rendelkezik,
azaz T(n) paratlan szdm. Ilyenek az 1, 4, 9, 16,... . Ezek pontosan a négyzetszamok. V¥ Igazoljuk ezt!
Igy pontosan 20 rab lesz szabad.

Vizsgéljuk a 7(n) fiiggvény tulajdonsigait!
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e 7(n) multiplikativ fiiggvény, azaz 7(mn) = 7(m)7(n) minden (m,n) =1 esetén.

e Milyen értékeket vesz fel 7(n), ha n > 17

e Felvesz-e 7(n) minden pozitiv egész értéket?

Igen, mert barmely a > l-re 7(2°7!) = a. Mi t6bb, minden a értéket végtelen sokszor felvesz, mert
@=1) = g minden p®~! primhatvényra.

e Kérdés, hogy 7(n) az n-t6l fiiggden milyen ,nagy” értékeket vehet fel?

Egyrészt minden p primre 7(p) = 2.

Ugyanakkor nyilvdn 2 < 7(n) < n, s6t 2 < 7(n) < 2y/n minden n > 2-re.

e 7(n) nagyon szabdlytalanul viselkedik ..., igazolhatd, hogy grafikonjaban tetszélegesen ,mély volgyek” és
,magas hegyek” vannak, ...

7(p

e A 7(n) fiiggvény grafikonja:
1. dbra: a 7(n) értékek, ha n =1,2,...,100

Figure 1
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2. dbra: a 7(n) értékek, ha n = 1,2, ..., 100, 6sszekdtve az egymdst kovetd pontokat

Figure_2
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3. dbra: a 7(n) értékek, han =1,2,...,1000

o
30 °
o
o
o o o o o o o oo o oo o oo o
o
y20— o o o o o o o @® o o
o o oo o o o o o oo o o o o 0o
o o @ ao oo ao o o @ 00 @O0 O 0 o Oam»O O MO0  © OO0 COODO MO OO0
o o o o
o o o o o
00GDO OG® @ @O 00 OGO OMOCOO © O O o@D GDOGXAOM® OO0 O 00 O O GEPO OO0  OCGD OGEDPOO0 00w o @
10 o o o oo o o o o o o oo o o o o o o o o o
o o o o o o o o
00 0@OO @D GO OGD@D  OCOARCOGIO CWO CMAEDO DIMED WD XDOID (P CCCOCIHXNINIXRONE GI OO G GIB) GOMED 0D @GHRO T (OO0D
o o
COMA @O 0 00 @OMO @ 0D COBO 00mM GV 0 V@O O © 0 000 ® 0D OO @O O @D O CWOXd OO M O COWw 00 O
o o o
ano W0 QWD O WO CPOUNID DR XIIOCHIID
oo o o o o o o o o
@NTOIRCOMTOTED @O OO0 @D O GBO GOm0 @D GOAXANTOMO @ OTOAD OO @ €O X0 0NN OGN @HOCO OAIBAN® 00 OGP0 M @D @O OWD AN
0 T T T T 1
X




Dr. Téth Laszlé Hény osztdja van egy adott szamnak? 2008. aprilis

4. dbra: a 7(n) értékek, ha n = 1000, ..., 2000

Figure_4
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e 7(n) < 2y/n, Vn > 2 igazoldsa:

Az n oszt6ibdl alkossunk rendezett parokat tigy, hogy minden d oszté pérja legyen az n/d komplementer
0sz7t6 és az elsé tag legyen kisebb vagy egyenls, mint a mésodik. Itt a (d,n/d) parra d < n/d, ahonnan d* < n,
d < \/n, tehdt a parok szama legfeljebb \/n. Ezekben minden oszté pontosan egyszer szerepel, kivéve ha n
négyzetszam, mert akkor (y/n,/n) egy ilyen par. Kapjuk, hogy 7(n) legfeljebb annyi, mint a parok szdménak
kétszerese, tehdt legfeljebb 2+/n.

Pl. n = 24-re az osztépéarok: (1,24), (2,12), (3,8), (4,6).

e Lehet-e javitani a 7(n)-re vonatkozé alsé és felsd korldtot?

6. 7(n) értékeinek becslése

e [gazolhaté, hogy
7(n) < C3¥/n, minden elég nagy n-re, ahol C3 egy alkalmas &llandd,
7(n) < Cy/n, minden elég nagy n-re, ahol Cy egy alkalmas &llandd,

7(n) < Ck &/n, minden elég nagy n-re, ahol Cy, egy alkalmas dllandd, és k tetszdleges.

o Jelolések:

(1) f(n) = O(g(n)), ha f(n) < Cg(n) minden elég nagy n-re, ahol C egy alkalmas dllandd, azaz f(n)/g(n) <
C' korlatos, ha n — oo,

[olvasd: ,,f(n) egyenld nagy O g(n)”].

(2) f(n) = o(g(n), ha f(n) /g(n) — 0, mikor n — o,

[olvasd: ,,f(n) egyenld kis o g(n)”].

Itt (2) = (1), és forditva nem igaz.

e Tétel. Minden € > 0 esetén
(n) = O(n®), azaz 7(n) < Cn®, pontosabban:
)

= o(n®), azaz lim () =0.
n—oo N

-
T(n
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Bizonyitds. Legyen € > 0 rogzitett. Hasznéljuk a kovetkezd jelolést: p®||n, ha p® | n és p®Tt { n. Minden

n > 2-re
1 1 1 1 1
T(n):Ha+ _ H a+ H a+ S H a+ S H a+ 7
nE . pae " pGE " pas " pas ” pQE
p*||n p*||n p“|In p“|In p*||ln
a+1<p® a+1>p*® at1>p® p<e/*

ahol a4+ 1> p* = aclogp <log(a+1) <a = logp < 1/e, igy az utolsé szorzatnak véges sok tényezdje van.
Kapjuk, hogy

1/e

e
() _ (maxa+1> —C = 4llands

ne a>1 20¢

Ezzel igazoltuk, hogy 7(n) < Cn®, azaz 7(n) = O(n®). Ez ¢ helyett £/2-re is igaz: 7(n) < C'n®/? és igy

T

(n) < C'ne/? =0, n — 0.
nE

Most megmutatjuk, hogy 7(n) # O((logn)¢), pontosabban

e Tétel. Minden € > 0 esetén létezik olyan (ny),>1 sorozat, amelyre

Bizonyitas. Prébéalkozzunk az nj, = 2 sorozattal. Ekkor

T(ng) k41
(logng)e  ke(log?2)¢

— 00, mikor k — oo,

hae < 1.
Hae>1legyen m = [e] és np = (23 -5+ pms1)F, ahol ppyy az (m + 1)-edik primszém. Igy

k

10g(2- 3 pmer) "
= (k+ 1)+ > gt = o T =C(l L
T(nk) ( + ) 10g(2 . 3'.'pm+1) ( Ognk})
ahol C' nem fiigg a k-tél. Kapjuk, hogy

7(nk)
(log ny)e

> C(logng)™ ¢ — oo,

mert m—+1—¢e>0.

7. 7(n) kozépértéke
e Vizsgaljuk az — Z 7(k) szdmtani kozépardnyost. Ez jol kozelithet6 a logn = Inn logaritmus-fiiggvénnyel.
n
e Jelolés: f(n) ~ g(n), ha f(n)/g(n) — 1, mikor n — oo,

[olvasd: ,,f(n) aszimptotikusan egyenld g(n)-nel”].

1
I ljuk, h — k) ~ logn.
* Igazoljuk, hogy — I;T( ) ~logn
Ez meglepd, mert a 7(k) értékek nagyon szabélytalanul véltoznak, de az elsd n érték szdmtani kézepe nagyon
szépen, szabdlyosan viselkedik!
Pontosabban:

e Tétel. Létezik olyan C; > 0 valds szdm, hogy

Z 7(k) —logn

k=1

<y

S|

n

minden n > 2 esetén (valaszthaté C; = 1), tovdbbd
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1 n
li k)=1.
nLH;o nlogn ZT( )

Kovetkezik, hogy

n

zn:T(k) =logn+ O(1), azaz ZT(k) =nlogn+ O(n).
k=1

k=1

SRS

n n
Bizonyitas. Igazoljuk, hogy ZT(Z) = Z [n}
: : J
i=1 j=1
Tekintsiik az A = (a;;) n x n tipusi métrixot, ahol a;; =1, ha j|iésa;; =0, hajfi. PL. n=6-raaz A
matrix a kovetkezo :

100 0 0O
110 0 00
101 0 00
A_110100
100 010
111 001

Hatarozzuk meg a matrix elemeinek az Osszegét!

Sorok szerint: az i-edik sorban annyi 1-es van, ahdnyszor j | i, azaz 7(i), {gy az elemek &sszege (az 1-esek
szdma) >, (7).

Oszlopok szerint: a j-edik oszlopban annyi 1-es van, ahdnyszor j | i, azaz ahdny tobbszorose van j-nek és
ez a szdm [n/j], mert a tobbszorosok ezek: j,2j,...,kj, ahol kj < n < (k+ 1)j, innen k < n/j < k+ 1, azaz
k= [n/j]. Igy az clemek dsszege (az 1-esck szdma) Z;L:l[n/]]

Tehat

Elhagyva az egészrészt,

n
1
-5 < — <141
- (n) < Zj <1l+logn
Jj=1
és
1<~ /n -
—S(n) > — (—1):2‘—1>logn—1,
n n £ i — J
j=1 Jj=1
ahonnan

e Azt mondjuk, hogy az f : IN — (0,00) fiiggvény atlagértéke vagy kozépértéke a ¢ fiiggvény (ahol g
kifejezhetd elemi fiiggvényekkel és g-nek ismerjiik az aszimptotikus viselkedését), ha

n

ISR~ S gk, s T SR/ gt =1,
k=1 k=1

k=1

1 n
o Ismert — Z log k ~ logn, ez kvetkezménye az (n/e)™ < n! < n™ (n > 2) egyenlStlenségeknek (STIRLING-
n
k=1
képlet).
o Kovetkezik: A 7(n) fiiggvény atlagértéke logn.
Igazolhaté a kovetkez6 pontosabb eredmény:
e Tétel. (DIRICHLET, 1849)
Z 7(n) = z(logz + 2C — 1) + R(z),

n<z
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ahol C' ~ 0,5772 az Euler-dllandé és R(z) = O(\/x).
e Az R(z) = O(y/x) eredmény tovéabb javithat6, G. VORONOJ 1903-ban igazolta, hogy R(z) = O(z'/3log ),
ugyanakkor G. H. HARDY és E. LANDAU 1915-ben egymastdl fiiggetleniil megmutattak, hogy R(z) # O(z'/*).
e Legyen \ az R(x) = O(z") feltételnek eleget tevé £ kitevSk infimuma. Nem ismert A pontos értéke, azaz

R(z) pontos nagysdgrendje. Ez a Dirichlet-féle osztéprobléma. Altalanosan elfogadott az a sejtés, hogy A = 1 /4.
A legjobb fels§ korlat M. N. HUXLEY eredménye (2003): A < 131/416 = 0, 3149.

8. 7(n) maximadlis nagysigrendje
e Legyen f egy szdmelméleti fiiggvény, g pedig egy novekvd fiiggvény, melyre g(n) > 0, ha n > ng. Azt
mondjuk, hogy f(n) maximadlis nagysdgrendje g(n), ha

f(n)

limsup ——= =1
n—oo 9(n)
e Ez azt jelenti, hogy
i) minden € > 0 esetén létezik N(g) gy, hogy minden n > N(e)-ra f(n) < (1 +¢)g(n), és
i) minden £ > 0 esetén f(n) > (1 — )g(n) végtelen sok n-re.
log 2logn

e Tétel. A log7(n) fliggvény maximdlis nagysigrendje Tog log n_ 7 B24%Z
1 log1
lim sup 1087 (W loglogn _ o
n—o0 logn

o Kovetkezik, hogy: Minden £ > 0 esetén ha n > N(e), akkor

7_(”) < n(l—&-s) log2/loglogn

és végtelen sok n-re
T(TL) > n(] —e)log 2/ log log n

9. 7(n) normadlis nagysigrendje

e Legyen f : IN — [0,00) egy szdmelméleti fiiggvény. A g : IN — (0, 00) névekvd fiiggvény az f normaélis
nagysagrendje, ha minden € > 0 esetén
f(n)

‘g(n) _ 1’ <e o |f(n) - g(n)| < eg(n)

igaz majdnem minden n-re, azaz igaz egy 1 striiségi halmazon.
Itt egy B C IN részhalmaz siirtisége lim, o %#{n < z:n € B}, feltéve, hogy ez a hatdrérték létezik.

Az atlagértékkel ellentétben a normalis nagysagrend magét az f fliggvényt
approximdlja, de nem feltétlen minden n-re (egy nulla slir(iségli halmaz kivételével).

A normalis nagysagrend egyfajta ,legvalésziniibb” értéket jelent.

e Tétel. A log7(n) figgvény normalis nagysigrendje (log2) log logn.

e Ez azt jelenti, hogy: Minden £ > 0 esetén

(log n)l"gQ*E < 7(n) < (log n)log 2te

majdnem minden n-re, tehat a ,legtobb” szamnak kb. (logn)°8? ~ (logn)®%93! szami osztéja van.
Ugyanakkor 7(n) dtlagértéke logn, aminek az a magyardzata, hogy a > . 7(n) dsszeg értékét olyan ,ab-

normdlis” n-ek domindljék, amelyek szdma kicsi, és amelyekre 7(n) nagy.

n<x

10. Specialis oszték

e Vizsgalhatdk egy adott szam péaratlan osztdi, paros osztdi, primosztéi, stb. és ezek szama.
e A d szdmot az n szdm unitér osztéjdnak vagy blokk-osztdjdnak nevezziik, ha d | n és (d,n/d) = 1. Jelolés:
d || n. Példdul 4 || 12, de 2 J 12.
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Azonnali, hogy egy p® primhatvdny unitér osztéi 1 és p®, tovdbba ha n = pi'---p% > 1, akkor n unitér
oszt6i a d = p* - - - pbr szdmok, ahol b; = 0 vagy b; = a; minden i-re.

Megjegyezziik, hogy 1 || n és n || n minden n € IN-re.

Jelolje 7% (n) = 34, 1 az n unitér osztéinak szdmat. Akkor

e A 7*(n) fiiggvény multiplikativ és ha n = pi* - - - p&r, akkor

T (n) =2".

e Ad= 101171 -pbr szémot az n = pi'---p? > 1 szdm exponencialis osztéjanak nevezziik, ha by | ay,...,
by | a,. Jelolés: d |. n. Példaul 3 |. 3°, de 3% {, 3°.

Megallapodds szerint 1 | 1. Megjegyezziik, hogy n | n minden n > 1-re és 1{. n, han > 1.

Jelolje 7(¢) (n) = 2_d|.n 1 az n exponencidlis-osztéinak szdmat. Akkor

e A 7(9)(n) fiiggvény multiplikativ és ha n = p{* --- p?r, akkor

7O (n) = 1(a) - 7(ay).

11. Vissza a 7(n) fiiggvényhez

1. v Az n szdmot tau-szdmnak nevezziik, ha 7(n) | n. A tau-szdmok sorozata: 1,2,8,9,12,18, 24,36, 40,
56, 60,... . Igazoljuk, hogy

i) Minden pdaratlan tau-szdm teljes négyzet.

i) Ha n pératlan, akkor n tau-szdm < 2n tau-szém.

iii) Ha (m,n) = 1 és m,n tau-szdmok, akkor mn tau-szam.

iv) Végtelen sok tau-szdm van.

Megoldas. i)-iii) azonnali a definicié alapjdn. Pl. i) Ha n tau-szdm és n paratlan, akkor 7(n) is paratlan,
és ekkor n teljes négyzet.

iv) Legyen p tetsz6leges prim és k > 1, akkor n = ppk_1 tau-szam, mert 7(n) = p* | ppk_l. Masképp: Legyen
p prim és n = 36p = 22 - 3%2p. Akkor 7(n) = 3-3-2 = 18| 36p, tehat n = 36p tau-szdm.

2. V¥ Keressiink olyan n szdmokat, amelyekre 7(n) = 7(n+ 1) = 7(n + 2) = 7(n + 3).

Megoldas. A MAPLE segitségével a 10000 alatti ilyen szamok:

> with(numtheory) :

> for n from 1 to 10000 do if tau(n)=tau(n+1) and

tau(n)=tau(n+2) and tau(n)=tau(n+3) then print(n) fi od;
242 3655 4503 5943 6853 7256 8392 9367

.......... a témanak nincs vége ... az eléadasnak itt a vége.




