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1.1. A komplex szamtest

1.1.1. Jelolje R a valds szdmok halmazat. A szokdsos Osszeaddsi és szorzasi miiveletekkel R egy kommutativ
test, jelolés: (R, +, ).
Az R?2=R x R = {(z,y) : 7,y € R} halmazon definidljuk a kivetkezé miiveleteket:

(z,y)+ (@) = (@ +2,y+v), (z,y) - (@",y) = (zz' —yy', 2y’ + 2'y).

1.1.2. Tétel. (R x R, +, ) kommutativ test és ¢ : R — R x R, ¢(z) = (x,0) egy injektiv testmorfizmus.

Bizonyitds. Azonnali, hogy (R x R, +) Abel-csoport, mert a komponensenként vett dsszeadds asszociativ,
kommutativ, a zéruselem a (0,0), és (z,y) ellentettje a (—x,—y). Igazolni kell még, hogy a fenti szorzdsi
miivelet asszociativ, kommutativ, van egységelem — ez az (1,0) —, minden (x,y) # (0,0)-nak 1étezik inverze és
a szorzds disztributiv az dsszeaddsra nézve. Tovabba a ¢ fiiggvény miivelettartd, azaz ¢(x + 2') = ¢(z) + ¢(a’)
és ¢(zx’) = ¢p(z)p(2’) minden x,2’ € R esetén, és ¢ injektiv. ¥ Végezziik ell O

1.1.3. Az elbbiek alapjan azonositsuk az (x,0) elempdrt z-szel: (z,0) = x és legyen ¢ = (0,1). Akkor
i? = (0,1)(0,1) = (=1,0), tehat i = =1 és z = (z,y) = (x,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) alapjén z = x + iy
és ez a feliras egyértelm.

Azt mondjuk, hogy C = {z + iy : =,y € R} a komplex szamok teste, a z komplex szam
algebrai alakja, i az imagindarius (képzetes) egység, © = Re(z) a z valés része, y = Im(z) a z imagindrius
része. Gyakran a z = x + yi irasmddot hasznaljuk.

A z=2x+1iy és 2’ = 2’ + 1y komplex szdmokra tehat z; = 29 akkor és csak akkor, hax =2'ésy=19". A 2
és 2’ Osszeaddsa és szorzasa pedig igy torténik:

242 = (@ +2)+ily+y), 22 = (v +iy) (@ + i) = (xa’ —yy') +i(ay + 2'y).

Ha R2-et azonositjuk az Oy derékszogli koordinatarendszer pontjaival (a sik pontjaival), akkor a fentiek
szerint C azonosithaté xOy-nal ugy, hogy Oz = R a valds tengely, Oy = iR a képzetes tengely vagy
imagindrius tengely és Oy a komplex sik (Gauss-féle sik). A komplex szdmok és a komplex sik pontjai
kozotti  + iy — (x,y) megfeleltetés egy bijekcié. Mi tobb, ez izomorfizmus a (C, +,-) és (R?, +, -) kommutativ
testek kozott. . )

Az x + iy komplex szdmhoz egyértelmiien hozzarendelhet6 az OP helyvektor, ahol P a P(z,y) pont. Igy a
komplex szdmok osszeaddsa (kivondsa) a megfelelé helyvektorok tsszeaddsaval (kivondsdval) interpretélhaté és
érvényes pl. a haromszog-szabdly.

Az x valds szdmok & = x+0i alaki komplex szamok és ezek a valds tengelyen vannak. A z = 0+iy = iy alaki
komplex szdmokat képzetes (vagy tiszta képzetes) szamoknak nevezziik, ezek a képzetes tengelyen helyezkednek
el.

A z = 2 + iy € C abszolit értéke |z| = \/22 + y? (z képének az origétdl valé tavolsdga), konjugdltja
pedig a Z = z — 1y komplex szam. Itt Z a z szimmetrikusa a valds tengelyre nézve, lasd 1. dbra.

A z € C szdm akkor és csak akkor valds, ha z = Z, és z akkor és csak akkor képzetes, ha z = —z. ¥ Igazoljuk!
Tovabbi tulajdonsiagokat rogzit a kivetkezo Tétel.

1.1.4. Tétel. Ha z, z, 25 € C, akkor
(i) =z Z=z>, 2+Z=2Re(z), Z=2 [|z[=]Z,
1
(ii)) Re(z) ==(z+2), Im(z)= 2—(2 —Z),
i
(i) |Re(z)| <[zl, [Im(2)| <[z, [2] <[Re(2)] +[Im(z)],
(iv)] z1+zm=7Z1+7%, 71 22=72" 2%,
(v) |z1+ 22| < |z1| + |22| (hdromszog-egyenlétlenség),
(vi) 21 - 22| = |21][ 22,
(vii) |lza] = [z2ll < 21 — 2.

N —

Bizonyitds. (i) Ha z = x + iy, akkor Z = x — iy és 27 = (x +iy)(z — iy) = 22 + y* = |2|°.
(V) A z1 = x1 +iy1, 22 = 2 + iyo jeloléssel

|z1] = \/ﬁ +y2, |zl = \/x% +y3, |zt 2l = \/(I1 +22)2 + (11 + ¥2)7%,




igy azt kell igazolni, hogy

V(@ +22)2 + (1 +12)2 < \Ja? +yd + /23 + 13,

ami kétszeri négyzetreemeléssel elvégezhetd. Megjegyezziik, hogy ilyen alakban ez a Minkowski-egyenlétlenség
specialis esete.

(vi) A (ii) tulajdonsdg alapjan: |2122|? = 21202122 = 21212222 = |21/?|22/?, ahonnan gySkvondssal kovetkezik,
hogy |z122] = [21]]22]-

¥V Bizonyitsuk be a tobbi tulajdonsigot! [
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1.1.5. Megjegyzések. Az 1.1.4. Tétel (iv) pontja azt mutatja, hogy f : C — C, f(z) = Z testizomorfizmus,
azaz automorfizmus.
A haromszog-egyenlétlenség igy is igazolhaté:

|21+ 22 = (21 + 22) (71 + 22) = (21 + 22) (F1 + 22) =

= 2171 + 2152 + 27 + 2272 = |21|° + |22]® + 2Re(2172),

mert 2173 és 2077 egymas konjugdaltjai, hiszen 21z = Z122. Haszndlva, hogy Re(21%2) < |21Z2| = |21][Z2] = |21/|22]
kovetkezik, hogy
|21 + 22|* < |21 * + |22]? + 2|21 22| = (1] + |22])?,

ahonnan |z1 + 22| < |z1| + |22].
A haromszog-egyenlétlenség érvényes tobb komplex szdmra is: ha z1, 29, ..., 2, € C, akkor

|21 + 20 + oo + 20| < 21| + |22] + .o + |20]-
1.1.6. A z komplex szam egész kitevore valé hatvanyozdsat ugy definidljuk, mint a valds szamok esetén:
1
=z 2" =272 haneN*és2°=1,haz+#0. HaneZ,n<0, akkor 27" = — ahol z € C,z # 0.
z

1.1.7. Legyen z = x + iy € C* = C\ {0}. Jelolje r és 0 az (x,y) pont polar-koordindtait, ahol r = |z| > 0

és 0 € [0,2m). Akkor z = rcosf, y = rsinf és kapjuk, hogy ’z =r(cosf + isind)

, ez a z komplex szam

trigonometriai alakja, 6 pedig a z (f6)argumentuma, jel6lés: = arg z, lasd 1. dbra. Itt tgf = %, ahonnan
x és y ismeretében meghatarozhato 6.

A trigonometriai alakban 6 helyett 6 + 2k7 is irhatd, ahol k € Z. Ha a € R jeldlje arg, z azt a 0 + 2k~
értéket, amely az [, a + 27) intervallumba esik, alkalmas k valasztdssal. Megjegyezziik, hogy 6 értékét néha
célszerli a [—m, 7) intervallumbdl vélasztani.

A 2z = ri(cosfy +isinby) és zo = ra(cosfs + isinfy) trigonometriai alaki komplex szdmok akkor és csak
akkor egyenl6ek, ha abszolit értékeik egyenl6ek: r1 = ry és argumentumaik egyenléek modulo 27: 0, = 6542k,
ahol k € Z.

1.1.8. Tétel. 1. Ha 21, 29 € C* tetszbleges komplex szamok, amelyek trigonometriai alakja z; = r1(cos 6 +

isinby), zo = ro(cos by + isinbsy), akkor
z r
2129 = r1ra(cos(01 + 02) + isin(01 + 02)), Z—l = T—l(cos(ﬁl —03) +isin(6; — 02)),
2 2

tehat trigonometriai alaku komplex szamokat gy szorzunk, hogy az abszolit értékeiket szorozzuk, az argumen-
tumaikat Osszeadjuk, és ilyen szamokat gy osztunk, hogy az abszoliit értékeiket osztjuk, az argumentumaikat
pedig kivonjuk.



2. Ha z = r(cos@ + isin0), akkor z™ = r"(cosnf + isinnf) minden n € Z-re.

Bizonyitds. 1. ¥V Végezziik el, haszndlva a sin(f; + 02) = sin 6y cos s + cos 8y sinfy és cos(0; + 03) =
cos 61 cos B — sin 64 sin 0y addicids képleteket!
2. Az el6zéekben legyen rq = ro = 1, 01 = 5 = 0. Kovetkezik, hogy (r(cos 0+isin 0))? = r2(cos 20+ sin 26).
Alkalmazzunk n-szerinti indukciét, ahol n € IN*. Ezek utdn, ha n > 0, akkor
1 cos0+1sin0

(rcos +isin))™" = (r(cos@ + isinf))» - r™(cosnb + isinnb) B

= r~"(cos(—nb) + isin(—nb)),
hasznélva a trigonometriai alaki komplex szdmok osztasara vonatkozo szabdlyt, lasd 1. pont. [
1.1.9. Kovetkezmény. (Moivre-képlet) Ha 0 € R, n € Z, akkor

(cosf +isin®)" = cosnb + isinnb.

Bizonyitas. Az 1.1.8. Tétel 2. pontjanak kovetkezménye. [

1.1.10. A z komplex szdm n-edik gyokein (n € N,n > 2) a w™ = z egyenlet w € C megolddsait értjiik.
Legyen z = r(cos @ +isinf) és w = p(cos p + isiny). Akkor behelyettesitve:

p"(cosnp + isinny) = r(cos + isinb),

ahonnan p™ = r, np = 0 + 2k, ahol k € Z, azaz p = /r (az r valés n-edik gydke) és ¢ = %, k € 7.
Kapjuk, hogy :

T/Ezzk::Q/F(cos , 0<k<n—1,
amely n kiilonboz6 értéket ad (ha k = n,n + 1,..., akkor ugyanezek ismétlédnek).

Egy z komplex szdm n-edik gyokei az origd kdzépponti {/r sugart koron, egy szabdlyos n-szog csticspont-
jaiban vannak.

Az n-edik egységgyokok a z = 1 n-edik gyokei és ezek:

0+ 2kw . 9+2k7r>
- 4 isin ———
n

2k 2k
6k:cos—7r+isinl, 0<k<n-1.
n n

m
n

Ha % egy tetszOleges raciondlis szam, ahol m € Z,n € IN*, Inko (m,n)=1, akkor z» = {/2™, z € C*, amely

n szamu (tehdt véges sok) értéket jelent.

1.1.11. Ha 0 € R, vezessiik be a kovetkezd jelolést: | e = cos@ + isin @ ‘ fgy ha z = r(cos@ + isinf) egy

komplex szam, akkor , amit z exponencialis alakjinak neveziink.
Jegyezziik meg, hogy [e”| = |cos@ + isinf| = 1 minden 6 € R-re.

Az 1.1.8. Tétel alapjan kapjuk a kovetkezd dsszefiiggést, amely hasonld, mint az e*1Y = e%e¥, x,y € R, és
amely indokolja, hogy a fenti jelolést hasznaljuk.
1.1.12. Tétel. Ha 6#,,0, € R, akkor

ei(61+92) — 67;01 eieg. |:|

1.1.13. A fentiek alapjdn, ha z; = r1(cos0; +isinfy), zo = ro(cos sy + isinby), akkor

z129 = rira(cos(fy + O3) +isin(f; + 03)) = rireet1t02) |

Ha z = r(cos @ + isin#) = re'®, akkor ennek konjugaltja: Z = r(cosf —isinf) = re~%.

Ha z = = + iy egy komplex szdm, akkor jelolje e* a kovetkezé komplex szamot:

e® =e"eV = e”(cosy +isiny) |

Példaul, ha z = 3 + 2i, akkor e* = e3e? = e?(cos2 + isin2).



1.1.14. Tétel. Ha zq, 25 € C, akkor

zZitz2 _ 21

e = e”le?2,

e

Bizonyitas. Legyen z1 = x1 + iy1, 20 = x2 + iy2, akkor 1.1.12. alapjan
eF1tze — e(w1+wz)+i(y1+yz) _ ew1+wzei(y1+y2) — eT1%2W1pW2 — oT1MW1T2,W2 — 21022 []

1.1.15. A komplex sikbeli egyenes egyenlete z = at 4+ b, ahol a,b € C,a # 0 és t € R. Ez az egyenes atmegy

az a ponton és parhuzamos a b vektorral.

A komplex sikbeli egyenes kér egyenlete z = zy + Re', ahol zy € C a kor kozéppontja, R € R a kor sugara

és 0 <t < 2m.

1.1.16. Feladatok.

1. v frjuk fel a kivetkezd komplex szamok trigonometriai és exponencialis alakjat: 1+ i, 1 4 iv/2, —4, 54,

—1-1,-1-+v3,V3+1i.

2. ¥ Irjuk fel a kovetkezd komplex szémok algebrai alakjat: 2(cosm/4 + sinm/4), 3(cosm/2 + sinm/2),
—4(cos /3 + sinm/3), e2T/3 e2iT/3  o=5im/4 ] o2im

3. ¥ Szamitsuk ki: v/—i, V16, Y1 +1, V/—2v/3 + 2i.
4. v Ha 0 € R, mutassuk meg, hogy

i0 | —if 0 _ —i
cosﬁzi, sinﬁzi
24
5. ¥ Legyenek z,w € C. Igazoljuk, hogy ha z1, 2o € C, akkor
a) 21 — 2y = 21 — %2,

b) <Zl) - gv 22 7£ 05
Z9 Z9
Z1 ‘Zl|

| = ==t 0’

C) ‘Zg|7 %) 7é

d) |z 4+ w]? + |z — w|* = 2|2]? + 2|w|? (paralelogramma-azonossig).
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