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Tekintsük a pŕımszámok (pn)n≥1 sorozatát. Az alábbiakban megadjuk az első 1000 pŕım listáját,
ahol p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7,..., p1000 = 7919.

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127
131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257
263 269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401
409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521 523 541 547 557 563
569 571 577 587 593 599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661 673 677 683 691 701 709
719 727 733 739 743 751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 877
881 883 887 907 911 919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997 1009 1013 1019 1021 1031
1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069 1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 1153 1163
1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223 1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291 1297
1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373 1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451
1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511 1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579
1583 1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657 1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721
1723 1733 1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811 1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873
1877 1879 1889 1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987 1993 1997 1999 2003 2011 2017
2027 2029 2039 2053 2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129 2131 2137 2141 2143 2153
2161 2179 2203 2207 2213 2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287 2293 2297 2309 2311
2333 2339 2341 2347 2351 2357 2371 2377 2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423 2437 2441 2447
2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 2539 2543 2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617 2621 2633
2647 2657 2659 2663 2671 2677 2683 2687 2689 2693 2699 2707 2711 2713 2719 2729 2731 2741 2749
2753 2767 2777 2789 2791 2797 2801 2803 2819 2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903
2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999 3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067
3079 3083 3089 3109 3119 3121 3137 3163 3167 3169 3181 3187 3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251
3253 3257 3259 3271 3299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331 3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389
3391 3407 3413 3433 3449 3457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511 3517 3527 3529 3533 3539 3541
3547 3557 3559 3571 3581 3583 3593 3607 3613 3617 3623 3631 3637 3643 3659 3671 3673 3677 3691
3697 3701 3709 3719 3727 3733 3739 3761 3767 3769 3779 3793 3797 3803 3821 3823 3833 3847 3851
3853 3863 3877 3881 3889 3907 3911 3917 3919 3923 3929 3931 3943 3947 3967 3989 4001 4003 4007
4013 4019 4021 4027 4049 4051 4057 4073 4079 4091 4093 4099 4111 4127 4129 4133 4139 4153 4157
4159 4177 4201 4211 4217 4219 4229 4231 4241 4243 4253 4259 4261 4271 4273 4283 4289 4297 4327
4337 4339 4349 4357 4363 4373 4391 4397 4409 4421 4423 4441 4447 4451 4457 4463 4481 4483 4493
4507 4513 4517 4519 4523 4547 4549 4561 4567 4583 4591 4597 4603 4621 4637 4639 4643 4649 4651
4657 4663 4673 4679 4691 4703 4721 4723 4729 4733 4751 4759 4783 4787 4789 4793 4799 4801 4813
4817 4831 4861 4871 4877 4889 4903 4909 4919 4931 4933 4937 4943 4951 4957 4967 4969 4973 4987
4993 4999 5003 5009 5011 5021 5023 5039 5051 5059 5077 5081 5087 5099 5101 5107 5113 5119 5147
5153 5167 5171 5179 5189 5197 5209 5227 5231 5233 5237 5261 5273 5279 5281 5297 5303 5309 5323
5333 5347 5351 5381 5387 5393 5399 5407 5413 5417 5419 5431 5437 5441 5443 5449 5471 5477 5479
5483 5501 5503 5507 5519 5521 5527 5531 5557 5563 5569 5573 5581 5591 5623 5639 5641 5647 5651
5653 5657 5659 5669 5683 5689 5693 5701 5711 5717 5737 5741 5743 5749 5779 5783 5791 5801 5807
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5813 5821 5827 5839 5843 5849 5851 5857 5861 5867 5869 5879 5881 5897 5903 5923 5927 5939 5953
5981 5987 6007 6011 6029 6037 6043 6047 6053 6067 6073 6079 6089 6091 6101 6113 6121 6131 6133
6143 6151 6163 6173 6197 6199 6203 6211 6217 6221 6229 6247 6257 6263 6269 6271 6277 6287 6299
6301 6311 6317 6323 6329 6337 6343 6353 6359 6361 6367 6373 6379 6389 6397 6421 6427 6449 6451
6469 6473 6481 6491 6521 6529 6547 6551 6553 6563 6569 6571 6577 6581 6599 6607 6619 6637 6653
6659 6661 6673 6679 6689 6691 6701 6703 6709 6719 6733 6737 6761 6763 6779 6781 6791 6793 6803
6823 6827 6829 6833 6841 6857 6863 6869 6871 6883 6899 6907 6911 6917 6947 6949 6959 6961 6967
6971 6977 6983 6991 6997 7001 7013 7019 7027 7039 7043 7057 7069 7079 7103 7109 7121 7127 7129
7151 7159 7177 7187 7193 7207 7211 7213 7219 7229 7237 7243 7247 7253 7283 7297 7307 7309 7321
7331 7333 7349 7351 7369 7393 7411 7417 7433 7451 7457 7459 7477 7481 7487 7489 7499 7507 7517
7523 7529 7537 7541 7547 7549 7559 7561 7573 7577 7583 7589 7591 7603 7607 7621 7639 7643 7649
7669 7673 7681 7687 7691 7699 7703 7717 7723 7727 7741 7753 7757 7759 7789 7793 7817 7823 7829
7841 7853 7867 7873 7877 7879 7883 7901 7907 7919

Az első 15 millió pŕım listája megtalálható itt:
http://primes.utm.edu/lists/small/millions/

Az 1. ábrán egy 64×64-es mátrix látható, amelynek elemei kis fehér és fekete négyzetek, összesen
4096 négyzet. A négyzetekhez számokat rendelünk - balról jobbra és fentről lefelé 0-tól 4095-ig. Az
n-edik négyzet akkor fekete, ha a 2n+1 szám pŕım. Például, a jobb felső sarokban lévő fekete négyzet
a 127 pŕımet jelenti, a jobb alsó sarokban lévő fekete négyzet pedig a 8191 pŕımet. Figyeljük meg az
ikerpŕımeket (két fekete négyzet egymás mellett: ¥¥), a pŕım-hármasokat (¥¥¤¥, illetve ¥¤¥¥),
továbbá a pŕım-négyeseket (¥¥¤¥¥).

(Forrás: O. Forster, http://www.mathematik.uni-muenchen.de/∼forster/ )

1. ábra. A 2 < p < 8192 pŕımek

Az alábbiakban összefoglalunk néhány, a pŕımszámokra vonatkozó ismert tulajdonságot.
Jelölje p(n) az n ≥ 2 szám legkisebb pŕımosztóját.

1. Álĺıtás. Az n szám akkor és csak akkor pŕım, ha p(n) >
√

n .

2. Tétel. (Wilson-tétel) Az n szám akkor és csak akkor pŕım, ha (n− 1)! ≡− 1 (mod n) .

A 2. Tétel álĺıtása a következő formában: ha p pŕım, akkor (p − 1)!≡ − 1 (mod p), John
Wilsontól (1741-1793, angol) származik, de nem ő, hanem Edward Waring (1736-1798, angol)
publikálta először 1770-ben. Joseph Louis Lagrange (1736-1813, francia) bizonýıtotta 1773-ban
a ford́ıtott álĺıtással együtt.

3. Álĺıtás. (Euklidész, K. e. III. század) Végtelen sok pŕımszám van.

4. Álĺıtás. (L. Euler, 1772) X2 −X + 1 pŕım az 1, 2, 3, ..., 40 helyeken.

5. Álĺıtás. (A. M. Legendre nyomán, 1798) X2 − 79X + 1601 pŕım a 0, 1, 2, ..., 79 helyeken.
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6. Álĺıtás. i) Nem létezik olyan egész együtthatós, legalább elsőfokú polinom, amelynek minden
x ∈ N helyen vett helyetteśıtési értéke pŕımszám.

ii) Minden egész együtthatós, legalább elsőfokú f polinom esetén létezik végtelen sok x ∈ N szám
úgy, hogy f(x) összetett.

7. Álĺıtás. Ha n > 1 és an − 1 pŕım, akkor a = 2 és n pŕım.

Az Mp = 2p − 1 alakú pŕımszámokat, ahol p pŕım, Mersenne-számoknak nevezzük, az ilyen
alakú pŕımek a Mersenne-pŕımek. Jelenleg 42 ilyen pŕım ismert, lásd

http://www.ttk.pte.hu/matek/ltoth/MersenneFermat,szines,2005.pdf

8. Álĺıtás. Ha a ≥ 2 és an + 1 pŕım, akkor a páros és n = 2m alakú.

Az Fn = 22n

+ 1, n ≥ 0 számokat Fermat-számoknak, az ilyen alakú pŕımeket pedig Fermat-
pŕımeknek nevezzük. Csak az F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 pŕımeket ismerjük,
lásd

http://www.ttk.pte.hu/matek/ltoth/MersenneFermat,szines,2005.pdf

9. Álĺıtás. Végtelen sok 4k − 1 alakú pŕım létezik. Végtelen sok 4k + 1 alakú pŕım létezik.

Ennél általánosabban,

10. Tétel. (Dirichlet-tétel, 1837) Minden a, a + b, a + 2b, ... számtani sorozat, ahol a és b
relat́ıv pŕımek, végtelen sok pŕımszámot tartalmaz.

2. ábra. A 2 < p < 65536 pŕımek

A 2. ábrán látható 256× 128-as mátrix a
p < 216 = 65536 páratlan pŕımeket reprezentálja.
(Forrás: O. Forster, lásd fennebb)

11. Tétel. (Bertrand-Csebisev- tétel) Ha n ∈ N, n > 3, akkor létezik olyan p pŕımszám,
melyre n < p < 2n− 2.

A 11. Tétel az ún. Bertrand-posztulátum vagy Csebisev- tétel. Joseph Louis Bertrand
(1822-1900, francia) ellenőrizte ezt n < 3 000 000 esetén és először Pafnutyij Lvovics Csebisev
(1821-1894) orosz matematikus igazolta 1850-ben.

Az x-nél nem nagyobb pŕımszámok számát π(x) jelöli: π(x) =
∑

p≤x 1, ahol x ∈ R, x > 0.
Itt π(10) = 4, π(100) = 25, π(1000) = 168, π(104) = 1129, π(105) = 9 592, π(1010) = 455 052 511,
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π(1018) = 24 739 954 287 740 860.

12. Tétel. Léteznek olyan C1 és C2 állandók, amelyekre 0 < C1 < 1 < C2 és

C1
x

log x
< π(x) < C2

x

log x
, ∀x ≥ 2.

Ezt először Csebisevnek sikerült igazolnia a XIX. század közepén.
Az 12. Tételből azonnal következik, hogy

13. Tétel.

lim
x→∞

π(x)
x

= 0,

tehát a pŕımek sűrűsége nulla.

A π(x)-re vonatkozó jóval pontosabb eredmény a következő, amelyet Jacques Hadamard
(1865-1963, francia) és Charles De la Vallée Poussin (1866-1962, belga) bizonýıtottak 1896-
ban, egymástól függetlenül, komplex-függvénytani segédeszközökkel. Az első elemi (mélyebb anaĺızisbeli
módszert nem használó) bizonýıtást Erdős Pál (1913-1996, magyar) és Atle Selberg (1917-,
norvég) adták 1949-ben, szintén egymástól függetlenül.

P. L. Csebisev J. Hadamard Ch. Poussin

14. Tétel. (Pŕımszámtétel)

lim
x→∞

π(x)
x

log x

= 1, azaz π(x) ∼ x

log x
.

(a ∼ jelet olvasd: aszimptotikusan egyenlő).

A 14. Tétel szerint minden ε > 0 számhoz létezik olyan x(ε) ∈ R szám, hogy

(1− ε)
x

log x
< π(x) < (1 + ε)

x

log x

fennáll minden x ≥ x(ε) valós számra.

Atle SelbergErdős Pál
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15. Tétel. Léteznek olyan C3 és C4 valós számok, hogy 0 < C3 < 1 < C4 és minden n ≥ 2
esetén

C3n log n < pn < C4n log n .

16. Tétel. (A Pŕımszámtétel másik alakja)

lim
n→∞

pn

n log n
= 1, azaz pn ∼ n log n.

A pŕımszámtétel pontosabb alakjai a következők:

17. Tétel. Minden rögźıtett n ≥ 1-re

π(x) = Li(x) + O

(
x

logn x

)
,

ahol Li(x) az integrállogaritmus: Li(x) =
∫ x

2
dt

log t .

Pl. innen az n = 2, n = 3 és n = 5 értékekre következik, hogy

π(x) =
x

log x
+ O

(
x

log2 x

)
,

π(x) =
x

log x
+

x

log2 x
+ O

(
x

log3 x

)
,

π(x) =
x

log x
+

x

log2 x
+

2x

log3 x
+

6x

log4 x
+ O

(
x

log5 x

)
.

18. Tétel.
pn = n log n + n log log n + O(n),

pn = n log n + n log log n− n + n
log log n

log n
+ O

(
n

log n

)
.

A 17. Tételnél még erősebb a Hadamard által 1899-ben bizonýıtott következő becslés:

19. Tétel. Létezik olyan C > 0 állandó, amelyre

π(x) = Li(x) + O
(
x exp(−C

√
log x)

)
.

Az alábbiak Franz Mertens (1840-1927) eredményei:

20. Tétel. (Mertens tételei, 1874)
1)

∑

p≤x

log p

p
= log x + O(1).

2) Létezik olyan C8 állandó, hogy minden x ≥ 2 valós számra

∑

p≤x

1
p

= log log x + C8 + O

(
1

log x

)
,
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ahol C8 ≈ 0, 261497 az ún Mertens-állandó,
3) Létezik olyan C9 állandó, hogy minden x ≥ 2 valós szám esetén

∏

p≤x

(
1− 1

p

)
=

C9

log x

(
1 + O

(
1

log x

))
,

itt C9 = e−C , ahol C ≈ 0, 5772 az Euler-állandó.

F. Mertens

Nevezetes megoldatlan problémák:

1. Ikerpŕım-sejtés: Létezik végtelen sok (p, p + 2) ikerpŕımpár.

2. Goldbach-sejtés (1742) Minden n > 2 páros szám feĺırható két pŕımszám összegeként.
Christian Goldbach (1690-1764) német matematikus, a szentpétervári akadémia tagja volt.

A jelenlegi legjobb eredményt a Goldbach-sejtéssel kapcsolatban Chen ḱınai matematikus érte
el 1966-ban :

21. Tétel. (Chen, 1966) Minden elég nagy páros n szám esetén n = p + m alakú, ahol p pŕım
és m vagy pŕım, vagy két (nem feltétlenül különböző) pŕım szorzata.

(Másképp: minden elég nagy páros n szám esetén létezik olyan p pŕım, hogy Ω(n− p) ≤ 2), lásd
Chen Jingrun, Kexue Tongbao 17 (1966), 385-386, és Chen Jingrun, On the representation of
a larger even integer as the sum of a prime and the product of at most two primes, Sci. Sinica 16
(1973), 157–176.

3. Létezik-e végtelen sok n2 + 1 alakú pŕımszám ?

4. Létezik-e mindig pŕımszám n2 és (n + 1)2 között ?

5. Létezik-e 22n

+ 1 alakú Fermat-pŕım, ahol n ≥ 5 ?

6. Igaz-e, hogy ha p pŕım, akkor 2p − 1 négyzetmentes ?
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