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1. ELOADAS

e Bevezetés. Ennek az eléadasnak a célja multiplikativ jellegii szamelméleti
problémak targyalasa. Foglalkozunk a primszamok eloszlasanak kérdéseivel és specidlis
szamelméleti fliiggvények aszimptotikus tulajdonsagaival. Egyik {6 célunk a Dirichlet-
tétel bizonyitasa, amely szerint minden a,a + b, a + 2b, ... szamtani sorozat, ahol a és b
relativ primek, végtelen sok primszamot tartalmaz.

e ElGismeretek. Ismertnek tekintjiikk az elemi szamelmélet kovetkezd alapfogal-
mait és ezek fontosabb tulajdonsagait: egész szamok oszthatdsiga, egész szamok leg-
nagyobb kozos osztdja és legkisebb kozos tobbszorose, primszamok, kongruencidk, teljes
maradékrendszerek és redukélt maradékrendszerek (mod m), Euler-fiiggvény, multip-
likativ szamelméleti fliggvények. Alkalmazni fogjuk az Euler, Fermat és Wilson-féle
kongruenciatételeket, valamint az n! kanonikus alakjira vonatkozé Legendre-képletet.

e JelGlések. A kovetkezo jeloléseket hasznaljuk.

Szamhalmazok:
N={1,2,3,...} a (nemnulla) természetes szdmok halmaza,
NO =NU {0}7

Z=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza,

Q={%]a,bc Z,b+# 0} aracionalis szimok halmaza,

R a valds szamok halmaza,

C a komplex szamok halmaza.

Relécidk:

alb jelentése: a osztdja b-nek, ahol a,b € Z,

a = b(mod m) jelentése: a kongruens b-vel (modulo m), ahol a,b,m € Z, m > 2,

(a,b) az a,b € 7Z szamok legnagyobb ko6zos osztdja (Inko-ja).

Fliggvények: logx a természetes logaritmus (logz = Inz).

#A vagy |A| az A véges halmaz szdmossiga.

Ha mast nem mondunk, szadmon mindig egész szamot értink. A p betil mindig
primszamot jelol.

e A szamelmélet alaptétele. A primszamok a természetes szamok multiplikativ
strukturajanak az épitokovei, mert minden természetes szam felirhaté primszamok
szorzataként. Pontosabban,

1. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) Minden n > 1 természetes szam esetén léteznek
olyan py,p,, ..., 0y, primszamok, hogy

N =DpPy " Pgs

és ez a feliras a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmdii.
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Egy n > 1 természetes szam primtényezos felbontdsdban ugyanaz a primszam
tobbszor is szerepelhet, igy n a kovetkezo alakban irhatoé:

(1) n=pypy’pr

ahol py, p,, ..., p, kiilonb6zd primszdmok és a,, a,, ..., a,. > 1 egészek, amelyet n kanonikus
alakjanak neveziink. Hasznalatos a kovetkezo jelolés is:

n = le’p(n)7
p

ahol a szorzat az Osszes p primre vonatkozik és csak véges sok kitevé nemnulla.

e A 7,0 és ¢ fuggvények. Jelolje 7(n) és o(n) az n > 1 szam pozitiv osztdinak
szdmét, illetve n pozitiv osztéinak Osszegét. Itt 7(n) = #{d € N : d|n} vagy 7(n) =
Dodn 1 € o(n) = >y, d. Tovdbbd jeldlie ¢(n) = #{k € N : k < n,(k,n) = 1} az
Euler-fliggvényt. Emlékeztetiink arra, hogy ezek a fiiggvények multiplikativak (az f
szamelméleti fliggvény multiplikativ, ha f(mn) = f(m)f(n) minden m,n € N, (m,n) =
1 esetén) és ha n > 1 kanonikus alakja (1), akkor

r T a;+1 r
r(n) = [[(a; +1),  o(n) = Hpi—_ll, ¢(n) =n]] (1 - l) .

i=1 i1 Pi i=1
Feladat. Igazoljuk ezeket a képleteket.

Megoldas. Ha d|n, akkor d = plflpg2 .- pbr ahol 0 < b, < a;, minden i-re. A b, kitevéket
egymastol fiiggetlenil, (a,+1)-féleképpen valaszthatjuk meg, igy 7(n) e szdmok szorzata.
a;+1
o(n) =TTy (U4 py 92 4+ i) = [Ty Py
Az FEuler-fiiggvényre vonatkozo képletet példaul a logikai szita (a tartalmazds és
kizérés elve) alapjan vezethetjiik le, amely indukciéval bizonyithaté: Ha A, A,, ..., A, C
E véges halmazok és | X| az X halmaz elemeinek szama, akkor

Jal= > O)FEH) 4=

i=1 P0AKC{1,2,...,r} ieK

=> A= D A VA DR Y A NN A [+
=1

1<i1 <ia<r 1< <. .. <, <r

+H=D () Al
i=1

ExUal= > 0EINal=

i=1 KC{1,2,...,r} ieK

=[E|=) A1+ D> A, nA -+ (DF Y A, N nA [+
=1

1<41<i2<r 1< <. <1 <r

H-DT ) Al
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Megjegyzés. Itt K = () esetén N, 44, = E.
Legyen E = {1,2,...,n}, A, ={a € N:1 < a < n,p;n}, 1 <i <r, ekkor ¢(n)

[E\Ui_ 4, ahol [A;] = o+ |4, N0 Ay [ =[{a:1<a<np, - pla}| = ;=5

és kapjuk, hogy

"1 1
dn)=n|1-Y —+ —
(n)=n Z > e

T 1<iy<ia<r

+H=Dk > ;+...+(—1)TL =

1<iy<...<ip<r Pin " Piy Py Py

Feladat. Igazoljuk, hogy minden n € N-re

(n)
1) Hd|’)’L d = n 2 ,
2) ha n kanonikus alakja (1), akkor 27 < 7(n) < 2a1+-+ar,

Megoldds. 1) Ha d befutja az n pozitiv osztéit, akkor n/d is befutja ezeket az osztdkat
(forditott sorrendben) és gy [[,, d = [y, 7 = nT(”)/Hdm d, ahonnan ([[,,, d)* =
nT(n),

2) 7(n) = [lizi (a;4+1) = T[22 =2 és 7(n) = [[;2; (a;+1) <[], 2% = 20+ For,

e Primszamok. Az 1. Tétel szerint a természetes szamok tulajdonsiagainak
vizsgalatdhoz sziikséges a primszamok tulajdonsdgainak ismerete. A primek sorozata
a kovetkez6 : 2,3,5,7,11,13, 17,19, ....

A primszamok sorozatat vizsgdlva megallapithaté, hogy szabdlytalanul helyezkednek
el a természetes szamok kozott. Néhany kérdés, amely megfogalmazhatd a primekre
vonatkozoéan:

Melyek a primszamok a természetes szamok sorozataban 7

Hogyan dontheto el egy szamrél hogy prim-e vagy sem 7

Héany primszam van egy adott szamig 7

Hogyan adhaté meg az n-edik primszam 7

Mit lehet mondani az n-edik prim nagysagardl ?

Van-e primszam minden a,a + b, a + 2b, ... szdmtani sorozatban?

Vajon a primek a természetes szamok additiv struktirajanak is az épitékovei 7
Feladat. Minden n > 2 szam felirhaté primek 6sszegeként.

Megoldds.
n=2k=2424..4+2, n=2k+1=24+2+...4+2+43.
— S—
k k—1

Megjegyzés. A (mindmadig bizonyitatlan), 1742-ben kimondott Goldbach-sejtés szerint
minden n > 2 paros szam felirhato két primszam Gsszegeként.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy minden n > 5 paratlan szam felirhaté harom
primszam 6sszegeként. Itt n = 3 + (n — 3), ahol n — 3 > 2 péaros szam.
Feladat. Igazoljuk, hogy minden n > 12 szam felirhatd 2 Gsszetett szam Osszegeként.
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Megoldds. Ha n = 2k péaros szam, ahol k > 6, akkor n = 4 + 2(k — 2), ahol k — 2 > 4.
Ha n = 2k 4 1 paratlan, ahol k > 6, akkor n =94 2(k — 4), itt £k — 4 > 2.
Megjegyzendd, hogy n = 11 nem irhaté fel igy.

A tovédbbiakban ismertetjiik a primszamok néhany egyszerii tulajdonsigat. Ezek egy
része az elemi szamelméletbol ismert.
e Végtelen sok primszam van.

2. Tétel. Végtelen sok primszam van.

Elsé bizonyitds. (Euklidész) Tegyiik fel, hogy allitdsunk nem igaz, tehat véges sok
primszam létezik, legyenek ezek: p,,p,,...,p,. Tekintsik az A = p;p, ---p, + 1 szdmot,
amelynek van egy ¢q primosztdja. A feltevés szerint ¢ = p; valamely i-re, hiszen csak a
Pq> Py -, P, Primek léteznek és kovetkezik, hogy p,|1, ami ellentmondas. O

Masodik bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden n € N szamnal van nagyobb primszam.
Legyen N =n!+ 1 > 1, igy N-nek van legaldbb egy p primosztéja. Itt p > n, mert ha
p < n lenne, akkor p|n!, ahonnan p|1, ami ellentmondés. [J

Harmadik bizonyitds. Tekintsiikk az F, = 22" 4+ 1,n > 0 szdmsorozatot. Minden F,
szamnak létezik egy ¢, primosztdja. Az F, = 22" 4 1 sorozat tagjai paronként re-
lativ primek, lasd Feladat. fgy a ¢, primszdmok paronként kiilonbozok, tehat q,,q,, ...
primszamok végtelen sorozata. [J

Feladat. Az I, = 22" +1,n > 0 sorozat tagjai paronként relativ primek.

Megoldds. Valéban, legyen n,m € N,n # m, feltehet6, hogy m < n ésd € N, d|F, ,d|F, .
Akkor

F,—2=2""—1=02"" +1)2* -1 =% +1)@" +1)--- ¥ +1)2*" -1)

=F, F, ,---F, (2*" —1)=kF,
alapjan d|2, de d = 2 nem lehet, mert az F szdmok mind paratlanok, igy d = 1.

Megjegyzés. Az F, = 22" 4+ 1,n € N, szdmokat Fermat-szamoknak, az ilyen alaku
primeket pedig Fermat-primeknek nevezziik. Fermat azt sejtette, hogy az F) szdmok
mind primek. Nos, F, = 3,F, = 5,F, = 17, F, = 257, F, = 65537 primek, [, viszont
nem prim, oszthaté 641-gyel (ezt elészor Euler igazolta). Nem tudjuk, hogy léteznek-e
tovabbi Fermat-primek.

Feladat. Felirhaté-e F, = 22" +1,n > 0 két primszdm Osszegeként?

Megoldds. F,, = 3 nem irhaté fel, F| = 5 = 2 + 3 felirhat6. Ha n > 2, akkor F,
nem frhaté két primszam Osszegeként. Valdban, tegyiik fel, hogy F, két prim Osszege.
Itt F pératlan, ez_élrt az egyi_k1 prim a 2, tehdt F, = 2 + p, ahol p prim. De innen
p=22"—1=(22"" —1)(22" " +1) sszetett, itt az elsd tényezé > 3, a misodik > 5,
ellentmondas.

A 2 az egyediili paros primszam, a tobbi prim 4k —1 alakid (3,7,11,19,...) vagy 4k +1
alakui (5,13,17,29, ...).

3. Tétel. 1) Végtelen sok 4k — 1 alaki prim létezik.
2) Végtelen sok 4k + 1 alaki prim létezik.

Bizonyitds. 1) Az euklidészi bizonyitashoz hasonléan tegyiik fel, hogy véges sok 4k — 1
alakd prim létezik: p,,p,,...,p,. Legyen B = 4p,p,...p, — 1. Azonnali, hogy 2 /B és
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p, AB,ps /B, ...,p, fB. Kovetkezik, hogy B-nek minden primosztéja 4k + 1 alaki, de
akkor B maga is 4k + 1 alaku, s ez ellentmondas.

2) A miésodik allitas hasonléképpen igazolhat6. Tegyiik fel, hogy véges sok 4k + 1
alaki primszdm van: p,p,,....,p,. Ha a C = 4p,p,...p, + 1 szdmot vizsgdljuk, akkor
nem jutunk ellentmondasra, mert megtorténhet, hogy C-nek paros szamu 4k — 1 alakt
primosztéja van. Legyen D = (2p;p,...p,)? + 1, melyre 2 f/D,p, [/D,p, /D,...,p, /D.
Kapjuk, hogy D-nek létezik egy q = 4k — 1 alakt primosztéja. fgy qlz? + 1, ahol
T = 2p,p,...p,, azaz x> = —1 (mod ¢), innen z9-1 = (=1)*= = (=1)2*-1 = -1 (mod
q). A Fermat-tétel szerint z¢=1 = 1 (mod ¢q), és kapjuk, hogy —1 = 1 (mod ¢). Innen
q = 2, ellentmondés.

Masképp: Legyen n € N, n > 1. Olyan 4k + 1 alakt primet szerkesztiink, amely n-nél
nagyobb. Tekintsiik az m = (n!)? + 1 pédratlan szdm valamely p primosztéjat. Ekkor
p paratlan, p > n és (n!)2 = —1 (mod p), (n!)P—1 = (—1)pr1 (mod p). A Fermat-tétel
szerint (n!)P~1 =1 (mod p), és kapjuk, hogy (—1)10T_1 =1 (mod p). Innen (—1)1%1 =1,
azaz p = 1 (mod 4). O

A 2 és 3 primek kivételével minden prim 6k — 1 alakd (5,11,17,...) vagy 6k + 1 alaku
(7,13,19,...). Itt a 3-nél nagyobb 6k, 6k + 2, 6k + 3 és 6k + 4 alaki szdmok biztosan
Osszetettek. A 6k + 5 alaki szamok helyett tekinthetjiik a 6k — 1 alakiakat.

Hasonloképpen igazolhatd, hogy végtelen sok 6k —1 alaku és végtelen sok 6k+1 alaku
primszam létezik, lasd Feladat. Mindezeknél altalanosabb a Dirichlet-tétel, amelyet
késobb bizonyitunk.

Feladat. Igazoljuk, hogy végtelen sok 6k — 1 alaki primszam van.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy véges sok 6k — 1 alakt prim létezik: p,,p,,...,p,. Legyen
N = 6p,p,---p, — 1. Azonnali, hogy 2 /N és p, /N,p, /N,....p, [N. Kovetkezik,
hogy N-nek minden primosztéja 6k + 1 alakid, de akkor N maga is 6k + 1 alaku, s ez
ellentmondas.
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2. ELOADAS

Jelolje p,, az n-edik primszdmot: p; = 2,p, = 3,p; =5,p, =7, ....
Feladat. A 2. Tétel euklideszi bizonyitasanak otletét hasznélva igazoljuk, hogy
p, < 22""" minden n > 1-re.

Megoldas. Az euklideszi bizonyitds alapjdn kovetkezik, hogy p,,; < ppy---p, + 1 igaz
minden r > 1-re.

n szerinti indukciéval: n = l-re p; = 2 < 22" = 2 igaz. Tegyiik fel, hogy a k =
1,2, ...,n értékek mindegyikére p, < 22" Akkor

Dot <Piby- Dy +1< 92° 92! 92771 +1= gl+2+-42m 71 +1< 92" =14 92" =1 _ 92"

Jelolje m(x) az x valés szdmndl nem nagyobb primek szdmdt: m(x) =3 _, 1.
Feladat. Az el6z6 feladatot haszndlva igazoljuk, hogy m(z) > loglogx minden x > 2

esetén.

Megoldds. Az x > 2 rogzitett értékre legyen m(z) = n, azaz p, < x <p, . Az eléz6
Feladat szerint

loglogp, ., <loglog 22" = log2"log2 < nlog2 < n,

és innen
m(r) =n >loglogp, ., > loglogz.

e Ikerprimek. A kovetkezo tétel arra mutat ra, hogy az egymasutani primszamok
kozotti kiilonbség tetszolegesen nagy lehet.

Allitas. Minden n € N szdmhoz megadhato n eqgymasutdni osszetett szam.

Bizonyitds. Legyen a, = (n+1)!4+k+1, ahol k € {1,2,...,n}. Ezek egymdsutédni szamok
és mindegyik Osszetett, hiszen k + 1|a, és a, > k+ 1 minden k € {1,2,...,n} esetén. O

Legyen d, =p, ., —p,. Az el6z6 tétel szerint a (d,,),~, sorozat nem korldtos.

Ez a tétel nem jelenti azt, hogy nagy szdmokat vizsgalva a primek egyre ritkdbban
fordulnak elé. Léteznek olyan primszamok, melyek kiilonbsége 2. Ilyen primek,
ugynevezett ikerprimek, példaul a kovetkezdk: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19), (109 +
7,10°49), ..., (242206 083238880 —1 242 206 083-238880+ 1) .... Vannak olyan primek, s6t
végtelen sok, lasd késobb, amelyek nem tagjai ikerprimszampéaroknak, pl. 23, 37,47, ....
A primszamelmélet egy nevezetes, mindmaig megoldatlan kérdése az, hogy létezik-e
végtelen sok ikerprimszampar.

Feladat. Lehet-e a p,p + 2, p 4+ 4 szamok mindegyike primszam?

Megoldas. Ha p = 3k + 1 alaka, k > 1, akkor p+ 2 = 3k + 3 nagyobb mint 3 és oszthato
3-mal, tehdt nem prim.

Ha p = 3k — 1 alaku, k > 1, akkor p 4+ 4 = 3k + 3 nagyobb mint 3 és oszthaté 3-mal,
tehat nem prim.

Marad a p = 3, melyre 3,5, 7 mind primek, ezek az egyediili "harmasikrek”.

Feladat. Ha p,q > 5 ikerprimek, akkor 12|p + gq.

Megoldas. 6-tal osztva minden p > 3 primszam 6k + 1 vagy 6k + 5 alakd. Ha p,q > 5
ikerprimek, akkor igy p = 6k —1 és ¢ = 6k + 1 alakl, ugyanazzal a k-val. Innen azonnali,
hogy p + q = 12k oszthat6 12-vel.
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Feladat. Lehetnek-e 2™ — 1 és 2" + 1 ikerprimek, ahol n € N7

Megoldds. Ha 2™ — 1 prim, akkor n prim, ha pedig 2" + 1 prim, akkor n = 2% alak,
ezek ismert tulajdonsagok. Tehat ikerprimeket csak n = 2-re kapunk és ezek a 3, 5.

Miasképp: Ha n = 1, akkor 1,3 nem ikerprimek, n = 2-re 3,5 ikerprimek. Ha n > 3,
akkor p = 2" —1,q = 2™ + 1 > T és Osszegiik p + ¢ = 271 nem oszthatd 12-vel. Ezért
az el6zo Feladat alapjan nem lehetnek ikerprimek.

e FEratosztenészi szita.

Allitas. Ha n € N Gsszetett szdm, akkor n-nek van olyan p primosztéja, amelyre p <
V.

Bizonyitds. Az n szamnak léteznek (pozitiv) primosztéi, és legyen p a legkisebb ezek
koziil. Igy n = pn, és p < n,. Kapjuk, hogy p? < pn, = n, ahonnan p < \/n. O

fgy egy adott n szamrdl igy dontheté el, hogy primszam vagy sem, hogy megnézziik
oszthaté-e egy p < /n primszammal. Ha igen, akkor n Osszetett, ha nem, akkor n
biztosan primszam. Példdul n = 401 esetén /n < 21, s mivel 401 nem oszthaté a 21-nél
kisebb primekkel, kovetkezik, hogy 401 primszam.

A kovetkezo eljaras, az ugynevezett eratosztenészi szita, arra szolgdl, hogy megha-
tarozzuk a primeket egy adott N szamig. A 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,..., N sorozat els6
tagja, a 2 prim, s hiuzzuk ki (szitdljuk ki) a 2 t6bbszoroseit, melyek nem primek. Az
els6 megmaradt szam, a 3 prim, s kiszitaljuk a 6,9, ... szamokat, amelyek nem primek
(vannak olyan szdmok, példaul a 6, amelyek mar az els6 szitdldsnél kiestek). Az els6
megmaradt szam, az 5 ismét prim, s kiszitaljuk az 5 t6bbszoroseit, stb. Az el6z6 tétel
szerint a szitaldst elegendd a p < v/N primekkel végezni, és a megmaradt szdmok lesznek
a keresett primek:

[2],[3], Al5] £.[7], 8, 0, 10,[11], ¥2,[13], 14, ¥5, 16,[17],....

e A 7(x) fliggvény

Léttuk, hogy végtelen sok primszam van. Ha = € R,z > 0, jelolje w(x) = > _ 1 az

p<z
2-nél nem nagyobb primszamok szémat. Igy m(1) = 0,7(2) = 1,7(3) = 7(4) = 2,
7(10) = 4,7(100) = 25,7(1000) = 168, 7(104) = 1129, 7(105) = 9592, 7(1010) =
455052511, w(1018) = 24 739 954 287 740 860.
Megjegyzés. Az x-nél nem nagyobb ikerprimszamparok szamat m,(z)-szel szokas

jelolni:
Ty (x) = Z 1.
p,p+2<x
p,p+2 prim

Itt példaul m,(10) = 2, m,(100) = 8, m,(1000) = 35, m,(1010) = 27412 679.

A tovabbiakban a m(z) fiiggvény viselkedését vizsgdljuk. Nyilvanval6, hogy minden
x> O-ra m(z) < z, s6t igaz a w(x) < ZEL egyenlStlenség is, mert a 2-t6] kiilonbdz8 péros
szamok nem primek. Ugyanakkor lim _ __ 7(z) = oo, hiszen végtelen sok primszam van.

Kérdés, hogy milyen gyorsan tart 7(x) a végtelenbe.

4. Tétel. Han €N, akkor w(n) > 5255

Bizonyitds. (Erdés Péal) Minden k € N,k < n szdm felirhat6 egyértelmiien k = a?b
alakban, ahol a,b € N és b négyzetmentes (azaz nem oszthaté egyetlen prim négyzetével
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sem). Itt a?b < n miatt a < y/n, tehat a legfeljebb v/n (pontosabban [y/n]) kiillonb6z6
értéket vehet fel. A b szamok tgy allnak el6, mint n-nél nem nagyobb kiillonb6z6 primek
szorzatai, azaz b = pi* pé‘Q...pZ’(;(L’)”, ahol mindegyik u, értéke 0 vagy 1. Igy b legfeljebb
27(n) kiilonbozd értéket vehet fel, s kapjuk, hogy az a2b szorzatok szama legfeljebb
V2™ (") azaz n < /n27(") ahonnan a bizonyitandé egyenlStlenséget kapjuk. [

Megjegyzés. Az elébbi tétel szerint, ha n — oo, akkor m(n) — oo, s ez egy ujabb,
egyszerl bizonyitdsa annak a ténynek, hogy végtelen sok prim létezik.

Az aldbbiakban pontosabb becsléseket vezetiink le a 7(x) figgvényre.

Sziikségiink van a kovetkez6, 6nmagaban is érdekes eredményre.

5. Tétel. Ha xz € R,x > 2, akkor

(1) Hp<4‘"”.

p<z

Bizonyitas. (Erdés Pal, Kalméar Lészl6) Elegend6 = € N,z > 2 értékekre bizonyitani,
mert ha ezekre igaz a tétel, akkor minden = € R, x > 2 szdmra

[Ir=I]p<4"<a
p<[z]

p<z
is igaz. Legyen tehit x = n € N,n > 2. Indukciéval bizonyitunk. Ha n = 2, akkor (1)
igaz. Tegyiik fel, hogy (1) igaz minden z € N,;2 < x < n — 1 szdmra és igazoljuk (1)-et
x = n-re, ahol n > 3.
Ha n paros, akkor n nem prim, igy
Hp: H p<4r b <4m,
p<n p<n—1
Ha n paratlan, akkor legyen n =2k + 1,k > 1 és

IHe= 1] =11 » 1] »

p<n p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k+1

Itt az elsd szorzat kisebb mint 45+1, az indukcids feltétel szerint, a masodik szorzat pedig

a kovetkezoképpen becsiilhetd. Tekintsiik a C’gk 1= (lej 1) binomidlis egyiitthatét, s
vegyiik észre, hogy

i (k+2)(E+3)---(2k+1)

H p’C2k+1 = )
1-2-3...k

k+2<p<2k+1

mert a szamlaloban szerepel minden k + 2 és 2k 4+ 1 kozotti prim, a nevezdben viszont
ezek a primek nem szerepelnek, hiszen a nevez6 tényezoi kisebbek ezeknél. Igy

2.3-4---2k(2k+1)  _,3-5---(2k +1)

H p§C§k+1: =
k+2<p<2k-+1 1-2-3---k(k+1)! 2.3 (k+1)
4-6---(2k+2)
2k :22k:4k
< 2:3---(k+1)

Kapjuk, hogy
Hp< 4k—|—1 4](: :42]€+1 :477,
p<n

és a bizonyitast befejeztiik. [

Alkalmazni fogjuk a kovetkezd tételt.
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6. Tétel. (Legendre) Ha n € N, akkor n! kanonikus alakja

n! = H p®, ahol a=a(n,p)= Z L{%] ,
k=1

p<n
p prim

itt véges sok tag kivételével minden tag nulla.

Bizonyitds. Az n! kanonikus alakjaban csak olyan primszamok szerepelnek, melyek n-
nél nem nagyobbak. Legyen p < n egy rogzitett primszam. Az n! =1-2-3---n tényezoi

kéziil p-vel oszthatdk a kévetkezék: p, 2p, ..., [g} p. Tay

’n!:p.Qp...|:g‘|pn1:p[7;]~1.2.3...|:g‘|n1,

n

ahol p fn,. Ha [%] > p,akkoraz1-2-3--- [5} szorzat tényezoi kozott ismét vannak

p-vel oszthaték, mégpedig p, 2p, ..., [%} p, s ezek koziil az utolso értéke [1%] p. fgy

3

n n n n n

ahol p fn,.

n

Ha [17} > p, akkor ezt az eljarast ismételjiik, s kapjuk, hogy

n! = p[%

alakt, ahol az ny,n,, ... szdmok egyike sem oszthaté p-vel. [

Mas bizonyitas. Legyen
Ap(n»j) =#{keN:k<n, Vp(k) =j}

azoknak az 1 < k < n szamoknak a szama, amelyek kanonikus alakjaban p a j-edik
hatvanyon szerepel. Akkor

-SlE-2u-n[5]-32 5] o
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Megjegyzés. Az a = a(n,p) kitevo igy is megadhato:
. In
a=> [_k:]
=1 P

az r = r(n,p) szdmot a p” < n < p't! egyenlétlenségek hatdrozzak meg (azaz r =

[log n/log p].
Feladat. Hany nullaban végyddik a 100! szam 7

Megoldds. [100/5] + [100/25] + [100/125] + ... = 20 + 4 = 24.
Feladat. A Legendre-képletbeli minden a(n,p) kitevére

n

n
__1<a/n7p S .
p (np) < 2

Bizonyitds. Az x — 1 < [x] < z egyenl&tlenségek szerint:

oo

n_n n
Z_k_g 1?.1—
k=2

a(n,p) <

'BI3

ugyanakkor
oo
n n n n
a(n,p) = [—] + [—} > [—] >——1. O
p ; p* Pl p
Feladat. Az el6z6 Feladatot hasznalva mutassuk meg, hogy végtelen sok prim létezik.

Utmutatds. a(n,p) < n/(p—1), ahonnan n! < [L<. p/(P=1) és hasznéljuk az (n!)2 > nn
egyenlotlenséget.

7. Tétel. A CF = (Z) binomidlis egyiitthato kanonikus alakja

ck= [ » ahol b:b(n,k,p)Zi([ﬂ N Lﬂ B [n; k])

p prim

Tovdbbd itt minden p® primhatvdnyra p® < n.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az ismert

ko n!
G = El(n — k)!

képletet és az elébbi tételt. A b = b(n, k,p) kitev) értéke

wson-sn-so-en=5([5]-[£]-5])

A0 < [z+y]—[z]—[y] < 1egyenlétlenségeket alkalmazva z = k/p’ ésy = (n—k)/p-re
kapjuk, hogy a fenti b 0sszeg minden tagja 0 vagy 1. fgy 0 < b < r, ahol r a Legendre-
képletben az Gsszegzés felsé hatérara vonatkozé r. Innen kovetkezik, hogy CF egész
szam (anélkiil, hogy hivatkoznank e szdm algebrai vagy kombinatorikai jelentésére), s
hogy p? < m minden p® esetén. [J
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3. ELOADAS

8. Tétel. Létezik olyan C, valds szam, hogy 0 < C; <1 és

(2) (x) > C ‘

HNog x
minden x > 2 valds szam esetén. Vilaszthato C; = (log2)/4 = 0,173286... .

Bizonyitas. A 7. Tétel szerint minden n € N szamra a C}, = (2:) binomidlis egytitthato

kanonikus alakja
¢z, = 1 o < TT @ = 2oy ®

p<2n p<2n
és
cn _ @ _ 2.3 (@n-1)2n 3.5 (2n-1)
)2 2.3---(n—1n-n! n!
46 _ 2n—1 2n
>2n246 (2n 2):2 :2_’
1-2---(n—1)n n 2n
ahonnan

7w (2n)log 2n > 2nlog2 — log 2n > 2nlog2 — log 2" = 2nlog2 — nlog2 =

1
=nlog2 > nt

log 2,
hasznalva a 2n < 2™ ésn > ”T’Ll egyenlotlenségeket. Kapjuk, hogy

(n+1)log2

2
m(2n) > 2log2n

Y

amely paros természetes szamok esetén ad alsé becslést a 7 fliggvényre. Legyen most
r € R,z > 2, akkor az elébbiek szerint

T log2 [5]+1 _log2 %
7T(2[ })> 2 log2 %] ~ logz 4 logx’

ahol [£] > 1. Vélaszthat6 tehdt C| = 105;2 és a (2) egyenlStlenség fenndll minden
x > 2-re. [

9. Tétel. Létezik olyan C, valds szam, hogy Cy > 1 és

(3) m(z) < C, log =

minden x > 2 valds szdm esetén. Vilaszthato Cy =1+ 4log2 = 3,772588....

Bizonyitds. Hasznaljuk az 5. Tételt. Ha a []
helyettesitiink, akkor

p<z P szorzatban minden tényezot 2-vel

27T(x) < Hp< 4x7
p<z

ahonnan csak a 7(x) < 2z trividlis egyenl6tlenség adddik.



Multiplikativ szémelmélet (2006) 12

Tekintsiik ezért csak a /z és x kozotti p primek szorzatat:

Ir> I1 »> @

p<z Vr<p<z

Az 5. Tételt alkalmazva igy
(Vo) = < g,

ahonnan
(m(z) — m(v/x))log vVr < zlog4, m(x)logz < m(v/z)logz + 4xlog?2.
Hasznéalva, hogy w(y/x) < /2 innen

1 1
m(z)logx  logz

x Vi

kovetkezik, ahol f(z) = 10% < 1 minden z > 2-re (vizsgaljuk az f fiiggvény valtozasit).
Vélaszthaté igy C, = 1 + 4log2. [

7(z)logx < /rlogz + 4z log 2,

+ 4log 2

A 8. és 9. Tételek alapjan léteznek a C,| és C, allanddk tgy, hogy 0 < O} <1 < C,
és

T

<m(x) <C

Vo > 2.
2log x’ *

Nog z

Ezt el6szor P. L. Csebisevnek sikeriilt igazolnia a XIX. szazad kozepén.

A 7(zx)-re vonatkozé jéval pontosabb eredmény a kovetkezd, melyet J. Hadamard
és Ch. de la Vallée Poussin bizonyitottak 1896-ban, egymastdl fiiggetleniil, komplex-
fiiggvénytani segédeszkozokkel. Az els6 elemi bizonyitast Erdos Pal és A. Selberg adtak
1949-ben, szintén egymastol fliggetleniil.

10. Tétel. (Primszdamtétel)
tim "0

x Y

T—00
log x

T
log x

azaz w(x) ~ (a ~ jelet olvasd: aszimptotikusan egyenld).

Nem bizonyitjuk itt ezt a tételt, csak annyit jegyziink meg, hogy e tétel szerint minden
e > 0 szamhoz létezik olyan x(g) € R szadm, hogy

(1—¢) <7m(x) < (l+¢)

log log

fennall minden z > x(e) valds szamra.

11. Tétel.
m(z)

lim ——= =0.
r—oo X

Bizonyitds. Hatérértékre tériink (x — oo) a fenti (3) egyenlStlenségben. [J

Ha (a,),>; egy természetes szamokbdl &ll6 sorozat, akkor jelolje u(x) = >°, _,
a sorozat x-nél nem nagyobb tagjainak a szamat. Az adott sorozat slriiségén a

lim, @ hatarértéket értjiik, feltéve, hogy ez létezik. A paros szamok siirlisége
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példaul 1/2, a négyzetszamok stlirtisége nulla és a 11. Tétel szerint a primszamok stirtisége
is nulla, azaz a primek "ritkan” fordulnak el6 a természetes szamok kozott.

Feladat. Jelolje 7*(z) a p™ < x primhatvanyok szaméat. Igazoljuk, hogy minden x > 2-
re

<7 (z )<ﬁlogx

a
log x

alkalmas pozitiv o és g allanddékkal.

Megoldds. Azonnali, hogy 7*(x) > m(x) > a>—, ldsd 8. Tétel. Tovabba,

W*(x:ZI—Zl-I-Zl—W Zl,

pm<g p<z p" <z p" <z
m>2 m>2

ahol a 9. Tételt hasznalva,

Si- ¥ yi- S avas

p" <z 2<m<logz/log2 p< Vx 2<m<log z/ log 2
m>2
lo T logx Cy/x
BT (Va) < 8T VT
log2 log2 logx

Kapjuk, hogy

*(z) < ()+C’\/_<C” +C’\/_<6—.

e Az n-edik primszamra vonatkozo becslések

Jelolje p,, az n-edik primszdmot. fgy Py = 2,py, = 3,p3 = 5,p, = T,p; = 11,... és
p,, — 00, ha n — oo. Most azt vizsgaljuk, hogy milyen nagysagrendii a p,,.

El6szor igazoljuk az aldabbi, Bertrand-posztulatum illetve Csebisev- tétel néven ismert
eredményt.

12. Tétel. Han € N,n > 2, akkor létezik olyan p primszdm, melyre n < p < 2n.
Bizonyitds. (Erdés Pél, 1932) Legyen

A= H .

n+1<p<2n

Megmutatjuk, hogy ez a szorzat nem {ires, van legalabb egy tényezdje, azaz A > 1.
Tekintsiik ismét a CF binomidlis egytitthatét. Az A szam osztdja a

n+1)(n+2)---2n
1-2---n

n o __
CQn_

szamnak, hiszen az A-beli p primek mind szerepelnek a szamlaléban és nem szerepelnek
a nevezében. A 8. Tétel szerint C, kanonikus alakja

cz. = [I »"®. ahol b(p) = b(2n,n,p) = Z ([2—”} 2 PD ,

p<2n =1
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sr=r(n,p)-tap <2n<ptl egyenlbtlenségek hatarozzak meg, b(p) < r és
(1) ptP) < on

minden p < 2n primre.

Ha p > v/2n, akkor p2 > 2n, igy r = 1 és b(p) < 1. Bontsuk fel ezért a C, kanonikus
alakjat ad6 szorzatot harom tényezdre gy, hogy az elsében szerepeljenck a v/2n-nél nem
nagyobb primek, a méasodikban a v/2n és n kozotti primek, a harmadikban pedig éppen
az A-beli primek:

Cy, =B-C-D,
ahol
B = H pt? = H p’®) D= H R0l
p<Vv2n V2n<p<n n+1<p<2n

A D szorzatban a fentiek alapjan b(p) < 1, igy D < A és

CTL
2 A>D=_222
2 - B.C
A CF -re mar levezettiink egy als6 becslést:
922n
Con = o

lasd korabban. A tovabbiakban felsé becslést keresiink a B és C szorzatokra. (2) alapjan

B= H P < H V2n < (2n)"(V20),
p<v2n p<v2n

A C szorzatban b(p) < 1 minden p-re és ha 2* < p < n, akkor b(p) = 0. Valéban, ekkor

1< % < % és 2 < %n < 3, igy b(p) = [27“] — 2[%] = 2 — 2 = 0. Kovetkezik, hogy

c< I »r< JI p<4¥.

V2n<p<(2n)/3 p<(2n)/3

az 5. Tétel szerint, feltéve, hogy n > 3. Igy (2)-bél

A 22n 9(2n)/3
> — '
2n(2n)T(VZ0)4(2n)/3  (2p)T(V2n)+1

Ha v/2n > 15, akkor +/2n-ig biztos nem primek a paros szamok, a paratlanok koziil
pedig nem prim az 1,9 és a 15. Igy

ﬂ(x/ﬁ)+1g<@—2>+1:m_l<m

2 2’
ahonnan

A>

2(2n)/3 2Vv2n Van/3
(Qn)\/ﬁ/z B ( /_2n)3
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Igazoljuk, hogy (\2/\;%3 > 1, ha n elég nagy. A v2n =t jeloléssel azt kell igazolni, hogy

2t > t3. Ez fennall minden ¢ > 10 esetén (210 = 1024 > 1000 = 103). Igy A > 1, ha
V2n > 15, azaz ha n > 113. Ha n < 113 , akkor kozvetlen ellendrzéssel gy6z6diink meg
a tétel helyességérol. Tekintsiik a kovetkezo primeket: 2,3,5,7,13,23,43,83,127, ahol
mindegyik kisebb az el6z6 kétszeresénél és az utolsé nagyobb, mint 113. Han = 1, akkor
véalaszthat6 p = 2 (ezért engedtitk meg az egyenldséget). Ha 2 <n < 113 ésp <n < p/,
ahol p, p’ a fenti sorozat két egymasutani eleme, akkor p’ < 2p < 2n, tehat p’-re teljesiil
a tulajdonsag, s ezzel a bizonyitas teljes. [

Feladat. Az elobbi tétel alkalmazdsaként igazoljuk, hogy minden n € N,n > 2 esetén
D, <2m.

Megoldds. Indukciéval bizonyitunk. Ha n = 2, akkor p, = 3 < 22 igaz. Tegyiik fel, hogy
a tulajdonsdg igaz valamely k > 2-re, azaz p, < 2. Akkor a Tétel alapjan 2% és 2k+1
kozott 1étezik primszam, mely nagyobb mint p,, s igy p;; < 2k+1. [0

Feladat. Ha n € N,n > 2, akkor n! kanonikus alakjaban legalabb egy prim kitevéje 1.

Megoldas. Ha n = 2, akkor a tulajdonsag igaz. Ha n = 2k, ahol k > 2, akkor a fenti
Tétel szerint létezik p primszam tugy, hogy £ < p < 2k, igy p < n < 2p. Ha pedig
n = 2k 4+ 1 alaka, £ > 1, akkor létezik ¢ prim, tugy, hogy k£ < ¢ < 2k < n, ahonnan
qg<n < 2q.]

Megjegyzés. Innen azonnal adédik, hogy ha n € N;n > 2, akkor n! nem lehet teljes
négyzet, teljes kob, dltaldban teljes k-adik hatvany, ahol k > 2.
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4. ELOADAS

A tovébbiakban a 12. Tétel (Csebisev tétel) és a m(z)-re vonatkozd egyenlotlenségek
alkalmazasaként az n-edik primszamra vezetiink le becsléseket, melyek élesebbek mint
a trividlis p, > n és a multkori feladatbeli p,, < 2.

13. Tétel. Léteznek olyan Cy és C, valds szamok, hogy 0 < Cy < 1 < C, és minden
n > 2 esetén

(3) Cynlogn < p, < Cynlogn.

Vilaszthato Cy = 1/C, = 0,26507... és C; = 18.
Bizonyitds. Levezettik, hogy

T
x> 2

<m(x) <C

Hog x 2logz’

lasd 8. és 9. Tételek. Ha most x = p, , akkor m(p,,) = n és kapjuk, hogy

o, Lo <n<C, Pr

tlogp, logp,’

s innen
(4) P, > C%Ingn > nlgfn
ami a bizonyitando elsé egyenlotlenség. Tovabba
(5) p, < inlogp < 6nlogp

n S e n n
és logaritmalva
(6) logp,, <log6 +logn + loglogp,,.

Hasznélva, hogy p, < 2" (Feladat volt) a logp, < nlog2 < n egyenlStlenséget kapjuk,
s (6)-ba visszahelyettesitve:

logp, <log6 + logn +logn < 3logn,

ha n > 6. Ezt visszairva (5)-be p, < 18nlogn, amit igazolni akartunk. Az n € N,2 <
n < 5 értékekre kozvetleniil ellendrizhet6 a masodik egyenl6tlenség helyessége. [J

Feladat. Igazoljuk, hogy

. logp
7 | —n —1.
(7) nl—{%o logn

Megoldas. Logaritmalva a (3) egyenl6tlenségekben:
logn + loglogn + log Cy < logp, < logn + loglogn + log C,,

majd log n-nel osztva és hatarértékre térve (n — 0o) a bizonyitandé osszefiiggést kapjuk.

Felhaszndlva ezt kovetkezik a Primszamtétel alabbi, masik alakja.
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14. Tétel.
lim —Prn_ —1
n—oo nlogn

azaz p, ~ nlogn.

Bizonyitds. A 10. Tételben legyen x = p, , akkor m(x) = n és kapjuk, hogy

lim N8Py logp,

n—oo p’I’L

=1

Y

amit Osszevetve (7)-tel kovetkezik az allitas. O

Megjegyzések. Nagy n értékekre tehdt p, kozelitOleg nlogn-nel egyenld. J. B. Rosser
1939-ben igazolta, hogy p,, > nlogn fennall minden n € N szdmra. A 14. Tételbdl
rogton kovetkezik, hogy

lim Pntl g,

n—oo p’I’L
Feladat. Igazoljuk, hogy p, ., < 2p, minden n > 1 esetén.

Megoldds. Azonnali a Csebisev-tételbdl (12. Tétel), p
Pri1 < 2p,-

, €8 2p, kozott van prim, igy

Feladat. Igazoljuk, hogy létezik végtelen sok olyan primszam, melyeknek elso szdmjegye
1-es (10-es szdmrendszerben felirva).

Megoldds. A Csebisev-tétel szerint (12. Tétel) minden k > 1-re 10 és 2 - 10*F kozott van
primszam, s ez olyan szam, amelynek els6 jegye 1-es és k + 1-jegyt. Igy kiilonbozé k
értékekre kiilonboz6 ilyen primeket kapunk.

Feladat. Igazoljuk, hogy létezik végtelen sok olyan n > 1 szam, amelyre d, , > d,,
ahold, =p, ., —p,-

Megoldas. Tudjuk, hogy két szomszédos prim kozotti kiilonbség tetszoleges nagy lehet,
lasd kordbban, tehat a (d,,),, sorozat nem korldtos.
Ha az adott tulajdonsag nem lenne igaz, azaz ha csak véges sok n-re lenne d,, | > d,,

<d,Vn=>nyg lgyd, , <d, ., <..<

akkor létezne n, € N tugy, hogy d
d <d,,, azaz (d

n+1

)p>1 Korldtos, és igy (d,,),,~, is korldtos, ellentmondas.

no+1 no+k

Feladat. Jeldlje c,, az n-edik Osszetett szamot (¢; = 4,¢, = 6,¢4 = 8,¢, = 9,...).
Mutassuk meg, hogy

lim 2 = 1.

n—oo nN
Megoldds. Nyilvanvald, hogy ¢, > n minden n > l-re. Legyen C(z) = #{n :n < z és
n Osszetett }. Ekkor C(c,) = n és minden > l-re 7(x) + C(x) + 1 = [z]. Hax =¢,,
akkor 7(c,)+n+1=c,. Innen ¢, > n+1 > n, amit mar emlitettiink, masrészt minden

n > 1-re

Cn Cn

c, <A —H”H—1<A1 +n+1,

loge, ogn
ahol vehet6 pl. A =4, lasd 9. Tétel. Kapjuk, hogy

n—+1

RO — A/logn’
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elég nagy n-re (dgy, hogy a nevezd pozitiv). Tehat

1 e 1+1/n
I+ -< 2 < —F—,
+n n 1—A/logn

s innen azonnali, hogy ¢, ~ n.

e A primszamok reciprokainak Osszege

15. Tétel. a) Létezik olyan Cy dllando, hogy minden x > 2 esetén

1
Z — > loglogx + Cj,

p<z

ahol az 6sszegzés a p < x primszdmokra vonatkozik. Vdlaszthaté Cy = —1.
b) A primszamok reciprokaibdl alkotott

leii
» b n:lpn

végtelen sor divergens, 0sszege <.

Bizonyitds. a) (Euler) Legyen [x] = n > 2 és minden p < n primszam esetén értelmezziik
az a(p) € N szdmot a kovetkez8képpen: p*(?) < n < pe@+1] azaz a(p) = [loﬁ}

log p
Tekintsiik a )

pa (p)

1 1
Pn:H(lJF;JFEJ“”L )

p<n
szorzatot. A szorzasok elvégzésével egy Osszeget kapunk, melynek minden tagja
o
Py Pl
alakd, ahol p,,p,,...p, jeloli az n-nél nem nagyobb primeket és 0 < k, < a(p;) minden

i € {1,2,...,r} esetén. A szamelmélet alaptétele szerint igy az 1,1/2,...,1/n tortek
mindegyikét megkapjuk és pontosan egyszer (s még masokat is), tehat

n

1
P > T
k=1
Ismert egyenlGtlenség szerint
n
1
E > 10g('fb + 1)7
k=1

ahonnan
(1) log P, > loglog(n + 1) > loglogx

Masrészt, alkalmazva a mértani haladvany 6sszegképletét:

? hell (1 ) (i)a@m) (1 - }9) <[Ja-2

p<n
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s igy
logP, < — Zlogl—— Zlogl——_ Zlog
p<n p<n p<n
1
= Swogi+ <> L
p<n p<np_

haszndlva a log(1 + 1) < L egyenl6tlenséget n = p — 1-re. Igy

log P, <Z +Z Z Z

p

p<n p<n p<n p<n
1,
<Z Zn_l Z Zn_ln Z+
p<n p<n p<n
azaz
1
(3) logP, <> = +1.
p<z
(1) és (3) alapjan a bizonyitandé egyenlétlenséget kapjuk a Cy = —1 valasztéssal.
b)Ha n — oo, akkor az elézéek szerint Zp<n 5 —oo.l

Megjegyzés. A Cy = —1 érték javithaté. Az aldbbiak szerint (ezeket a becsléseket
kés6bb még hasznalni fogjuk) veheté Cy = —1/2. Valéban,
A

i 1
— =1 0< 1
Zk: Ogl—a:’ <z <

képletet = 1/p-re alkalmazva, valamint a mértani sor Osszegképlete alapjan kapjuk,

hogy
1 1 1 11 1 1
—log(l—=-)=) —<—-4+-> —=—+—",
&= ,;kp’“ p 2;:229’“ p 2p(p—1)
ahonnan
1 1 1 1 1< 1
D B S S e R Ve
= = 2p§np(p—1) D 2 e~ k(k+1)
1 1</1 1
= s ()
pgnp k=1 +
azZaz
1 1 1
(4) —Ylogl- )<Y~ 45
< p <p
p=n p=n

Osszevetve az (1), (2) és (4) egyenlStlenségeket készen vagyunk a C, = —1/2 értékkel.
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Feladat. Mutassuk meg, hogy

Megoldas.

>~

1 =1 =1
2 2 o

n=2 n=2

"2
n:2n
(e, oo

3 1 3 1 1 3 2
<Zzn2—1/4_1n2(n—1/2_n+1/2)_1'§_§'

Megjegyzések. 1. Pontosabb becslés:

S
P p n= 2 n=2 n n=1

oo oo oo

8

1

1 1 1 1. 1 1 24 2 17
_ 1— - -1 = — < — 4 — .= =0,4722...
36+( 4 9+36)n§2n2 36+36 3 36

még pontosabban (haszndlva, hogy ((2) = 1,644934...):

1 1 2x?
< 4+ S(—1) = 0,4577...,
Zp:;ﬂ 3% "3l V=0

masrészt

1 1 1 1 1 1 1
— > b — 4+ — =0,4357...
Zp2 19 a5 a9 Tiar T aeg T 0P

p

tehat a pontos érték elso tizedesjegye 4.
2. Igazolhat6, hogy Z L =0,4522474200410654985... . O

Kérdés, hogy >

tatjuk, hogy zp<w 5 aszimptotikusan egyenl6 log log x-szel, azaz

p<w = mllyen gyorsan tart a végtelenbe. A tovabbiakban megmu-

1
lim —Zp<m P o_
z—oo loglog x

Ezzel kapcsolatban érdekes tény, hogy (loglog 1018 = 3,7244... miatt)

> 1oy

p<1018 p

A 10'8-nél kisebb primek szdma mw(10'8), ami kb. 10'8/log10'® = 1016 - 2,412747...,
tehdt a primek reciprokaibdl 4116 divergens sor elsé 106 tagjanak Osszege még 4-nél
kisebb. Ez nagyon meglepd!
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5. ELOADAS

Meggegyzés. A 13. Tételbeli p,, < 18nlogn becslés 1j bizonyitdst szolgédltat a 15. Tétel
b) pontjara:
1 1

- > —7 >27
p,, 18nlogn "=

oo 1

n=2 nlogn SOT divergens.

és hasznéljuk, hogy a >
16. Tétel. a) Létezik olyan Cy dllando, hogy minden x > 2-re

e
H(l_ ) < log z’

veheté Cg = 1.
b)
1
lim 1—-)=0.
tim TTa - )
pPsT
Bizonyitds. Az F(z) = log[[,,(1 — %) = D p<nlog(l — %) jeloléssel, a 15. Tétel
bizonyitasa (2) és (1) képletei szerint F(x) < —log P, < —loglogz = log
b) Azonnali a) alapjan. O

1
logx*

Bizonyitas nélkiil adjuk meg az ikerprimekre vonatkozé alabbi tulajdonsagokat:

17. Tétel. (Viggo Brun, 1920) a) Az ikerprimek szama x-ig

log log x 2
log

Ty (r) < Kz (

ahol K eqy konstans.
b) my(x)/m(x) — 0, © — o0, tehdt az ikerprimek siriisége a primek kozott 0.
c) Az ikerprimek reciprokaibdl alkotott

> o
p,p+2 prim

sor konvergens. [J

Megjegyzések. 1. A b) allitas azonnal kévetkezik az a)-bdl: 7(x) > C1$ alapjan

2
T, () g Z loglog x < KOO (loglog )? o
m(x) m(x) \ logz log x

2. A c) szerint vagy véges sok ikerprimpér van, vagy végtelen sok, de tgy, hogy a
reciprokaik sora konvergens.

3. A sejtés az, hogy végtelen sok ikerprimpéar van, pontosabban Hardy és Littlewood
sejtése (1922) szerint

m~211 (1- 521 i

2
el log” x
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ahol Hp>2 ( ﬁ) = 0,660161... az tin. ikerprim-konstans.

Ha f, g valés értékii fiiggvények, akkor azt irjuk, hogy f(z) = O(g(z)) (olvasd ” f(x)
egyenl6 nagy O g(x)”), ha létezik a € R gy, hogy x > a esetén g(x) > 0 és f(z)/g(x)
korlatos, azaz |f(x)| < Mg(x),z > a. Példaul /z = O(z), sinx = O(1), azaz sinx
korlatos, log x = O(\/x).

Tovabbé, f(z) = o(g(z)) (" f(x) egyenld kis o g(x)”), ha lim__ __ f(x)/g(x) = 0.
Példaul /z = o(x), logz = o(z®) minden ¢ > 0 esetén. Nyilvdn, ha f(x) = o(g(z)),
akkor f(x) = O(g(x)) és forditva altaldban nem.

o Mertens tételei

18. Tétel. (Mertens els tétele) Létezik olyan C. valds szdm, hogy minden x > 2 valds
szdm esetén

1
Z o8P _ logz| < C.,

p<z

(vdlaszthato C, =14 2log2 = 2,386294), azaz

Z logp _ logz + O(1).

p<z

Bizonyitas. A bizonyitds Otlete a Legendre képlet (6. Tétel) ill. a 3. Elbadés els6
Feladatédban szereplé egyenldtlenségek alkalmazésa az [x] = n szadm faktoridlisara.
Logaritmalt alakot irva:

logn!:z nplogp>z<——1>10gp—nzlogp Zlogp,

p<n p<n p<n p<n
és
n n lo lo
10gn!zza(n>p)10gp§2(—+m) logp:nz gp{—nz%
p<n p<n NP PP <n = pp

és megjelent a vizsgdlandé 3 10% kifejezés.

Itt
Zlogp = log H p < nlog4
p<n p<n
az b. Tétel szerint, tovabba
log p = log m log m
< < 2 =
; -1 < 2 mim 1) Z

Az itt megjelend sor konvergens és dsszege C' < 3/2 (ennek igazolasa végett alkalmazzuk
a Lagrange kozépértéktételt az f(x) = —Hl% fiiggvényre, melynek derivaltja f/(x) =

lc;g2x).

Kapjuk, hogy

1 1 1
—logn! —2C < Z 98D _ — logn! 4 log 4.
n n

p<n
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Haszndljuk a (2)™ < n! < n",n > 2 egyenl6tlenségeket (az elsé indukciéval kénnyen

igazolhat6, a mésodik pedig azonnali). Kapjuk, hogy

(5) nlogn —n < logn! < nlogn,
ahonnan
logn —1—-2C < Z 08P logn + log 4.
p<n

Kovetkezik, hogy >

p<n — log n korlatos, azaz

1
> in =logn + O(1),

p<n

S innen

1 1
3 ngzz in :10gm+10gg+O(1):10gx+0(1),

p

p<z p<n

ahol xT_l <2 <1
A C, éllandéra vonatkozd becslés igy kaphaté meg:

logp logm log 2"
S St %, X e
> z T I 11

= ;rlong:TZl_l (—m— 1~ E) = ;rlogQ (F — 2—T)
= i Tl;)rgQ = 2log2 = log 4,
r=1

4 , n n+1
alkalmazva, hogy Y po, ka* = ﬁ Igy haszndlva az - < n! < Z5—, n > 2

egyenl6tlenségekbdl (bizonyitds indukcidval) ad6dé
(6) logn! =nlogn —n+1+6, logn, 0<6,<1

(5)-nél erésebb, un Stirling-képletet, kapjuk, hogy

lo 1
Zﬂ>logn+——1—10g4>logm—1—210g2

p<n

mert logz —logn = log = < log"TJrl < % Es

—1—-2log2 < Z— —logz < 2log2. U
p<zx

Sziikségiink van az Abel-Osszegzés kovetkezo alakjara, amelyet alkalmazunk Zp >
becslésére.
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Allitas. (Abel-sszegzés) Legyen f tetszéleges szamelméleti fiigguény (azaz f : N — R
fliggvény), x > 1 valds szdm és legyen 1 folytonosan derivdlhatd az [1,x] intervallumon.
Akkor az F(x) =), ., f(n) jeloléssel minden x > 1-re

) > f)in) = Fla)ule) — [ P b

n<x

Bizonyitds.
= Z fn)y(n) = Z fn)(@(x) —(n)) =
Zf/wdt/w (3 s it = [ wor@a. o

Ehhez hasonl6 az 6sszegek aldbbi Abel-féle atrendezése:
Han € Nés ay,...,a,,b,....;b,,b ., valés (vagy komplex) szdmok, tovdbbd A, =

o Yo 9 Yno

ay +...+a,,1 <k<n, akkor

n—1
Za’zbz =0y b +Z A A b — ZAz(bz_bz+1)+Anbn - n n+1+ZA i H—l :
i=1

19. Tétel. Létezik olyan Cy dllandd, hogy minden x > 2 valds szdmra

1 1
Z = loglog x + Cy +O( )
P log

p<z

ahol Cy ~ 0,261497 az 1in Mertens-dllando és az O-tag konstansa vdlaszthato 2(1 +
2log2) ~ 4, 772588-nak.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az Abel-Osszegzés fenti képletét az

logp _ .
, m =pprim
f(n) :{ i i
0, n nem prim,
és Y(x) = loém,w’(a:) = —mlO%gQ — valasztédssal.

fgy 1
Fla) =Y 228 = loga + R(x)

p<z
ahol F(x) =0, ha z < 2 és R(x) = O(1) az eléz6 Tétel szerint.

fRapjuks hosy 1 R logt + R(1
+ * +
Z_:ng (33>+/ 0g 2()dt:
log 2 tlog“t

p<m

R(x) Toodt  R(t)dt
=1+ + + s =
log x 5 tlogt 9 tlog™t
R(z) * R(t)dt /°° R(t)dt

=14 ——= +loglogz — loglo 2+/ ,
log x 5708 8708 > tlog?t tlog?t
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ahol R(x) = O(1) miatt a fellépé improprius integral konvergens:

/°° R(t)dt’ < /°° |R(t)|dt /°° O(L)dt

o tlog?t| ~ Jo  tlog?t )y tlog?t

=0 (L i) =0 (-], ) =0 () o0
o tlog“t logt], log 2

R(t)dt
tlog?t’

Legyen

o0
Cy=1- 10g10g2+/
2
ennek értékére vonatkozolag lasd késébb. Tovabba,

R(x) /°° R(t)dt‘ _R@) /°° IR(t)|dt

log tlog?t| ~— logx

tlog? ¢

C < dt 2C
< +C7/ —=—=1, C,=1+log4. O
log x . tlog®t logx
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6. ELOADAS

20. Tétel. (Mertens masodik tétele) Létezik olyan C, dllandd, hogy minden x > 2

valos szam esetén . o |
H 1--)=—"222(1+0 .
P log x log

p<z

Cy pontos értéke Cy = e~ ahol C' az Euler-dllandd.
Bizonyitas. frhaté, hogy

1 1 1
0<log(l—=)"t—=-< —|
C= s pp—1)
(azn+r1 < log(1 +

anyagat. fgy

O<Z(log 1_119)<Zp( Ti (n—1) _[?1]’

p<zx

1) < 1 egyenlétlenségekben legyen n = p — 1), ldsd 4. ElSadas

tehat a
p

)

sor konvergens, legyen A az 0sszege, A = 0,315718..., és
1 1 1
Z (log(l — )t - —) A— Z (log — —) =0(-).
p> p < p r
T p<z

Kapjuk, hogy

1 1 1
—Zlog 1—— :Z——f—A—I—O( ) = loglogz + Cy —|—A+O( )+O( )
< . P x logx
p>x p<zx
ahonnan )
Zlogl—— = —loglogz — Cg — A+ O( )
= log x

1 1 1 1
1--)= —logl —Cy—A = —-C,— A :
T101- ) = esplloglog = Co = 4+ 02 = o espl-C = A) O 2
Legyen C = exp(—Cy A) és haszndlva, hogy 0 < u < 1-re e* = 1+ O(u) kapjuk, hogy
exp(O(—=)) =1+ O( s ezzel kész vagyunk. [J

Megjegyzés. Igazolhaté, hogy A + Cy = C, azaz Cy = e~¢, ahol C az Euler éllando, s
innen adédik Cg értékére az el6zd Tételbeli kozelitd érték.
Feladat. Igazoljuk, hogy

log x log x )

11 (1 - 1)_1 =e%logz + O(1),

p<z p
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11 (1 + 1) _ %ec log (1 + o(1)) = O(log ),

p<z p

ahol C' az Euler-allando.

Megoldads. Mertens masodik tétele szerint

1T (1 — %)_1 = % logx (1+0(1 ;x))_l =

. O(1/logx) )_
1+0(1/logz) )

:eclogm(l-l— :eclogx(l—l—

11 0(1/log) ‘1)

=e“logz (1 + O(

loga:)) =e“logz + O(1).

Ezt hasznéalva:

() =I( ) I(-5) -
:%(H o(1))e Clogx(1+0(l; )):%eclogx(uou)):oaogm).

Megjeqgyzés. Hpgx (1 + %) = O(log x) igy lathat6 be kozvetleniil: 1+t < exp(t),t > 0

alapjan

H ( > < H eXP = eXp(Z %) = exp(loglogz + O(1)) =

p<zx p<lx p<z
=logz-O(1) = O(log x)
a 19. Tétel alapjan. U

e Van-e képlet a primszamokra ?

Sokan probalkoztak olyan képletek megadédsaval, melyek csak primszamokat adnak,
illetve megadjédk az m-edik primszamot. Euler példdul vizsgilta az f = X2 + X + 41
méasodfoki polinomot, amelyre az f(0), f(1), f(2), ..., f(39) behelyettesitési értékek mind
primszémok, de f(40) = 402 + 40 + 41 = 40 - 41 + 41 = 412 méar nem prim.

Nem nehéz igazolni, hogy nem létezik olyan egész egyiitthatos, legalabb elséfoku poli-
nom, melynek minden x € N helyen vett helyettesitési értéke primszam. Ez kovetkezik
az alabbi erésebb allitasbol.

Allitas. Minden egész eqyiitthatos, legaldbb elséfoku f polinom esetén létezik végtelen
sok x € N szam gy, hogy f(x) dsszetett.

Bizonyitds. Az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy minden m € Z esetén az f(x) = m
egyenletnek véges sok x € N megolddsa van (esetleg nincs is ilyen megoldas). fgy létezik
x, € N gy, hogy k = |f(z,)| > 2. Ha z =z, (mod k), akkor f(z) = f(z,) =0 (mod k).
Az z, (mod k) maradékosztalynak van végtelen sok olyan y € N eleme, hogy |f(y)| # k,
s minden ilyen y-ra f(y) osszetett. O]

A polinomok helyett ezért fordult a matematikusok figyelme més képletek felé, pl.
27 — 1, 14sd Mersenne-szamok és 22" + 1, ldsd Fermat-szamok.

Jelolje p, az n-edik primszdmot. A kovetkezd képlet megadja p,  -et p;,p,,...,p,
ismeretében. b = 2 esetén ez J. M. Gandhi eredménye (1966), az aldbbi egyszerii bi-
zonyitast 1asd Ch. Baxa, Uber Gandhis Primzahlformel, Elem. Math. 47 (1992), 82-84.
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21. Tétel. Ha b > 2 rogzitett valos szam, akkor minden n > 1-re

1 1 p(d)
— 1= = -
Pt ogb 575" 1]

d|p1p2...pn

ahol |.] az egészrészt jeldli.

Megjegyzés. A képletnek nincs gyakorlati jelentosége, de cafolja azt a gyakran han-
goztatott megallapitast, hogy "nincs képlet az n-edik primszamra”.

Bizonyitds. A Mobius fliggvény tulajdonsagat hasznalva

DT S SNTUED SIS SIIC) 913

$= d|s d|p1...pn d|s s=1
(57p1~~~pn) 1 d|p1 Pn

ahol legyen s = dk, k = s/d < m/d és kapjuk, hogy

5 " > B 2 i) =1 (U Gy
s=1 d|p1-..pn k=1 d|p1...pn
(S’pl"'pn):1
Ha m — oo, akkor
Lo ()
=
(s,p1---pn)=1 P1.--Pn

Minden 1 < s <p,,; esetén (s,p;...p,) > 1, ezért kapjuk, hogy

11 1 1i(d)
b+bpn+1 T Z bs pd —1°
$>Pni1 d‘pl«--pn
(8,p1.-.pn)=1
1 p(d) _
n+1 _ — n4+1—S
bF b + Z pd —1 | 1+ Z o ’
d|pi...pn $>Pn41
(5:P1-~~pn):1

ahol a jobboldali 6sszegre

0< Y bpn+15<Zb— b_1_1

S>Pn+1
(8,p1.-.pn)=1
tehat
1 1(d)
1< Pt [ == 2.
< F+ > 1| <
d‘pl-“pn
Logaritmalva:
1 p(d)
0<p,.logh+log _E+ Z 1 < log2,

dlplpn
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1 1 p(d) log 2
0<p,y +7—log _E+ Z 1 < <1

log b logh = 7’
d|p1~~~pn

innen

Dyiq + L log —1+ Z ud) =0

n+tl log b b bd — 1 ’
d|P1--~pn

és a bizonyitando képletet kapjuk (—[xz] = [1 —x] haszndlataval, ahol z nem egész szdm).
0J

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy nem lehet azt mondani, hogy nincs olyan sorozat,
amely csupa primszamot allit elo.

22. Tétel. (Miller) Létezik olyan x valds szdm, hogy az v, = x,
sorozatra [x,| primszdm minden n > 1 esetén.

np1 = 27n 20

Bizonyitds.. Definidljuk induktive a kovetkezd sorozatot: ¢, = 3 és minden n > 1-re
legyen g, , egy olyan prim, hogy 2% < ¢, , < ¢, ; +1 < 2an+1 Tlyen létezik a

Bertrand-Csebisev tétel szerint.
qn+1

Ha g, ,+1=2%*1 akkor ¢, , = 2%*! —1 nem prim, mert oszthat6 272~ —1-gyel,
ellentmondas, tehat

(1) 20" < g < Qpeq +1<27t 0 >0
Legyen loggn)t = log loggn_l) t, n > 1, logéo) t = t a 2-es alapu iterdlt logaritmus és

legyen

u, = loggn) q, U, = loggn)(qn +1).

Akkor (1) alapjan
q, <logyq, ., <logy(q, , +1) <gq, +1,

U, <uU, 1 <0, <v,, n=>0,

tehdt (u,,) és (v,) monoton és korldtos sorozatok. Legyen

r= lim u,.
n—oo

Akkor v, < z < v, minden n > l-re. Innen az z, =z, z, ., = 2%, n > 0 jeloléssel

logén) q, <z < logén)(qn +1), logén_l) q,<2"=uz, < logén_l)(qn +1),
) o (n-2) Eacr _
g5 q, <2" =z, <logy “(q,+1),.., q, <2 =z, <gq,+1

és [x,| = ¢, primszdm minden n-re. O
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7. ELOADAS

e A Csebisev fiiggvények
Ha x > 1 valds szam, legyenek

O(x) = Zlogp: log Hp

p<z p<z

Y(z) =) logp

pm<x

a Csebisev-féle 0 és 1 fiiggvények. A o fliggvény esetén az Osszegzés a p™ < x
primhatvanyok szerint torténik.

Mér lattuk, hogy [[,.,p < 4%, 2 > 2 (5. Tétel), s igy 0(z) < (log4)z,z > 2.

Ha 1 < z < 2, akkor 0(z) = ¢(z) = 0.

23. Tétel. Minden x > 2 esetén
log
o) (@)= [logp} log .
b) Y(x) =log[l,2,3, ..., [z]] az 1,2,3..., [x] szdmok lkkt-jének logaritmusa ,

o d@= Y (¥a).

m<log z/ log 2

p<z

Bizonyitds. a) Minden rogzitett p < z-re pm < x akkor és csak akkor, ha m <

log z/log p, tehét log p éppen [igﬁ] -szer jelenik meg.

b) Ez is azonnali az értelmezés szerint.
¢) Most el6szor m szerint Osszegezve:

)= | Y logp|=> 0(vx)y= > 6(¥a).

m=1 \p< Wz m<log z/ log 2

A kovetkez6 egyenlotlenségek a fentiek alapjan igazolhatdk:

24. Tétel. Léteznek olyan C,,, C, pozitiv dllandok, hogy minden x > 2 esetén

Cior < 0(x) <9Y(x) < C) 2.

Az alabbi tételek a 0(x) és 1(x) Csebisev fiiggvények valamint a 7(z) fiiggvény kap-
csolatara mutatnak ra.

25. Tétel. Ha x > 2, akkor

a) O(x) = m(zx)logx — /: @dt,

b () = 2@ +/j o)

log x tlog?t
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Bizonyitas. Abel-Osszegzéssel :
a) Legyen

fn) = { 1,n prim,

0,n nem prim

és (z) = logz. Ekkor F(z) =3, ., f(n) =m(z), s kapjuk, hogy

0(x) = Z logp = 7(x)logx — /; @dt,

p<z

mert 7(t) =0, ha t < 2.
b) Most legyen

log n,n prim,
i ={

0,n nem prim

és 1 (x) L Ekkor F(z) =Y

logp =6(x), s O(x) =0, ha z < 1 és kapjuk, hogy

= log x p<zx
1 0(x) To0(t)
m(zr) = 1= f(n)—z——i—/ ———dt.

z; nzg:m logn logx o tlog?t
mert w(t) =0, hat <2. O
26. Tétel.

i) O(x) =n(x)logz + O <@> ,

x
= 1

i1) Y(z) =m(x)logx + O (loga:)

Bizonyitas.

i) Kovetkezik az el6z6 Tétel a) pontja szerint, ahol

/@dt:/OLdt:O/izO r ,
9 9 logt 5 logt log x

mert
T dt /\/5 dt /* dt VT -z
— = — + < +
5 logt 5 logt vz logt " log2  log/x
2
_ N7 L_r NI L2 o2
log2  logy/x log2 logx log =
Ugyanez masképp: loéz konvex fiiggvény, ezért a grafikonja alatti tertilet [2, x]-en kisebb,

mint a végpontok altal meghatarozott trapéz teriilete, azaz

/21 dt (1 n 1).x;220(m)'

<
logt log2  logx log x
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27. Tétel. A kovetkezd dllitisok egyenértékiiek:

|
2) i T@)log
T—00 €T
b) lim 8(z) =1,
TrT—o0 X
c) lim v(@) =1.

r—oo I

Bizonyitds. A 26. Tétel szerint

Q(I)_W(m)xlogm_'_O(L),

= innen a) < b) ,
x log
Y(x)  w(z)logx L0 (L)

r T log x

innen a) < c¢) ,
Tovébbd, 1(z) = () + O(y/z) alapjan “ = 2% 4 O(J), ahonnan b) & c). O

A 27. Tétel allitasai igazak: a) éppen a primszamtétel. Technikailag egyszeriibb b),
illetve c) bizonyitasa, és innen kovetkezik a primszamtétel a) alakja.

e A primszamtétel élesebb alakjai
Jelolje Li(x) az un integrallogaritmust:
Todt
Li(z) = —.
5 logt
Erre vonatkoznak az aldbbiak:

Allitas. Ha x > 2, akkor

’ Li(z) = —— + /; at 2

" logz log>t log?2’

it) dltaldnosabban, minden n > 1-re

Li(z) = z 1—|—nz1 k! +n'/$L+C’
log x log® Jo log"Ttt "

k=1

| =0 ()
5 log"t log" x

Bizonyitds. i) Parcidlisan integralva:

T (t)dt t 1" | 2 Todt
Li(a:):/ (t) :[ 1 —/t(—)’dt: T +/ —.
5 logt logt], 5 logt logxz log?2 o log“t
ii) Hasonléan, parcidlisan integralva t6bbszor, illetve indukciéval.
iii)
/f‘ dt /ﬁ dt /w dt VI r—T
Ty Tyt ey <1 omng T = <
5 log"t 5 log"t Jzloght “log"2 o log"\/x

log"2 * log"\/x log" x

lasd a 26. Tétel bizonyitasat. [

ahol C, nem fiigg az x-tdl,
i11) minden n > 1-re

Bizonyitas nélkiil adjuk meg a kovetkezd eredményeket:
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Példaul az n =1, n = 2 és n = 4 értékekre:

0 (s
) ) = o 0 (o)

x x T
2 ) = +——+0 ,
2) () logz  log?x (log?’x)

(2) L& 2x n 6x Lo ( x )

w(x) = .
logz  log?z logz log'z log® x

Ennél er6sebb a Hadamard altal bizonyitott kovetkezo becslés:

28. Tétel. Minden rogzitett n > 1-re

m(x) =

29. Tétel. Létezik olyan C > 0 dllando, amelyre
m(x) = Li(x) + <xexp —C+/log ) )

Az (1) illetve a (2) becslésbdl kiindulva megmutathatd, hogy az n-edik primszamra

30. Tétel.
p,, = nlogn + nloglogn + O(n),

log1
pn:nlogn—i—nloglogn—n—knw—f—()( r )
logn logn

Feladat. Adjunk becslést a >
Megoldas. Igazoljuk, hogy

p<aP osszegre.

col-=
ZP QIOgLL‘ <log2x> ’

p<zx

(ez E. Landau eredménye). Haszndljuk a primszamtétel kovetkez6 alakjat:

(1) @) = 10;3 +0 (lo;x) ’

és az Abel-Gsszegzést.
Legyen f(n) = 1, ha n = p prim és f(n) = 0, ha n nem prim. Akkor F(z) =
Zpgx 1 =mn(x), és legyen ¥ (x) = x. Kapjuk, hogy

S yb(n) = 3 p = an(x) - / " r()dt =

n<x p<lx

2 2 x t t
_ +O( o2 )_/( +O< 2)>dt,
log log” x 9 logt log=t

parcialisan integrzilva

Z (ﬂ)_[tz r_l/f” tdt +0(/x tdt)—
p_logaf log? z 2logt|, 2/, log?t o> log?t B

p<zx

2 2 T q 2 2
e o) 0 e o) s o)
2logx log” x o log“t 2logx log“ x

hasznélva a fenti Allitast. O
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8. ELOADAS

e Szamelméleti fliggvények értékeire vonatkozo becslések

A 7, 0 és ¢ nevezetes szamelméleti fiiggvények (lasd 1. El6adds) értékeit vizsgalva
lathatjuk, hogy a felvett értékek nagyon ”szabalytalanul” valtoznak. A 7 fiiggvény
esetén példdul 7(p) = 2 minden p primre és 7 minden a € N értéket felvesz, mégpedig
végtelen sokszor, mert 7(p®~!) = a minden p primre. Ugyanakkor nyilvén 2 < 7(n) < n,
ennél jobb a kovetkez6 becslés:

Feladat. Igazoljuk, hogy 2 < 7(n) < 24/n minden n > l-re.

Kérdés, hogy 7(n) fliggvény n-t6l fiiggéen milyen "nagy” értékeket vehet fel?

A o és ¢ fiiggvényekre o(n) > n+1,¢(n) < n—1 minden n > 2-re és az egyenlségek
akkor és csak akkor igazak, ha n prim. Kérdés, hogy o(n) és ¢(n) n-tdl fiiggéen milyen
"nagy” illetve milyen "kicsi” értékeket vehet fel?

Allitas. Léteznek olyan C| és C, pozitiv dllanddk, hogy minden n > 2-re
a) o(n) < Cynlogn,

b) p(n) > Cyi5em-
Vilaszthato C; =1+ 1/log2 ~ 2,442695, C, =log2/2 ~ 0, 346573.

Bizonyitds. Minden n > 2 esetén

=Y =34 = dzé

d|n d|n

n(1+logn) < Cinlogn

wIH

k=1

ha C; > 1+ 1/logn minden n > 2-re, azaz ha C; > 1+ 1/log2 és

é(n) 1 1 log 2
||1——>|| > — >
n k’—i—l Tl T2 T ’

ahol r az n kiillonb6z6 primosztdinak a szama, és hasznaljuk, hogy n > 27, logn > rlog 2.

Megjegyzés. Az elébbiek alapjan:

a(n) o 6()
nh_)rréo i7e =0 ¢és nh—{%o e =

minden € > 0 esetén. Igy az is igaz, hogy lim,  _ ¢(n) = oc.
Az elébbiek szerint o(n) = O(nlogn), l/gb( ) = O(logn/n) és o(n) = o(n'te),
1/¢(n) = o(n®~1) minden £ > 0 esetén.

Nézziik most a 7 fliggvényt. A lim 7(n) nem létezik, ugyanakkor

n—oo

31. Tétel. Minden € > 0 esetén

im T
n—oo Nt

Bizonyitds. Legyen € > 0 rogzitett. Jelolés: p®||n, ha p®|n és pet! fn. Minden n > 2-re

T(n) a+1 a+1 a+1
n€ = aH pCL€ = aH pCLE H pCLE
p®|In p”|n p®|In
a+1<p?® a+1>p*
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a+1 a+1
< H ag < H pac ’
p*||n p*[|n
a+1>p*® p<el/5

ahol a + 1 > p* & aclogp < log(a+ 1) < a < logp < 1/¢, igy az utolsé szorzatnak
véges sok tényezbje van, s kapjuk, hogy

el/e
1
T(n) _ (max“+ ) — C = Allandé .

Ezzel igazoltuk, hogy 7(n) = O(n®). Ha most § < ¢, akkor kovetkezik, hogy

()

5 <Cn’*f =0, n—oo. O
n

Ervényes a kovetkez6 altalanosabb eredmény. Jelolje H a primhatvanyok halmazat.

32. Tétel. Ha f: N — C multiplikativ fiigguény és

lim_f(n) = 0,
"Wel

akkor
lim f(n)=0.

Bizonyitds. Legyen € € R egy tetszoleges szam, melyre 0 < € < 1. Megmutatjuk, hogy
létezik n, = ny(e) € N gy, hogy minden n > n, esetén |f(n)| < e.

Tekintsiik a kévetkezé halmazokat: H, = {p® € H : |f(p®)| > 1}, mely a feltétel
szerint véges, s legyen A = [[ .y, [f(p®)| > 1; ha H iires halmaz, akkor legyen A = 1,
H, ={p* € H: 5 <|f(p*)| < 1}, ez szintén véges halmaz; Hy = {p® € H : |f(p*)| <
<}t A H,,H,, H; halmazok paronként diszjunktak és H = H, U H, U H;. Legyen
ny = HpaeHlqu p® € N, ha ez tires szorzat, akkor ny; = 1. Ha n € N,n > n,, akkor
létezik p® € H, gy, hogy p®|n és f multiplikativitdsa alapjan

ol =TT = T 1renn T 1renn T 5o < 415 =e.

a

pen pIn p”|n p%In
p*€H; p*€H, p®€Hs

mivel a harmadik szorzat nem tures. O

Megjegyzés. A 31. Tétel ennek kovetkezménye. Valéban, alkalmazzuk a 32. Tételt az
f(n) = 7(n)/n® multiplikativ fliggvényre, ahol

a+1<2_a_2logp < 2 logp

49 = = . 0, ikor p® ,
f(p ) pae - paa pas logp - 10g2 paa - mgor p- — 0
¢ . log x
hasznélva, hogy lim,_,  <&% = 0. [

Igy tehat 7(n) = o(n®). Most megmutatjuk, hogy 7(n) # O((logn)), pontosabban
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33. Tétel. Minden € > 0 esetén létezik olyan (n,),~, sorozat, melyre

lim M = 0.

Bizonyitds. Prébélkozzunk az n, = 2* sorozattal. Ekkor

T(n,)  k+1
(logn,)s  ke(log2)<

— 00, mikor k — o0

ha e < 1.
Ha e > 1legyen m = [¢] és n, = (2-3----5-7-p, . ,)*, ahol p, ., az m + l-edik

primszam. fgy

log(2-3-- ~pm+1)k
log(2-3-+p,,11)

m—+1
T(nk) — (k + 1)m+1 > k,erl — ( ) — C(lognk)mﬂ,

ahol C nem filigg a k-t6l. Kapjuk, hogy

7(ny,)

Top e > Cllogm)™#1 — oo
k

mert m+1—¢e>0. O

Késobb pontosabb becsléseket vezetiink le a vizsgélt fliggvényekre nézve.
Feladat. Legyen f egy szamelméleti fiiggvény. Mutassuk meg, hogy a kovetkezo
allitasok ekvivalensek:
i) f(n) = O(n®) minden £ > 0O-ra.
ii) f(n) = o(n®) minden £ > O-ra.
Feladat. Igazoljuk, hogy minden n > 1-re
a) o(n) + ¢(n) = 2n;
a) Cn? < o(n)p(n) < n?,
alkalmas C' > 0 allandéval.
Feladat. Igazoljuk, hogy:

a) lim,_ Usl—n,' = 00,
b) lim, 2" =,

Sok esetben a vizsgalt f(n) szamelméleti fliggvényre vonatkozo
1 n
n Z f(n)
k=1
szamtani kozépardnyos jol kozelithetd elemi fiiggvényekkel. A 7(n) fiiggvényre példaul

igaz a kovetkezo:

34. Tétel. i) Létezik olyan C > 0 wvalds szam, hogy

1 n
|E ZT(k) —logn| < C

k=1
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minden n > 2 esetén (vdlaszthato C' =1),

ii)

1
li k)=1.
nl—{%o nlogn I;T( )

Bizonyitds. 1)

n n n n

Sy=> k) =33 1= 1= [g]
k=1 d|k d

k=1 =11<j<n/d d=1

mert rogzitett d esetén k = jd, ahol 1 < j < n/d.
Elhagyva az egészrészt,

1 =1 1 1 1
ES(n)SZC—i<1—|—logn és ES(n)>ﬁ (%—1)2 E—1>logn—1,
d=1 d=1 d=1
ahonnan .
—-1<—=> 7(k)—logn<1
n
k=1

ii) Azonnali i) alapjan. OJ

Azt irjuk, hogy f(z) = g(z) + O(h(x)), ha f(x) — g(z) = O(h(x)).
A 34. Tétel szerint

n

1 n
E;T(k) =logn+O(1), azaz I;T(l{?) =nlogn + O(n).

és innen kovetkezik, hogy

1 n
- Z 7(k) ~ logn.
k=1

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény atlagértéke vagy kozépértéke a g fiiggvény, ha

CS T ~ D g,
k=1

k=1
aAZaZ " n
lim »f(k)/ Y g(k) =1
k=1 k=1

A 7(n) figgvény &atlagértéke tehat logn.
Igazolhaté a kovetkez6 élesebb becslés:

35. Tétel. (Dirichlet, 1849)

> 7(n) = z(logx +2C — 1) + O(Vx),

n<x

ahol C' az Euler-dllandd.
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Az (u,v) koordinatarendszer elsé negyedében tekintsiik az uwv = n egyenléoldali
hiperbolat. Ezen annyi racspont van, ahanyféleképpen n = ab kéttényezos szorzatként
irhaté, azaz 7(n). Igy Y n<sT(n) egyenld az uv = n < x hiperbolédkon 1évé racspontok
szamaval, azaz a tengelyek és az uv = x hiperbola kozotti racspontok szdmaval.

Legyen R(z) = ), ., 7(n) —xzlogz — (2C — 1)z. A fenti R(z) = O(\/z) eredmény
tovabb javithatd, G. Voronoj 1903-ban igazolta, hogy R(z) = O(z1/3log x), ugyanakkor
G. H. Hardy és E. Landau 1915-ben egyméstdl fiiggetleniil megmutattak, hogy R(z) #
O(x'/4).

Legyen « az R(x) = O(z?) feltételnek eleget tevé a kitevok infimuma. Nem ismert
a pontos értéke, azaz R(x) pontos nagysigrendje. Ez a Dirichlet-féle osztéprobléma.
Altaldnosan elfogadott az a sejtés, hogy o = 1/4. A legjobb fels6 korlat M. N. Huxley
eredménye (1993): a < 23/73 ~ 0.315068.

36. Tétel.

w2
Z o(n) = 3% + O(z log x).

n<x

Megjegyzés. Ebben a képletben a maradéktag javithato, az eddigi legjobb eredmény
O(z(log x)2/3) (A. Walfisz, 1963).

37. Tétel. 5
Z o(n) = ﬁxQ + O(zlog ).

n<x

Megjegyzés. Az el6z6 képletben a maradéktag javithatd, az eddigi legjobb ered-
mény O(z(log x)2/3(loglog z)*/3) (A. Walfisz, 1963).

e Figgvények extremalis nagysagrendje

Legyen f egy szamelméleti fliggvény, g pedig egy novekvo fiiggvény, melyre g(n) > 0,
ha n > n,. Azt mondjuk, hogy f maximadlis (ill. minimalis) nagysdgrendje g, ha

lim sup M =1 ( il liminf Y = 1) .
n—oo g(n)

Itt az els6é Osszefiiggés példaul azt jelenti, hogy

i) minden £ > 0 esetén létezik N (e) tgy, hogy minden n > N(e)-ra f(n) < (14¢)g(n)
és

ii) minden € > 0 esetén f(n) > (1 —¢)g(n) végtelen sok n-re.

Ehhez elegend6 belatni, hogy

a) f(n) <g(n)(1+o0(1)), han — oo, és

b) f(n,) > g(n,)(1+o(1)), ha k — oo, valamely (n,),~, sorozatra.

Vildgos, hogy a 7 fiiggvény minimélis nagysigrendje g(n) = 2, mert 7(n) > 2 minden
n > 2-re és 7(p) = 2 minden p primre. A koévetkezd eredmény a 7 fiiggvény maximalis
nagysagrendjére vonatkozik.

log 2logn

loglogn ’ azaz

38. Tétel. A log7(n) figgvény mazximalis nagysagrendje

log 7(n) loglogn

lim sup = log 2.

n—o0 logn
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Bizonyitds. Elészor igazoljuk a fenti a) egyenl6tlenséget, ahol f(n) = log7(n),g(n) =
log 21
?ogg lo(;ggnn'

Az n=[[;_, pf* > 2 jeloléssel

log 7(n logH a, +1) Zlog(ai +1).

Vagjuk szét ezt az Oszeget igy:

log 7(n Z log(a, +1 Z log(a, +1) = 5,(n) + S,(n),

pi<f(n) pZZf(n)

ahol az f(n) fiiggvényt késébb hatarozzuk meg.
Sy(n)-et igy becsiiljiik:

1
(1) Sy(n) < E log 2% = log 2 E a; <log?2 081 :
| _ log f(n)
pi>f(n) pi>f(n)

mert

lognzlogﬁp? Zalogplz Z a;logp, > log f(n Z a,.

1=1 pi>f(n) pi>f(n)

S;(n) becslése: 29 < pi* < n miatt a, +1 < ll‘c)ég +1<4logn (n>2),sigy

(2) Sy(n) < Z log(4logn) = (log4+loglogn)mw(f(n)) < (log4+loglogn) S;f

pi<f(n)

a 9. Tétel szerint. (1) és (2) szerint
1

log f(n)

log2logn Cyf(n)
loglogn log2logn

logT(n) < (Cyf(n)(log4 + loglogn) + (log 2) logn)

log 4 + log1
(log4 + log ogn)) (loglogn

Keressiink most olyan f(n)-et, melyre

log f(n) f(n)loglogn

, — 0.
loglogn logn

Ekkor azt kapjuk, hogy

log2logn 1+4o0(1) log2logn

(3) log7(n) < (1+o0(1)),

loglogn 1 +0o(1)  loglogn
amit igazolni akartunk. Vehet6

logn

fn) = (loglogn)?’
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Most igazoljuk a b) egyenlStlenséget az n, = p,p,...p, vélasztassal.

logn, = 0(p,) = > logp < 7(p,)logp,, = klogp,
PPk

(elegend$ ezt haszndlni). Igy

log2logn,

4 log7(n,) = klog2 >
4 () e

Ugyanakkor a 6 fliggvényre vonatkozé egyenlétlenség szerint (6. Eloadas)
logn, =6(p,) > Ap,,
valamely A > 0 &llando6val, innen
loglog n, > log A +logp,.,

s (4)-be helyettesitve

log2logn, log2logn, loglogn,,
log 7(n,,) > = : =
loglogn, —log A loglogn, loglogn, —log A
log2logn,
(5) )
loglogn,

(a maradéktagra az erésebb O(1/loglogn, ) is igaz), s kész vagyunk.
(Ugyanez révidebben: Ap, < logn, < Bp, alapjin log A + logp, < loglogn, <
log B + log p,., ahonnan loglogn, =logp,(1+o(1)),k — oo) O

Megjegyzés. A bizonyitott tétel azt jelenti, hogy ha n > N(g), akkor

— 2(1+.€) logn/loglogn (1+¢)log2/ loglogn

T(n) < exp((1 + ¢€)log2logn/loglogn) =n
és végtelen sok n-re
7(n) > exp((1 — &) log 2log n/ log log n) = 2(1=)legn/loglogn _ ,(1=¢)log2/loglogn,

Tehat ” atlagosan”

T(n) ~~ nlog 2/ log logn'

Nézziik most a ¢(n) és az o(n) fiiggvényeket.

39. Tétel. A ¢(n) figgvény mazximdlis nagysdgrendje n és minimdalis nagysdg-
ahol C' az Euler- dllandd.

N € n
rendje TogTogn’

Bizonyitds. A maximalis nagysdgrend azonnali, mert ¢(n) < n,n > 1 és minden p
primre
¢(p) 1

RS A N | (p — ).
p p
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Igazoljuk, hogy
a) 6(n) > loglignu +o(1)) és
b) ¢(ny) < ooy (14 0(1)) valamely (ny,),~, sorozatra.
a) bizonyitdsa: minden n > 2-re

DD () T (D) =romen

p
pln pln
p<g(n) p>g(n)

ahol g(n)-et majd késébb valasztjuk meg. Itt

o= 11(-D)- 11 (%)

pln pln
p>g(n) p>g(n)

ahol a(n) = #{p : pln,p > g(n)} és

n>[[r= [] »>9(n)™,

pln pln
p>g(n)

(5m)

innen logn > a(n)log g(n), a(n) < lolg()igl)'
Kapjuk, hogy

log n

1\ Pea(m 1\ 9 st

p2<n>>(1__) :(1__) Lo,
g(n) g(n)

azaz P,(n) > 1+ o0(1), ha % — 0 (n — o0). Valaszthaté g(n) = logn.

P, (n)-et Mertens masodik tétele alkalmazasaval becsiiljiik:

Pm)= ][ (1—%)2 I1 (1—%):%(1+0(1)).

pln p<logn
p<logn
Innen o(n) c o
n e~ e
1 1))(1 1)) = ——(1 1)).
2 > S (1 o(1) (14 0(1)) = oo (14 of1)

b) bizonyitasa: olyan (n,),-, sorozatot keresiink, melyre

W

k plng
kicsi. Legyen n, = p,p,...p;, ekkor

%ﬁ ST (1-3) = o1+ o)

P<pk p logp k

ahol logn, = 6(p,) < DBp, valamely B éllandéval, innen loglogn, < logB +
log p,.,logp, > loglogn, —log B,
1 1 B 1 loglogn,

< - = 1 1)).
logp, ~loglogn, —logB loglogn, loglogn, —logB  loglog nk( +o(1))

Innen
Bn) < (14 0(1)). O
) = loglogn,, oM
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40. Tétel. A o(n) figgvény minimdlis nagysigrendje n és maximdlis nagysdgrendje
e“nloglogn, ahol C az Euler-dllandd.

Bizonyitds. A minimélis nagysagrend azonnali, mert o(n) > n,n > 1 és minden p primre

o(p) 1

—— =14+-—1 (p — ).
p

p
Masrészt a o(n)p(n) < n?,n > 1 egyenlétlenség (lasd Feladat) és az el6z6 Tétel alapjan,

2
o(n) < < n = e“nloglogn(l + o(1)).

o)~ e (14 o(1)

Azt kell még igazolni, hogy alkalmas (n, ), sorozatra o(n,) > e“n; loglogn, (1+o(1)),

k — oo. Legyen
n, = H Pk k>1
p<ek

o1 ) 0-)

p<lek

ahol Mertens masodik tétele alapjan:

H <1 - 1) : = e%logef(1 4+ 0(1)) = e - k(1 + o(1)),

p<ek P

I (1 ) IO (i) T (- i) -

p<ek
1 —1

p>ek

Itt ¢ a Riemann-féle dzétafiiggvény, amelyre (~1(k+1) = 140(1), ha k — oo (Feladat),

) 1<H( k—ﬂ)_ <H(1——)_1:1+0(1).

p>ek p>ek

Tovabbd, a Csebisev fiiggvényekre vonatkozé egyenlotlenségek szerint

logn, = Z klogp > Z logp = 0(e*) > Ae,

p<lek p<ek

logn, =k Z logp = kO(e*) < Bke”,

p<ek

(elég csak az egyik irdnyd egyenlOtlenség) innen

log A+ k <loglogn, <logB +logk + k, loglogn, = k(14 0(1)), k — oo.
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Kapjuk, hogy

M = e%loglogn, (1 + o(1)),
T,

amit igazolnunk kellett. [

Feladat. Mutassuk meg, hogy minden n > 1-re

n

p(n) > A

loglogn

és

o(n) < Bnloglogn,

alkalmas A és B allanddkkal.
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9. ELOADAS

e Numerikus adatok a MAPLE segitségével
— lasd a mellékelt MAPLE munkafajlt —

Az els6 100 primszam:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97,
101,103,107,109,113,127,131, 137,139, 149, 151, 157,163, 167,173,179, 181, 191,
193,197, 199,

211,223, 227,229, 233,239, 241, 251, 257,263, 269, 271, 277, 281, 283, 293,
307,311, 313,317,331, 337,347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397,
401,409, 419,421,431, 433,439, 443, 449,457,461, 463, 467,479, 487,491, 499,
503,509, 521, 523, 541

A primek sorozata: [n,p, ], ahol n =1, ...,100:

[1,2],[2,3],[3,5], [4, 7], [5, 11], [6, 13], [7, 17], [8, 19], [9, 23], [10, 29], [11, 31], [12, 37],
[13,41], [14,43], [15,47], [16, 53], [17, 59], [18, 61], [19, 67], [20, 71], [21, 73],

22,79], (23, 83], [24, 89], [25, 97], [26, 101], [27, 103], [28, 107], [29, 109], [30, 113],
31,127], [32, 131], [33, 137], [34, 139], [35, 149], [36, 151], [37, 157], [38, 163,
39,167], [40, 173], [41, 179], [42, 181], [43, 191], [44, 193], [45, 197], [46, 199),
[47,211], [48, 223], [49, 227], [50, 229], [51, 233], [52, 239,

(53, 241], [54, 251], [55, 257], [56, 263], [57, 269], [58, 271], [59, 277],

160, 281], [61, 283], [62, 203], [63, 307], [64, 311], [65, 313], [66, 317],

[67,331], [68, 337, [69, 347], [70, 349], [71, 353], [72, 359], [73, 367],

(74, 373], [75, 379], [76, 383], [77, 389], [78, 397], [79, 401], [80, 409,

[81,419], [82, 421], [83, 431], [84, 433], [85, 439], [86, 443),

[87,449], [88, 457], [89, 461], [90, 463], [91, 467], [92, 479)],

(93, 487], [94, 491], [95, 499, [96, 503], [97, 509], [98, 521], [99, 523], [100, 541]

Az osztok halmaza: [n,n osztéinak halmaza |, n =1, ..., 20:

[1,{1}],[2,{1, 2}], [3,{1, 3}], [4,{1, 2,4}],[5,{1,5}],16,{1, 2, 3,6}], [7, {1, 7}],
8,{1,2,4,8}],[9,{1,3,9}],[10,{1,2,5,10}], [11,{1,11}], [12, {1, 2, 3,4, 6, 12}],
13, {1,13}], [14, {1, 2,7, 14}], [15, {1, 3,5, 15}], [16, {1, 2,4, 8, 16}], [17, {1, 17}],
18,{1,2,3,6,9,18}], [19, {1, 19}], [20, {1,2,4, 5, 10, 20}]

Az [n,7(n)] sorozat, n =1, ...,20:

[1,1],12,2],(3,2],4,3],[5,2], [6,4], [7, 2], [8,4], [9, 3], [10, 4],

[11,2],[12,6], [13, 2], [14, 4], [15,4], [16, 5], [17, 2], [18, 6], [19, 2], [20, 6]

A 7(n) értékek sorozata, n = 1,...,20:
1,2,2,3,2,4,2,4,3,4,2,6,2,4,4,5,2,6,2, 6

Az [n,o(n)] sorozat, n = 1,...,20:

[1,1],[2,3],13,4], [4, 7], [5,6], [6,12], [7, 8], [8, 15], [9, 13], [10, 18],

[11,12], [12, 28], [13, 14], [14, 24], [15, 24], [16, 31], [17, 18], [18, 39], [19, 20], [20, 42]
A o(n) értékek sorozata, n =1, ..., 20:
1,3,4,7,6,12,8,15,13,18,12, 28, 14, 24,24, 31, 18, 39, 20, 42

Az [n, ¢(n)] sorozat, n =1, ..., 20:

[1,1],(2,1],(3,2], 4,2}, [5,4], [6,2], [7, 6], [8,4], [9, 6], [10, 4],

[11,10], [12,4], [13, 12], [14, 6], [15, 8], [16, 8], [17, 16], [18, 6], [19, 18], [20, §]

A ¢(n) értékek sorozata, n =1, ..., 20:
1,1,2,2,4,2,6,4,6,4,10,4,12,6,8,8,16,6, 18, 8

Az [n, u(n)] sorozat, n =1, ...,20:

[P Wt S S S i I}
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11,1],[2,-1],[3, -1}, [4,0], [5, —1], [6, 1], [7, —1], [8, 0], [9, 0], [10, 1],
[11,-1],[12,0], [13,—1],[14, 1], [15,1],[16,0],[17, —1], [18, 0], [19, —1], [20, O]
A u(n) értékek sorozata, n =1, ...,20:
1,-1,-1,0,-1,1,-1,0,0,1,-1,0,-1,1,1,0,-1,0,—-1,0

e A Dirichlet karakterek alaptulajdonsagai

Legyen m € N;m > 2. A x : N — C szamelméleti fliggvény neve Dirichlet karakter
(mod m), réviden karakter (mod m), ha

i) x nem azonosan nulla,

ii) x(ab) = x(a)x(b) minden a,b € N esetén, azaz x teljesen multiplikativ,

iii) x(a) = x(b) minden a = b (mod m) esetén, azaz x periodikus (mod m),

iv) x(a) = 0 minden a € N, (a, m) > 1-re.

Példak. Minden m-re karakter

melynek neve f6karakter (mod m).
Ha m = p > 2 primszam, akkor

X(a):{ (2), @p=1,
0, (a,p)>1,

valos karakter, un. kvadratikus karakter, ahol (%) a Legendre-szimbolumot jeloli.

Ha m = 5, akkor példaul

(1, =1,
i, a =2,

x(a) =< —i, a =3, (mod5)
-1, a=4,
. 0, a=0

is karakter. Itt i), iii), iv) azonnali, ii) pedig ellendrizhet6: példaul a = 2, b = 4 (mod
5) esetén x(ab) = x(8) = x(3) = —i = i(=1) = x(a)x(b).
41. Tétel. a) Minden x karakterre x(1) = 1.

b) Minden x (mod m) karakterre és minden (a,m) = 1-re x(a)?(™) = 1, azaz x(a)
eqy ¢(m)-edik eqységgydk.

¢) Minden m-re a (mod m) karakterek szdama véges.
Bizonyitds. a) x nem azonosan nulla és teljesen multiplikativ, igy x(1) = 1, ldsd elemi
szamelméleti tétel.

b) Az Euler tétel szerint (a,m) = 1-re a®™) = 1 (mod m) és az ii), iii) feltételek
alapjan x(a)?(™) = x(a®™) = x(1) = 1.

c) Egy x karaktert az (a, m) = 1-re felvett x(a) értékek hataroznak meg. ¢(m) szami
ilyen a van és a b) pont alapjan y(a) is ¢(m) szému értéket vehet fel. Igy a (mod m)
karakterek szdma < ¢(m)®(™), tehat véges. [

Megjegyzés. Ez a becslés varhatéan pontatlan a multiplikativitds miatt. Igazolni fogjuk,
hogy a (mod m) karakterek szdma ¢(m).
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42. Tétel. A (mod m) karakterek csoportot alkotnak a fliggvényszorzdsra nézve.

Bizonyitds. Karakterek szorzata is karakter, ez azonnali a definicié szerint. A x,
fékarakter az egységelem, tovabba x inverze a x?(™)~1 amely szintén karakter, ahol

X(a)x "™ (a) = x (@)™ =1 = xo(a),
minden (a, m) = 1-re, 1dsd el6z6 Tétel/b). O
Megjegyzés. Itt x¢(m)=1(a) = x(a)~! = x(a) (komplex konjugslt).
43. Tétel. Ha x egy (mod m) karakter, akkor

Z X(a) = ZX<G) = { $(m), X=Xy (fokarakter),

a(mod m) a=1 0, X 7& Xo-

Bizonyitds. Ha x = x, a f6karakter, akkor

;Xo(a):1+1+...+1:¢(m).

¢(m)— szer
Ha x # X, akkor létezik b gy, hogy (b,m) = 1 és x(b) # 1. Hasznalva, hogy ekkor

b, 2b, ..., mb is teljes maradékrendszer, kovetkezik, hogy

m m m

> x(a) = x(ab) = x(b) > x(a),

a=1 a=1 a=1

ahonnan » " | x(a) =0. O
Sziikséglink van a kovetkez6 eredményre, amelyet bizonyitas nélkiil adunk meg;:

44. Tétel. a) Ham > 2,(a,m) =1 és a # 1 (mod m), akkor létezik olyan x karakter
(mod m), melyre x(a) # 1.
b) Minden m > 3 esetén a x, fékarakteren kivil van mds karakter is.

Ennek segitségével igazolhato:

45. Tétel. Ha m > 2, akkor a (mod m) karakterek szdima ¢(m) és minden a € N-re

[ o(m), a=1 (modm),
;X(a)_{o, a#1 (modm),

ahol az 0sszegzés a (mod m) karakterekre vonatkozik.

Bizonyitds. Legyen K, a (mod m) karakterek szdma, x, a fOkarakter, a tobbi pedig

X155 XK, —1°
Ha a =1 (mod m), akkor

Sx@ =Y @)= 1=K,
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Ha a # 1 (mod m) és (a,m) # 1, akkor > x(a) = 0.

Ha pedig a # 1 (mod m) és (a,m) = 1, akkor m > 3, igy a 44. Tétel alapjan
létezik olyan x karakter, melyre x(a) # 1. Ekkor xX,, XX --- XXk, 1 is karakterek és
paronként kiilénbozéek, tehat megadjak a (mod m) karaktereket, lasd 42. Tétel, igy

S = 3 M@ =) 3 K,

ahonnan Zf:"a_l X j(a) = 0. Ezzel igazoltuk, hogy

[ K, a=1 (modm),
;X(a)_{ﬁ, a# 1 (mod m) .

Tovabba igy

m K,,—1 Kn—1 m m
K,=> ;@)= Y > x;(a@) =) xela) = ¢(m),
a=1 j=0 j=0 a=1 a=1
hasznalva a 43. Tételt. J
46. Tétel. Ham > 2 és (a,m) = (b,m) = 1, akkor
_ d(m), a=b (modm),
> vt = { §
" ) aZb (modm),

ahol az dsszegzés a (mod m) karakterekre vonatkozik.

Bizonyitds. A (b,m) = 1 feltétel miatt létezik ¥ gy, hogy b = 1 (mod m). Igy,
X(b) = 1/x(b) = x(V') és hasznélva a 45. Tételt,

S x(@xd) = 3 x(@x(®) = ¥ x(ab') = { §<m>, o - Eii Z§ ,

ahol ab/ =1 (mod m) < abb/ = b (mod m) < a =b (mod m). O
Feladat. Adjuk meg a (mod m) karaktereket, ahol 2 < m < 8.

Megoldds. Ha m = 2, akkor ¢(2) = 1, csak a x, fékarakter van.
Ha m = 3, akkor ¢(3) = 2 karakter van, ezek értékei a mésodrendii egységgyokok: a
+1.

a 1 2 3
W@ [ 1 1 [0
w@ | 1] 10

Ha m = 4, akkor ¢(4) = 2 karakter van, az értékek: +1.

a 1 2 3 4
Xo(a) 1 0 1 0
X, (a) 1 0 -1 0
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Ha m = 5, akkor ¢(5) = 4 karakter van, az értékek: +1,4i. Tovdbba: x(2)x(3) =
X(1) =1= x(3) =1/x(2) és x(4) = x?(2) és a tablazat kitoltheto.

Minden sorban és oszlopban, az elséket kivéve, a szamok 6sszege nulla, lasd tulaj-
donsédgok (1)

a 1 2 4 )
Xo(a) 1 1 1 1 0
X1 (a) 1 -1 -1 1 0
Xo(a) 1 i —1 -1 0
X3(a) 1 —1 i -1 0
Ha m = 6, akkor ¢(6) = 2 karakter van:
a 1 2 3 4 5 6
Xo@ | 11 0] 0] 0] I |o
@ [ 1] 0]olo0o] -1]o0

Ha m = 7, akkor a karakterek szdma ¢(7) = 6, itt az w = cos § +isin § jeléléssel a
6-odrendii egységgyokok: 1, —1,w, —w,w?, —w?.

Tovébba: x2(6) = x(1) =1 X( ) = £1, és feltételek: x(2)x(3) = x(6), x(2)x(4) =
X(8) = x(1) = 1, x(2)x(6) = x(5).

Ha x(6) = 1, akkor x(2) =, x(3) = 1/x, x(4) = 1/z, x(5) = =.

Ha x(6) = —1, akkor X(2) =z, x(3) =—1/x, x(4) = 1/z, x(5) = —=z.

Ugyanakkor: :c3 = x3(2) = X(S) = x(1) = 1, tehdt = harmadrendii egységgyok:

w

r=1,w? —w, ahol 1 —w + w? = 0.
a 1 2 4 ) 6 7
Xol@) | 1 | 1 1 1 T |0
X1 (a) 1 1 -1 1 -1 -1 0
X (@) 1 w? —w —w w? 1 0
X3(a) 1 —w w? w? —w 1 0
X4(a) 1 w? w —w —w? -1 0
Xs(a) 1 —w —w? w? w -1 0

Ha m = 8, akkor ¢(8) = 4 karakter van, ezek mind val6sak. Valéban, x2(3) = x(9) =
X(D) =1 =x3) ==+1, x*(5) = x(25) = x(1) = 1 = x(5) = +1, x(7) = £1.
Tovabbi feltétel: x(3)x(5) = x(7).
7)

Ha x(3) =1, akkor x(5) = x(7) = 1 a fékarakter vagy x(5) = x(7) = —1.
Ha x(3) = —1, akkor x(5) = —x(7) = 1 vagy x(5) = —x(7) = —1.
a 1 2 3 4 5) 6 7 8
0@ | 11 0] T 0] 1T 0] 1 |O0
X4 (a) 1 0 1 0 -1 0 -1 0
Xy(a) 1 0 -1 0 1 0 -1 0
X3(a) 1 0 -1 0 -1 0 1 0
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Feladat. Igazoljuk a kévetkez6 ortogonalitasi tulajdonsagot: Ha y és ¢ két (mod m)
karakter, akkor

m

> v(@ila) = {

a=1

Megoldds. A 43. Tétel szerint:

¢(m)7 X = %
0, X # Y.

" — . - — . ¢(m)7 XE = Xo»

> waito) = Yoo = { o™ T

ahol x¢ = x, < x(a)(a) = 1,Ya € Z & x(a) = P(a) & x = . O

Feladat. Igazoljuk, hogy minden x (mod m > 2) karakterre x(m — 1) = £1.

Megoldds. Ym > 2: (m —1)2 = m? —2m + 1 = 1 (mod m), és innen x?(m — 1) =
x((m —1)2) = x(1) =1, tehat x(m — 1) = +1. O
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10. ELOADAS

Feladat. Lehet-e egy pozitiv egészekbdl allé végtelen szamtani sorozat minden tagja
primszam ?

Megoldds. Legyen a,a + r,a + 2r,...,a + nr, ... egy szamtani sorozat, ahol a > 1 (a = 1
nem prim, kizért) és r > 0. Ha r = 0, akkor lehet minden tag prim, pl. 2,2,2,.... Ha
r > 1, akkor a + ar = a(1 + r) Osszetett (a > 2,1+ r > 2), nem lehet minden tag prim.
O

Megjegyzés. Példék véges sok tagu szamtani sorozatokra, amelyek tagjai mind

primek. Haromtagu: 3,7,11, 3,11,19, négytagu: 41,47,53,59, ottaga: 5,11,17,23, 29,
hattaga: 7,37,67,97,127,157, tiztagt: 199 + 210k,0 < k < 9.

Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan primszam van, amely nem tagja
egyetlen ikerprimszamparnak sem.

Megoldds. A Dirichlet-tétel szerint (bizonyitasat 1asd késébbiekben) végtelen sok 15k+7
alaku prim létezik, ahol (15,7) = 1. Itt (15k + 7) — 2 = 15k + 5 oszthatd 5-tel, (15k +
7) + 2 = 15k + 9 oszthat6 3-mal, tehdt nem prim. OJ

Feladat. Mutassuk meg, hogy minden k£ > 1 esetén létezik végtelen sok olyan p
primszam, hogy ap—Fk,....,.p—2,p—1,p+ 1,p+ 2, ..., p+ k szdmok mindegyike Gsszetett
szdm (azaz létezik végtelen sok in. ”izolalt” prim).

Megoldas. Legyen q prim, ugy, hogy q > k + 2 és legyen
a=2-3-..-(q—2)(g— g+ 1)(g+2)...(2¢ — 2),

ahol (a,q) = 1. A Dirichlet-tétel alapjan létezik végtelen sok p = af + ¢ alakd prim. Itt
minden 1 <17 < k-ra

p—i=(l+q) —i=2-3-..(¢—2)(¢—D(g+1)(qg+2)---(2¢—2)+q—i=

=(q—)2-3- .- (g—i—1)(¢g—i+1)---(¢=2)(¢—D(g+1)(¢+2)---(2¢—2){ +1).
Kovetkezik, hogy (¢ —i)[(p—i)ésq—i>q—k>2ésq—1i < (al+q)—i=p—i, tehat
p — 1 Osszetett. Hasonléan, q 4+ j 0sszetett minden 1 < j < k-ra. [J

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha minden a,b > 1, (a,b) = 1 esetén az ak + b, k > 1
szamtani sorozatban létezik legalabb egy prim, akkor végtelen sok létezik.

Megoldds. Az otlet: tekintsiik az ak +b, a?k+Db, ...,a"k+b, ... sorozatokat, ahol (a™,b) =
1, tehat a feltétel szerint mindegyikben van legalabb egy prim. Ezek mind ak-+b alakuiak,
de nem biztos, hogy kiillonbozoek.

Paronként kiilonboz6 primeket igy lehet megadni: Ha a = 1, akkor 1+0,2+4b,3+0, ...
végtelen sok primet tartalmaz. Legyen a > 2 és p; = ak; + b prim. Legyen n, olyan
nagy, hogy ak;, < a™. Akkor barmely p, = a™k, + b primre p, < p,, mert p, =
ak, +b < a™ +b < a™k, +b = p,. Legyen most n, olyan, hogy ak, < a™2. Akkor
barmely p, = a2k, + b primre p, < p, < ps, és ezt folytatjuk. [J

A Dirichlet-tétel bizonyitdsa érdekében sziikségiink van arra, hogy minden x # X,
(mod m) karakterre L(1,x) # 0, ahol

L) = Y2 X

a x karakter Dirichlet-sora. El6szor ezt valés karakterekre bizonyitjuk.
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47. Tétel. Ha x egy (mod m) valds karakter és S(n) = >y, x(d), akkor S(n) = 0
minden n € N-re és S(n) > 1 minden n négyzetszamra.

Bizonyitds. x (teljesen) multiplikativ, igy az S Osszegzési fliggvény is multiplikativ és
minden p® primhatvanyra

S = x@0") =1+> x(»*,
k=0 k=1

ahol x(p) € {~1,0,1}. Tay

14+a, hax(p) =1,

S(p*) = b ha x(p) =0, L
0, ha x(p) = —1 és a paratlan ,
1, ha x(p) = —1 és a paros .

Tehat S(p*) > 0, s innen S(n) > 0 minden n € N-re. Tovabbd, ha a péaros, akkor
S(p*) > 1 és innen S(t?) > 1 minden ¢t € N-re. [

Mar hasznaltuk a korabbiakban a parcidlis vagy Abel-Gsszegzést, itt megadjuk ennek
a kovetkez6 alakjat:

48. Tétel. (parcidlis Gsszegzés) Legyen (a,,), -, €s (b,),~1 két komplex szdmso-
rozat és legyenek 0 < y < x valds szamok.

a) Ha S(y,x) =) a,, akkor

y<n<a Wn

Z a,b, = S(y,x)b[x] + Z S(y,n)(b, —b,11);

y<n<az y<n<z—1

b) Ha még az is teljesiil, hogy (b,,) ] nemnegativ és csokkend, akkor

n>[y

> ab,| <by max [S(y,n);

Yl y<n<x
yin<s y<n<
¢) Ha még S(y, x) korldtos éslim_ __ b =0, akkor ay .- a, b, sor konvergens és
o0
Z a,b, = Z a,b, + O <b[y}> ,  mikor y — oo.
n<y n=1

Bizonyitds. a)

Z anbn = Z (S(yan) - S<y7n_ 1))bn = Z S(yan)bn - Z S(yan_ 1)bnv
y<n<z y<n<z y<n<z y<n<z
ahol az iires Osszeg nulla. A masodik Osszegben legyen n :=n + 1, igy

Z anb, = Z S(y,n)b, — Z S(y,n)b, ., =

y<n<z y<n<z y<n<z—1
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= Y Sn)b, = b,yy)+ Sy, x)by-

y<n<z-—1

b) Az a) pont szerint

Z a,b,| < [S(y, )by + Z 1Sy, n)|(b,, = b, 41) <

y<n<w y<n<z—1

< max (S| (b + Y B, —b) | = max Sl (b + 5 - b))

<n<g <n<z
== y<n<e—1 =

¢) A Cauchy-féle konvergenciakritérium szerint koévetkezik, hogy a >
konvergens és

i a,b, = Z a,b, + Z a,b, = Z a,b, + xh_)nolo Z a,b,,
n=1

n<y n>y n<y y<n<z

ha y egész és b; = b[y]Jrl < b[y], ha y nem egész.

> b
o _,a,b, sor

ahol

Z anbn =

y<n<zx

Zygngm a,b, = O(b[y]), ha y nem egész ,
Zygngx anbn - ayby = O(by) = O(b[y})v ha Yy egéSZ )

a b) alapjdn, ahol a, korldtos, mert S(y,z) korldtos. U

49. Tétel. Ha x # x, egy (mod m) karakter és f(n) egy figgvény, amely n > a esetén
nemnegativ és csokkend, akkor minden a < x < y esetén

Y. x()f(n) = O(f(x)).

z<n<y

Haméglim, . f(n) =0, akkora .-, x(n)f(n) sor konvergens és minden x > a-ra

Y ox(m)f(n) =Y x(n)f(n) + O(f(2)).

n<x

Bizonyitds. A 48. Tételben legyen a,, = x(n),b, = f(n). Azt kell beldtnunk, hogy
S(x,y) =3 <ney X(n) korldtos (z és y szerepe fel van cserélve).
Tekintsiik eldszor az S(1,y) = >, ., x(n) Osszeget, amelyre

S(Lm) =Y x(n)=0, S(1,2m)=2> x(n) =0,

lasd 43. Tétel, dltaldban S(1, km) = 0 minden k € N-re.
Tovabbd, tetszéleges y-ra, ha [y] = gm + r,0 < r < m, akkor

gm gm-+r r

S(Ly)=> x(n)+ > x(n)=S1,qm)+> x(n)

n=1 n=qgm-+1 n=1
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és
S(Lyl <Y Ixm)l= > 1=¢(m).
(n,m)=1

Végiil,
S(z,y) =Y _x(n) =Y x(n)+x(z) = S(1,y) - S(L,z) + x(z)

n<y n<x

ahol x(z) = 0, ha z nem egész. Kapjuk, hogy

[S(z,y)l < I1S(Ly) + 1S, 2)[ + 1 =2¢(m) +1. O

50. Tétel. Ha x # x, egy (mod m) karakter, akkor minden s > 0 valds szdmra

Zx(n)logn:ix(n)logn+0<logx)’ v > el
ns ns
n=1

n<x

Bizonyitds. Hasznaljuk a 49. Tételt az f(n) = ni majd az f(n) = lcfsn fliggvényre, ez
utébbi csokkend, ha n > el/s.

51. Tétel. Ha x # x, egy (mod m) valos karakter, akkor L(1,x) # 0.
Bizonyitds. Elegendo6 belatni a kovetkezoket. Az
i S(n
Sy =Y xd) & Ba)=Y "W
d|n

n
n<x

jelolésekkel:
(a) lim B(x) = o0
(b) B(z) =2vx - L(1,x) + O(1), x— cc.

Valéban, ha L(1, x) = 0 lenne, akkor b) alapjan B(z) = O(1), ami ellentmond a)-nak.
(a) bizonyitasa:

1 1
B(x)ZZ%:Zg_N)O’ ha x — oo,
t<Vz

n<x
n=t>

a harmonikus sor tulajdonsiga szerint, haszndlva a 47. Tételt.
(b) bizonyitdsa: Osszegzési képleteket hasznédlva az

Fo) = X2 g = =, Fl@) = X ), Gla) = 3 (o)

n<x n<x
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jelolésekkel kapjuk, hogy

n n

By = Y X s gz L (%) - FvRIGWa),
degz\/i\/% ng/f\/ﬁ < >+n§ﬁ\/ﬁ ( )

ahol az 50. Tétel i) pontja szerint

Fa) = 3 M — 10+ o)

n<x

4~

innen

Gla) = 3 <= =2/ +(3) + O

B(r) = Zf% (22 +c1+00/D) +

+ 3 o= (20 + o)D) - —2LG0 vE+ 0 =

).

—ova Y MLy v Mw(i ) Ix(n))+
n<vE ey Ve

FLG0) Y = 0= 30 1)~ 2L(5 0¥ + (1) =

n<yz vn \/EHS\/E
=25 (L0 +0(2) ) +<(3) (LG50 + O ) ) + o)+

FL(5, @97+ 0() +0(1) —2L(3, ) ¥/ + 0(1) =
=2z L(1,x)+0(1). O

52. Tétel. Ha x # x, egy tetszileges (mod m) karakter, akkor

: p(n)x(n) _ f O(), ha L(1, x) # 0,
. (1’X)Z n B { logz +0O(1), ha L(1,x) =0,

n<x

ahol

nS

Ls=-Y x(n)logn

Bizonyitds. Ha f teljesen multiplikativ és

T

(1) a@) =Y fmB(), akkor  Bla) = p(n)f(n)al>),
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ahol p a Mobius-fliggvény.
Legyen most f(n) = x(n) és B(z) = =z, akkor

oy A ( (1.3 + 0(: >) — 2L(1,x) + O(1),

n<x

hasznalva az 50. Tételt, ahonnan

= 3" nmxma(S) = 3 pn)x(n) (SL(1,0) +0(1)) =

n<x n<z

és x-szel osztva

L Y M _ )

n<x

Ha most L(1,x) # 0, akkor készen vagyunk, hiszen L’/(1, x) konvergens.
Ha L(1,x) = 0, akkor hasznaljuk ismét a fenti (1) Osszefiiggést az f(n) = x(n) és
B(x) = xlogx valasztassal. Most

:ZX(n)glog%:xlongX; ZX logn:

n<x n<x n<x

R — (L(l,x) + oé)) — e (—L’(l, )+ O(loix))

— L'(1,x)z + O(log ),

hasznalva, hogy L(1,x) = 0. Igy

rlogz = B(a) = Y p(n)x(n) (L'(1,0)% +O(log ) ) =

ahol az O tag O(x). O

A primszamelméletben fontos szerepe van annak a fiiggvénynek, melynek 6sszegzési
fiiggvénye a log fliggvény. Ez a von Mangoldt fiiggvény, amely igy adott: A(1) =0
és

log p, ha n = p? primhatvany,
A(n) = , ,
0, ha n nem primhatvany.
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Allitas. Minden n >1-re
a)
Z A(d) = logn,
d|n

b)
= Z,u(d) logn/d=— Z,u(d) log d.

d|n d|n

Bizonyitds. a) Ha n = pi*..p% alakd, akkor figyelembevéve, hogy A csak a prim
hatvanyokon vesz fel nullatdl kiillonbozo értékeket:

SO = 3T AGK) + ot Z Alp
d|n b]_ ].
=a, logp, + ... +a, logp. =log(p - pi) =logn.
b) A Mobius-féle megforditasi képlet szerint,

:ZM( log— lognZu Z,u(d)logd

d|n d|n d|n

= (logn)d Z,u logd:—Zu(d)logd

d|n d|n
minden n > 1-re. O

53. Tétel. Ha x # X, egy tetszileges (mod m) karakter, akkor

x(p logp O(1), ha L(1,x) # 0,
Z {—logac—i—O(l), ha L(1,x) = 0.

p<zx

x(n)/\( )

< osszeget, ahol A(n) a von Man-

Bizonyitds. Fejezziik ki kétféleképpen a >
goldt figgvény. Egyrészt

x(n x(p*) logp 10gp X(p logp x(p*)logp logp
D= =) T+ )

n<x pe<zx p<x pi<z
a>2

ahol a méasodik 6sszeg igy majoralhato:

S X ogp x(p logp <3 logp< 3 long—:

p*<x p?<z p<zT a= 2
a>2 a>2
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s igy

@) 3 x(p)plogp -y X(n)nf\(n) +o(1).

p<lz n<x

Masrészt,

3 x(n)nA(n) -y x(n) S u(d) logg -y u(d)dx(d) 3 x(e)loge

n<z n<z d|n d<z e<z/d

= Y M o),

n<x
lasd 50. Tétel. Ezt (2)-be helyettesitve és hasznédlva az 52. Tételt a bizonyitds kész. [
54. Tétel. Ha f egy tetszbleges szamelméleti fiiggvény, m > 2 és (a,m) = 1, akkor

(3) 3 f<n>=@ S+ Y x@ S x|

n<x n<wz XFX0 n<w
n=a(mod m)

(4) Z logp _ L) log z + Z X(a) Z —X(p)plogp +0(1).

p<x p $(m XF#Xo0 p<z

p=a(mod m)

Bizonyitds. Hasznaljuk a 46. Tétel ortogonalitasi 0sszefiiggését:

> = 3 ) S xR = S 3R 3 ),

n<x n<x n<x
n=a(mod m)

ahol az 6sszegzés a (mod m) karakterekre vonatkozik. Kiilonvélasztva a x, fOkaraktert,
kovetkezik (3).
(3)-ban legyen

) Y

{ 8P " ha n = p prim,
0, masképp,

és hasznaljuk, hogy

> oep _ logz + O(1),

p<z p

lasd 18. Tétel. UJ
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55. Tétel. Ha x # x, egy tetszéleges (mod m) karakter, akkor L(1,x) # 0.

Bizonyitds. Legyen N(m) = #{x : x # X, és L(1,x) = 0}. Alkalmazzuk az el6z6 Tétel
(4) képletét a = 1 esetén, melyre x(1) = 1 minden yx karakterre. Kapjuk, hogy

DR [ o x(p)plogp Loq) =

p<x p d)(m) X#Xo p<x
p=1(mod m)
_—1 ogr — m)logx :—1_N(m)0$
6 = S oz = N(m)loga) +0(1) = =2 g +0(1).

hasznalva az 53. Tételt. Itt a kiinduldsi Osszeg nemnegativ, ezért 1 — N(m) > 0,
N(m) <1 kell legyen.

Ugyanakkor, ha L(1,x) = 0, akkor x nem valds karakter, 1lasd 51. Tétel, igy x # X
és L(1,%) = 0, tehdt N(m) péaros szam.

A fentiek szerint N(m) = 0, amit bizonyitani akartunk. [J

56. Tétel. (Dirichlet) Ha (a,m) =1, akkor

i) Végtelen sok p = a (mod m) primszam létezik. (Mdsképp: az a + km,k € N,
szamtani sorozat tagjai kozétt végtelen sok primszam van.)

ii)

logp 1

p<w
p=a(mod m)

iii)

11 1
—=——1logloga+C_ _ +0O ,
2y g EE G+ Ol

p<z
p=a(mod m)

ahol C’a’m allando, mely figg a-tol és m-tol.

Bizonyitds. ii) azonnal kovetkezik az (5) Gsszefliggésbél, ahol N(m) = 0.
i) kovetkezik ii)-bol.
iii) Legyen

Fa)= Y loip - ;O(i; + R(),

p<x
p=a(mod m)

ahol R(x) = O(1) és hasznaljuk az Abel-Osszegzés médszerét, ldsd a 19. Tétel bi-
zonyitasat. [J

Ha pl. m =4, akkor a = 1 vagy a = 3 lehet, ¢(4) = 2 és kapjuk, hogy

1 1 1
E — = —loglogz + C, , + O( )
p 2 ’ log
p<z
p=1(mod 4)

1 1 1
E — = -loglogz + Cy , + O( )
p 2 : log x
p<z
p=3(mod 4)

ahol CL 40 C37 4 allandok.



