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17. A grafok szemléletes bevezetése
Tekintsiik a kovetkez6 feladatokat:

17.1. Feladat. Egy 21 tagu tarsasag bizonyos tagjai kézfogassal idvozolték egymast. Igazoljuk, hogy
biztosan van olyan személy, aki paros szamu emberrel fogott kezet.

17.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ebben a 21 tagi tarsasagban van legalabb két ember, akik ugyanannyiszor
fogtak kezet.

17.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy 6 f0s tarsasignak mindig van 3 olyan tagja, akik ismerik egymast,
vagy 3 olyan tagja, akik nem ismerik egymadst (az ismerettségek kolesonosek.)

17.4. Feladat. Konigsberg vérosdban (mai nevén
Kalinyingrad) a Pregel folyén 7 hid vezetett keresztiil a
11. abra szerint. Végig lehetett-e sétalni minden hidon
pontosan egyszer gy, hogy a séta végére visszaérkez-
ziink a kiindulépontba?

17.5. Feladat. Egy telken 3 haz és 3 kut van.
Tervezhet6-e 9 1t gy, hogy mindegyik hdztél mind- 11. abra
egyik kuthoz kozvetlen 1t vezessen, és a 9 Ut ne keresz-

tezze egymdst (alagutak és feliiljar6k nem megengedet-
tek)?

Ezek a feladatok, és ezeken kiviil sok més, latszélag teljesen kiillonbozo jellegii probléma ugyanazzal a fontos
kombinatorikai strukuraval irhaté le és vizsgdlhaté. Ennek a neve: grdfstruktira vagy graf.

Ebben a szakaszban és a kés6bbiekben visszatériink a 17.1-17.5. Feladatokra és bemutatjuk megoldasukat.

A 11. 4brén jelolje A, B és C' a partokat, D a szi- C
getet, a hidakat pedig jeloljiik a pontokat Osszekotd
vonalakkal. Igy a kovetkezd sematikus dbrat kapjuk
(12. abra).

Az ilyen és chhez hasonld alakzatokat grafoknak D B
nevezzik, itt A, B, C, D az adott graf csicsai (vagy
pontjai, csticspontjai, csomépontjai, szogpontjai), a
csucsokat Osszekotd vonalak a graf élei. Megtortén-
het, hogy a sikbeli dbran az élek olyan pontban is mets-
zik egymaést, amely nem csucsa a grafnak. 12. 4bra

A

A graf csucsait vastagitott pontokkal jelezziik. Két csiics kozott tobb él is lehet, ezeket tobbszoros éleknek
nevezziik. Egy csics 6nmagaval is 6ssze lehet kotve, az ilyen él neve hurokél.

A 17.4. Feladaban megfogalmazott kérdést Konigsberg lakéi tették fel Eulernek, a kor hires matemati-
kusanak. A fenti kérdés igy is megfogalmazhatod: le tudjuk-e rajzolni ezt a grafot egy vonallal igy, hogy koézben
a ceruzat nem emeljiik fel és minden vonalat csak egyszer rajzolunk le?

Euler vélaszként igazolta (dltaldnosan vizsgdlva a kérdést), hogy nem lehet végigmenni a hidakon, azaz nem
tudjuk lerajzolni a grafot a feltétel szerint. Ugyanis barmely pontbdl is indulunk ki, ha egy masik pontba
beérkeziink, onnan ki is kell menni. Lehet, hogy utunk soran ujra érintjiikk ezt a pontot, de akkor is két él
bejarasaval. Ezért sziikséges, hogy minden pontbdl paros sok él induljon ki. Ez nem teljesiil a fenti grafra, mert
minden ponthoz paratlan sok él tartozik.

Euler azt is megmutatta, hogy ez a feltétel (minden pontbdl paros sok él indul ki) nemcsak sziikséges, hanem
elégséges is a graf ilyen bejarasdhoz.

A gréafelmélet kialakuldsat 1736-t6l szamitjuk, attél a dolgozattdl, amelyben Euler a konigsbergi hidak
problémajat megoldotta.

Egy graf valamely pontjanak fokszdma vagy foka az adott pontbdl kiindul6 élek szama. Jelolés: d(A) a A
pont fokszama. A 12. dbrén pl. d(A) = d(B) = D(C) = 3, d(D) = 5. Egy graf izolalt pontja egy olyan pont,
amelybol nem indul ki egyetlen egy él sem. Az izolalt pontok tehédt a 0 fokszamu pontok, a 12. abran nincsenek
ilyenek. A 13. dbran lathat6 gréfon d izolalt pont, az a és f pontokban egy-egy hurokél van.
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Jelolje |E| egy adott graf éleinek a szadmaét.

17.6. Tétel. Tekintsiink egy tetszbleges n pontu
grafot, amelynek pontjai Py, Py, ..., P,.

i) A pontok fokszamainak Osszege egyenlé az élek
szamédnak a kétszeresével: d(Py)+d(Psy)+...+d(P,) =
2|E|.

ii) A pdratlan fokszdmu pontok szdma péros.

13. abra

Bizonyitéas. i) Vegyiik sorra a pontokat és szamoljuk dssze a pontokhoz tartozé éleket. Ezek szdma dsszesen
a pontok fokszamainak Osszege, masrészt éppen az élek szamanak kétszerese.

ii) Azonnali i) alapjén. O

Vizsgaljuk a 17.1. Feladatot. Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjait a tarsasig tagjai alkotjak, az éleket
pedig a kézfogdsok. Ez egy 21 ponti graf. Alkalmazva az el6z8 Tétel ii) pontjat azt kapjuk, hogy paros azoknak
a szama, akik paratlan sok emberrel fogtak kezet. De 21 paratlan szam, ezért biztosan van olyan személy, akire
ez nem igaz, aki tehdt paros sok emberrel fogott kezet.

A 17.1. Feladatban megfogalmazott 4llitds nemcsak 1 7
egy 21 tagu tarsasagra, hanem egy n tagu tarsasagra
is igaz, ahol n > 1 tetszéleges péaratlan szam. Az is

s
igaz, hogy ekkor paratlan azoknak a szama, akik péaros

0 T2 f
szamu emberrel fogtak kezet. 6
T
Egy olyan grafot, amelyben nincsenek hurokélek és 3 T4 ?
tobbszoros élek egyszerti grafnak neveziink, lasd pl. 14. 4bra

a 14. 4brat.

17.7. Tétel. Egy n pontu egyszerii grafban mindig van két azonos fokszamu pont.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Akkor a pontok fokszamai mind kiilonbozék. Egy pont legfeljebb
n — 1 masik ponttal lehet 6sszekotve, ezért a pontok fokszamai 0,1,2,...,n — 1. De igy van olyan pont, amely
foka 0 (izoldlt pont) és van olyan pont is, amely foka (n — 1), azaz olyan, amely minden més ponttal dssze van
kotve. Ez ellentmondéas. [

Térjiink rd a 17.2. Feladat megolddsara. A megfelels graf egyszerii grafnak tekintheté (feltéve, hogy két
ember legfeljebb egyszer fog kezet és senki sem fog kezet sajit magaval) és alkalmazzuk a 17.7. Tételt. Az
allitds egy n tagu tarsasigra is igaz, ahol n > 2 tetszlleges szam. Ha n = 21, akkor a 17.2. Feladatot kapjuk.

@) Sok mds olyan probléma is van, amelyek grafokkal
le o2 modellezhetk, pl. tithalézatok, telefonhdlézatok, elek-
/ tromos aramkorok. Bizonyos probléméakra iranyitott
grafokkal torténik a modellezés, azaz olyan gréfokkal,

3
//' amelyeknek élei irdanyitottak, lasd pl. a 15. dbrat. Sok
4e

esetben a grafelméleti mdédszerek és eredmények alkal-
o5 masak a felmeriil problémdak megvalaszolasara.

O

15. abra

Gréfnak tekinthetd a vilaghalo is, a World Wide Web, amelynek pontjai a weblapok, az élei pedig a weblapok
kozotti hiperlinkek. A Google és a hasonld keresok bonyolult grafelméleti Gtleteket és médszereket hasznalnak,
hogy ennek a grafnak a pontjaira egy sorrendet allitsanak fel figyelembe véve a graf globalis jellemzdéit.

18. Egyszeri grafok
A tovabbiakban egyszerl grafokkal foglalkozunk, ezek matematikai definicidéja a kovetkezo:

18.1. Definicié. Legyen V egy nemiires halmaz és legyen V) = {{z,y} : z,y € V,z # y} a V kételemii
részhalmazainak halmaza. A G = (V, E) rendszert, ahol E C V() egyszerii grafnak, a tovéabbiakban réviden
grafnak nevezziik. Itt V' elemei a graf pontjai (vagy cstcsai, csticspontjai), E elemei a graf élei.

A G gréfra vonatkozéan jelolés: V = Vi, E = Eq, tehdt G = (Vg, Eg). Tovébbi jelolés: {z,y} = xy, ahol
xy = yx, és © € Vg helyett néha ezt irjuk: = € G.
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Ha e = zy € Eg a gréaf egy éle, akkor azt mondjuk, hogy x és y az él végpontjai. Az u és v pontok
szomszédos pontok, ha létezik egy uv € Eg él. Az e1,ea € E¢ szomszédos élek, ha van kozos végpontjuk,
azaz e, = 1y, eo = xz valamely z,y, 2z € V-re.

Megjegyzés: Angolul a graf pontjai = [vertex, vertices], élek = [edge, edges], innen a V és F jelolések.

Itt és a tovdbbiakban egy A véges halmaz szdmossdgat (elemeinek szamat) igy jeloljitk: |A| vagy #A.

Ha V véges halmaz, akkor |Vi|, |Eq| végesek és véges grafrdl beszéliink, a tovabbiakban ilyenekrél lesz
sz6. A Vg halmaz |Vg| szdmossdgat, tehdt a graf pontjainak szdmét a graf rendjének is nevezziik. Ha |Vg| = n,
akkor azt mondjuk, hogy G egy n pontu graf. Ha V' végtelen halmaz, akkor G egy végtelen graf.

A grafok abrdzolhatdk a sikban. Pl. a 14. dbra annak a G grafnak a képe, amelyre Vg = {21, 22, ©3, 24, T5, X6,
T7,78, 9}, Eg = {T122, 2175, T127, TaT5, T3T5, T4Ts, T4T6, ToTT, T5T7, T6T7, TeTs, T6T9, TrTe ), €2 egy 9 pontl
graf, az élek szdma 13.

Egy « pont foka (vagy fokszdma) az z-szel szomszédos pontok szdma, jelolés: dg(z) = d(x), azaz dg(x) =
#{y € G:xy € Eg}. Az x izolalt pont, ha d(x) = 0.

A fokszdmokra vonatkozo6 17.6. és 17.7. Tételek igazak egyszerti grafokra, a 17. szakaszban adott bizonyité-
sok megfelelnek a 18.1. Definiciénak.

18.2. Definicié. Legyen G és H két graf. Azt mondjuk, hogy ezek izomorf grafok, jelolés G ~ H, ha
létezik egy olyan ¢ : G — H bijektiv fiiggvény, amelyre zy € Eg¢ < ¢(z)p(y) € Ey (minden z,y € Eg-re),
azaz xy akkor és csak akkor éle G-nek, ha ¢(z)¢p(y) éle H-nak.

Példaul a 16. abran levo grafok izomorfak, itt egy izomorfizmus a kovetkez6: 1 +— 2, 29 +— 3, 3 — 5,
rq— 1, x5 — 4.

g L3

T T2 2
16. abra

18.3. Feladat. Mennyi az n pontu grafok szama?
Megoldas. Annyi n pontd graf van, ahdnyféleképpen a élek megvélaszthatok. Az élek maximaélis szdma

V@] = (3). Kévetkezik, hogy az n ponti gréfok szdma a V() halmaz részhalmazainak a szdma, azaz 2(3) =
271,(77,71)/2 (n Z 1)
18.4. Feladat. Rajzoljuk le az n pontu grafokat, ahol n = 1,2, 3. Azonositsuk az izomorf grafokat.

A 7. Tablazat azt mutatja, hogy adott n-re az n ponti nemizomorf grafok szama joval kisebb az Osszes graf
szamanal.

n 1123 |4 5 6 7 8
grafok szama 112 |8 (64 [1024 |32768 |2097152 | 268435456
nemizomorf grafok szama (1 |2 |4 [11 | 34 156 1044 12346

7. Téblazat. Az n pontu grafok szama

18.5. Feladat. Rajzoljuk le az n = 4 ponti nemizomorf grafokat (ezek szdma 11).

A pontok fokszdmai nem hatdrozzdk meg a gréfot. Megtorténhet, hogy a G = (V,Eg) és H = (V,Ey)
grafokra dg(x) = dy(z) minden x € V-re, de G és H nem izomorf grafok.

18.6. Feladat. Adjunk példat ilyen G és H grafokra.

Tovabbi definicidk és jelolések:

18.7. Definicié. Legyen G egy graf. Azt mondjuk, hogy

G él nélkiili graf, ha nincs egy éle sem,

G teljes graf, ha Fg = {{z,y} : 2,y € V,x # y}, azaz ha barmely két pont szomszédos (6ssze van kotve
éllel). Az n pontt teljes graf jelolése: K, (,komplett” graf),

G csillag, ha ugy kapjuk, hogy egy pontjat osszekotjiik az Gsszes tobbivel,
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G 1at, ha ugy kapjuk, hogy megallapitva a pontok egy sorrendjét az elsé pontot 6sszekotjiik a masodikkal, a
masodikat a harmadikkal,..., az utolsé el6ttit az utolséval,

G kor, ha egy dtnak az elsé és utolsé pontjat is Gsszekotjiik,

G regularis graf, ha minden pontja egyenld fokszamu, ha ez a fokszam r, akkor G egy r-regularis graf.

A K, teljes graf egy (n — 1)-reguldris graf. A 17. dbrdn a Ky teljes graf lathat6. A 3 pontu teljes gréfot
haromszognek is nevezziik.

A 18. abrédn a 10-edredii 3-reguldris graf, az tn.
Petersen-graf szerepel.

18.8. Feladat. i) Hany éle van az n ponti csil-
lagnak, utnak, kornek, illetve a K,, teljes grafnak?

ii) Rajzoljuk meg a K, teljes grafokat, ahol 1 <
n<T.

iii) Adjunk meg egy 2-reguldris grafot és egy 4-
reguldris grafot.

iv) Létezik-e 3-reguldris 5 pontd graf? Es 7 ponti? 17. abra. Kg gréaf

18.9. Tétel. Ha n > 4 pdros szam, akkor létezik n
pontu 3-reguldris graf.

Bizonyitas. n = 4-re a K, teljes graf 3-reguldris.
Legyen n = 2k. k-szerinti indukcioval tegyiik fel,
hogy G egy 2k — 2 pontu 3-reguldris graf. Legyen
xy,rz € Eg a G két egy pontbdl kiinduld két éle.
Vegyiink két ujabb pontot, jelolje ezeket u, v és ké-
pezzitk a H grafot, amelyre Vi = Vg U {u,v} és
Eyg = (Eg \ {zy,z2}) U {zu, zv,yu, zv,uv}. Kovet-
kezik, hogy H egy 2k pontd 3-reguléris graf (lasd 19.

abra). O
u v 18.10. Definicié. Legyen G = (Vi, Eg) egy graf.
Azt mondjuk, hogy a G grafnak H részgréafja, ha

i VH Q VG és EH Q Eg. Jelolés: H Q G.
G

18. abra. Petersen-graf

A H részgraf kifesziti a G grafot, ha G minden
pontja H-ban van, azaz Vg = V. Ekkor a G grafnak
H egy feszits részgrafja.

G kiegészitd grafja (komplementer grafja) a G =

19. abra (Vg, VP \ Eg) graf.

Egy adott grafbdl részgrafot tehat ugy kapunk, hogy bizonyos pontokat és az ezekhez tartozd Osszes élt
toroljitk. A kiegészito grafot gy kapjuk, hogy toroljiikk G meglévo éleit és megrajzoljuk az 6sszes tobbi lehetséges
élet (a pontokat nem véltoztatjuk).

18.11. Feladat. Adjuk meg a 14. és 18. dbran levo grafok egy-egy részgrafjat és kiegészit6 grafjait.

18.12. Feladat. i) Igazoljuk, hogy ha G egy n pontd graf, ahol n > 6, akkor létezik G-ben vagy G-ben
haromszog.

ii) Igaz-e ez a tulajdonsig az 5 pontd grafokra?

iii) Kapcsolat a 17.3. Feladattal?

Megoldés. i) A G graf éleit szinezziik pirosra, a G komplementer graf éleit pedig kékre. Legyen x egy
tetszéleges pont, amelybdl legalabb 5 él huzhato, mert n > 6. Kovetkezik, hogy ezek kozott biztosan van 3
azonos szinfl ab, ac, ad él, tehat vagy mind a hdrom piros (G-beli élek) vagy mind a harom kék (G-beli élek).
Legyenek pl. ab, ac, ad piros élek. Ha bc vagy bd vagy cd piros él, akkor van egy piros hdromszog (ha pl. bd
piros, akkor abd piros haromszog). Ellenkezd esetben bed kék haromszog.

ii) Nem igaz. Keressiink ellenpéldat.

iii) n = 6-ra éppen a 17.3. Feladat allitasat kapjuk!
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