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16. Stirling-szamok

El6szor az in. méasodfaju Stirling-szamokkal foglalkozunk.

Legyen A egy tetszOleges véges halmaz és legyenek Bi, Bs,..., By C A. Ha ezek a részhalmazok nem iire-
sek, paronként diszjunktak és unidjuk az A halmaz, akkor azt mondjuk, hogy By, Bo, ..., By az A halmaz egy
osztalyfelbontdsat (mds néven osztdlyozasit vagy particigjdt) alkotjak. A B; részhalmazokat osztélyoknak vagy
blokkoknak nevezziik. Az osztalyfelbontasok képzését az adott halmaz particiondldsanak is nevezziik.

Legyen A egy n-elemii halmaz (n > 1). Hény k részhalmazra val6 osztalyfelbontdsa van A-nak? Ha pl.
k = 2, akkor A-t két nemiires valédi részhalmazra kell bontanunk. Egy ilyen részhalmazt (2" — 2)-féleképpen
lehet kivélasztani (az iires halmaz és az A nem jok), ekkor a mésik részhalmaz meghatérozott. De a két halmaz
sorrendje lényegtelen, ezért a lehet8ségek szdma 2" — 2 fele, azaz 2"~ ! — 1.

Pl. A = {1,2, 3} két részhalmazra valé particiéi: {1,2}U{3}, {1,3}U{2}, {2, 3}U{1}, ezek szdma 3 = 231 1.

Az A ={1,2,3,4} két részhalmazra valé particiéi: {1}U{2,3,4}, {2}U{1, 3,4}, {3}U{1,2,4}, {4} U{1,2,3},
{1,2 U {3,4}, {1,3} U {2,4}, {1,4} U {2,3}, ezek szama 7 = 2471 — 1.

16.1. Definicié. Legyenek n > 1, k > 1. Egy n-elemii halmaz k részhalmazra valé osztalyfelbontasainak
szdmat masodfaji Stirling-szamnak nevezziik, jelolés {7 } vagy S(n, k). Az Gsszes particiék szdma a B(n)-nel

n
n

ielslt Bell-szam, amelyre B(n) = { }
jelolt Bell-szam, amelyre B(n) ; f

Megjegyezziik, hogy B(n) nem m4ds, mint egy n elem{i halmazon definidlhaté ekvivalenciareldcidk széma.

A definici6 szerint azonnali, hogy ha k > n, akkor {7} = 0. Tovdbba {7} =1 (n>1),{,",} = (5) (n > 2),
{"} =1 (n>1). Lttuk, hogy {5} =2""1 =1 (n > 2).

Megallapodds szerint (*) {7} = 0 minden n > 1-re és (**) {0} = 1.

16.2. Tétel. Ha 1 < k < n, akkor
n n—1 n—1
=k
{k:} { k }Jr{k:—l}

Bizonyitas. Legyen 2 < k < n. Tekintsiik egy n-elem{i halmaz k részhalmazra (k blokkra) valé particidit.
Az {n} vagy egy blokk vagy sem.

Ha {n} egy blokk, akkor n — 1 elemet kell még k — 1 blokkra osztani és ez {Zj }-féleképpen lehetséges.

Ha {n} nem blokk, akkor particionéljuk elészér az {1,2,...,n — 1} halmazt k blokkra, ezt {";1 }-féleképpen
lehet megtenni. Majd mind a k blokkhoz vegyiik hozza az n elemet, ez k-féleképpen lehetséges.

A particidk szama tehdt {771} +k{""}.

Ha k =1, akkor {7} = {"7'} +{";"}. Innen n > 2-re a fenti (*) konvencié szerint 1 = 1 + 0, ami igaz,
n = 1-re pedig (**) szerint 1 = 0+ 1, ami igaz (ezért célszerliek a (*) és (**) konvencidk). O

A kovetkezo tablazat a méasodfaju Stirling-szamokat és a Bell-szamokat tartalmazza:

n ({0 {or f5r {4y {5} {g} B0
T 1 1
2|1 1 2
31 3 1 5
Al 7 6 1 15
501 15 25 10 1 52
6|1 31 9 6 15 1 |203

5. Téblazat. Masodfaji Stirling-szamok és Bell-szamok

Az el8bbi rekurziv képlet szerint (amely hasonlé a binomiélis egyiitthaték addicids képletéhez) itt minden
{7} bels6 szdm egyenld a felette all6 szadm k-szorosanak és az attél egy hellyel balra allé szdm 6sszegével. Ennek
alapjan a tablazat konnyen kiegészithetd 1jabb sorokkal.

16.3. Feladat. Adjuk meg az 5. Téblazat kovetkez6 harom sorat.

A Bell-szamokra vonatkozik a kovetkez6 rekurzié. Megjegyezziik, hogy a 16.1. Definici6 és az el6bbi (*)
konvencié szerint B(n) = {2} + {7} + ...+ {?} (n > 1). Ha n = 1, akkor innen B(0) = {J} = 1 (**) szerint,
ezért legyen (***) B(0) = 1.
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16.4. Tétel. Ha n > 0, akkor

B(n+1) = zn: (Z)B(k)

k=0

Bizonyitas. Nézziik az {1,2,...,n,n+ 1} halmaz &sszes particiéit aszerint, hogy az n+ 1 elem blokkja hany
elemet tartalmasz.

Tegyiik fel, hogy az n + 1 blokkjéban j szdmu elem van, ahol 1 < j < n + 1. Akkor a blokk tébbi j — 1
szamu elemét (jfl)—féleképpen lehet megvalasztani, és ha ez megtortént, akkor a tovabbi n 4+ 1 — j szdmu
elemet 6sszesen B(n + 1 — j)-féleképpen lehet particiondlni (ha itt j = n+ 1, akkor n+1— j = 0, ide kell, hogy

B(0) = 1). Igy

B(n+1)—§(jﬁl>3(n+lj)—%(n_z+l>3(n+lj)—i(Z)B(k). O

j=1 j=1 k=0

A kovetkez6 képletbdl az { } masodfaji Stirling-szamok kozvetleniil is szamithatok.
16.5. Tétel. Ha 1 < k < n, akkor

{1} = e = 0 (-

ahol sp 1 az f :{1,2,...,n} — {1,2, ..., k} sziirjektiv fiiggvények szdma (ldsd 9.5, n és k felcserélve).

Bizonyitds. Ha az f : {1,2,...,n} — {1,2,...,k} fiiggvény sziirjektiv, akkor f=1(1), f=1(2), ..., f~ (k) az
{1,2,...,n} halmaz egy olyan particiéjat adjék, amely k blokkot tartalmaz. Figyeljitk meg, hogy a kiilonboz6
sziirjektiv f fiiggvények minden k blokkot tartalmazé particiét k!-szor adnak meg, mert az f~!(i) halmazokat
permutalva a particié nem valtozik, de f megvaltozik. Kovetkezik, hogy a tekintett sziirjektiv fiiggvények szama
snk = k!{7}, és lasd a 9.5. Feladat megolddsédban adott képletet. [

16.6. Feladat. Ha n > 1, akkor

Sy

k=1

ahol [z]y =x(x —1)---(x — k+1).
Megoldas. 1. mdd. Ellenérzés: n = l-re z = {1}[96]1 S r =1 igaz n = 2re 22 = {7} [z]
-1

{3} 2] & a? = p+a(z—1)igaz, n = 3raz® = {3} [2]1+{5 } [z]o+{3} [2]s & 2° = 2+3z(z—1)+z(z—1)(z 2)
igaz.
A 16.2. Tételbeli rekurzi6 alapjén n szerinti indukciéval. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz n — 1-re és igazoljuk

n-re, ahol n > 2. ) - -
;{Z}mk{Z}[xw;k{n;l}[xwkz{z:}}mk,

=2

ahol hasznalva, hogy [z]; = [z]k—1(x — k + 1), a j = k — 1 index-cserével kapjuk, hogy

(e S e e S e ke =5 " Nene )

k=2 k=2 =1
=z§{”j1}[xb—§j{”j1}[x1j=x-x"1—§k{”k1}[x]k,

az indukcios feltétel szerint és visszahelyettesitve kész.
2. méd. A képlet két n-edfoku polinom egyenlosége. Ezt elegendé minden x € IN* esetén igazolni, mert
ha a két polinom minden x € IN*-ra egyenld, akkor minden = € R-re is egyenld. Legyen tehdt x € IN*.
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Kombinatorikusan bizonyitunk: Legyen A = {1,2,....,.n}, B ={1,2,...,a}. Akkor 2™ az f : A — B fiiggvények
szama. Ezeket csoportositsuk f(A) szdmossdga szerint: ha |f(A)| = k, akkor az f : A — f(A) sziirjektiv
fiiggvények szdma s, = k! {Z}, lasd 16.5. Tétel, és az f(A)-ban levd k elem megvélasztdsira (i) lehetdség
van. Tehat |f(A)| = k esetén a fiiggvények szama k! {} } (7) = {} } [z]x, ahol 1 < k < n, kész.

Térjiink at az un. els6faja Stirling-szdmok vizsgdlatara. Ezek n elem k ciklusba val6é rendezhet&ségeinek
szémat adjidk meg (a mésodfajui Stirling-szdmok n elem k nemiires részhalmazba valé elrendezéseinek szdmét
jelentik).

Tekintsiik pl. a

/1 23456789
73 26 9418 75

9-edfoki permutéciét (14sd 1.5.). Itt 1-nek megfelel 3, azaz o(1) = 3, hasonléan o(3) = 6, o(6) = 1, visszakapjuk
az l-et. Nem szerepelt a 2, amelyre o(2) = 2, tovébb, o(4) =9, 0(9) = 5, o(5) = 4, visszaadja a 4-et. Nem volt
még a7 o(7)=8,0(8)="7. Tehit: 1—»3—6—1,2—24—9—5—47T—8—T.

Igy a kivetkezd tin. ciklusokat kapjuk: (136), (2), (495), (78). A ciklusokban minden elemnek a rdkdvetkezé
felel meg, az utolsénak pedig az elsé. Egy ciklust barmelyik elemével lehet kezdeni, pl. (495) = (954) = (549).
A o permutéciét igy adjuk meg:

o = (136)(2)(495)(78).

A ciklusok sorrendje megvaltoztathaté, o irhaté pl. igy is: 0 = (78)(136)(495), vagy 0 = (495)(78)(136),
stb.

Hasonldképpen, minden n-edfoku permutécié felbonthaté ciklusokra és a felbontds egyértelmii, eltekintve a
ciklusok sorrendjétdl és a ciklusok kezdGelemétol.

Valéjaban a o permutécié felbonthaté ezeknek a diszjunkt ciklusoknak a szorzatara, ahol a ciklusokat is
permutdciéknak tekintjiik és a szorzds a permutdciéknak, mint fiiggvényeknek a kompozici6jit (6sszetételét)
jelenti, de ezekre az algebrai fogalmakra és tulajdonsdgokra itt nincs sziikségiink.

Azt mondjuk, hogy a ¢ n-edfoki permutacié tipusa (ki, ko, ..., k,), ha o felbonthaté k; szdmd 1 hoss-
zUsagu, ko szamu 2 hosszusagu, ..., k, szamui n hosszisaga diszjunkt ciklusra, akol ki + 2ke + ... + nk, = n. Itt
tehat k; az i hosszisagu ciklusok szama.

A fenti példdban adott o 9-edfoki permutécié tipusa (1,1,2,0,0,0,0,0,0), ahol n =9, ky = ko =1, k3 = 2,
ky=..=kg=06és1-142-143-2=09.

1 2 3 4 5 6 , . .
Ar= 5 6 2 3 4 1) 6-odfokt permutaciéra 1 — 5 +— 4 — 3 +— 2 — 6 +— 1, ezért egy ciklus van,

7 =(15432 6). Azt mondjuk, hogy ez egy ciklikus permutécid, és ennek tipusa (0,0,0,0,0,1).

Az e= (} g 2 i Z 2) 6-odfokn identikus permutéciéra e = (1)(2)(3)(4)(5)(6), ennek tipusa
(6,0,0,0,0,0).

16.7. Tétel. (Cauchy) A (k1, k2, ..., k) tipusi n-edfoki permutécick széma

n!
T kylkol ek, 11R12k2 ke

T(kla ka sty kn)

Bizonyitas. Egy (ki, ka, ..., k,) tipusi o permutéciét irjunk a ciklusok hosszainak névekvé sorrendjében:

0 = (K)o (%) (35).. (65) oo (o) (R o)
k1 ko kn

ahol a csillagok az 1,2,...,n szamokat jelolik. Ezt ugy kapjuk, hogy az 1,2,...,n szamok koziil kivalasztunk
ki-et, amelyek a k; szamu 1-hosszisaga ciklust alkotjék, kivélasztunk 2k, szdmot, amelyek a ko szamu 2-
hosszisagu ciklust alkotjdk, stb. Ez 6sszesen P, = n! lehet6ség (ha a zardjeleket torsljiik, akkor az 1,2,...,n
elemek permutdciéit kapjuk). De a k; szamu i-hosszusdgu ciklus egymads kozott felcserélhetd, ezért osztani kell
k;!-sal minden i-re. Tovabbd, mind a k; szdmu i-hosszusdgu ciklust i-féleképpen irhatjuk, hiszen barmelyik
elemmel kezdhetjiik, ezért osztani kell i¥:-nel minden i-re. [0
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16.8. Definicié. Legyen 1 < k < n. Azoknak az n-edfoki permutaciéknak a szamdt, amelyek k ciklust
tartalmaznak elséfaji Stirling-szdmnak nevezziik, jelolés [}] vagy s(n, k).

A definicié szerint azonnali, hogy ['] = 1 (az e identikus permutdcié, amelyben minden elem a helyén
marad). Tovdbbd [] = (n — 1)!, mert ha egy ciklus van, azaz ciklikus permutaciérél van szé, akkor a tipus
(0,0,...,0,1) és a Cauchy-tétel szerint 7(0,0,...,0,1) = %’ = (n — 1)L Ugyanakkor [ " | = (’21)7 mert han —1

ciklus van, akkor a tipus (n — 2,1,0...,0) és a Cauchy-tétel szerint T'(n — 2,1,0,...,0) = (n7331_21 = "("2_1).

Megallapodas szerint (*) [(] = 0 minden n > 1-re és (**) [8] =1
A definicié alapjan azonnali, hogy Z [Z] =nl(n>1).

16.9. Tétel. Ha 1 < k < n, akkor

=+ R

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 2 < k£ < n. Tekintsiik a k ciklust tartalmazé n-edfoki permutéciokat.
Szamoljuk meg ezeket aszerint, hogy n fixpont-e, azaz (n) ciklus-e vagy sem.

Ha (n) ciklus, akkor marad n — 1 elem, amely k — 1 ciklust alkot. Az ilyen permutacidk szdma [Zj]

Ha (n) nem ciklus, akkor n tagja egy legalabb 2 hossziisagu cilkusnak. Legyen o egy k ciklusi (n — 1)-edfoki
permutdcié. Az m-et beirhatjuk barmely a szam utén a o ciklusokra val6 felbontdsdban, és igy egy n-edfoku

permutéciét kapunk, amelyben n nem fixpont. Itt [”71] lehet$ség van o megvélasztdsira és (n — 1) lehetGség
n— 1}

van az a szdm megvalasztdsara. Az ilyen permutdciok szdma tehat (n — 1)]

A k ciklust tartalmazé n-edfokd permutécickat széma tehat [}~1] + (n — 1)[" 1.

Ha most k = 1, akkor [}] = (n—1)["]"] +[";"]. Innen n > 2-re a fenti (*) megallapodds szerint 1 = 1 +0,
ami igaz, n = 1-re pedig (**) szerint 1 = 0+ 1, igaz (ezért célszerfiek a (*) és (**) konvencidk). O

A 6. Tablazat az els6faji Stirling-szdmokat tartalmazza. A rekurziv képlet szerint itt minden [}'] belsé szdm
egyenld a felette 4ll6 szdm (n — 1)-szeresénak és az attdl egy hellyel balra 4ll6 szdm Gsszegével.

[7{] [2] [s] [2] [§] [&]
11
2 3 1

6 11 6 1
24 50 35 10 1
120 274 225 85 15 1

ULk W =3

6. Tablazat. Els6faji Stirling-szamok

16.10. Feladat. Adjuk meg a 6. Tablazat kévetkezé hdrom sorat.

16.11. Feladat. i) Adjuk meg azokat a harmadfokd permutédcidkat, amelyek k = 1, illetve k = 2 ciklust
tartalmaznak.

ii) Adjuk meg azokat a negyedfokd permutdciékat, amelyek k = 2, illetve k = 3 ciklust tartalmaznak.

Megoldas. i) Ezek szama [5] = 2, ill. [3] = 3. A permutdcidk pedig (123), (132), ill. (1)(23), (2)(13),
(3)12).

ii) Ezek bzama[ ] =11,1ill [3] = 6. A permutdcidk pedig (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1)(234), (1)(243),
(2)(134), (2)(143), (3)(124), (3)(142), (4)(123), (4)(132), il (1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(23), (2)(3)(14),
(2)(4)(13), (3)(4)(12).

Az [z], =x(x—1)--- (x —n+ 1) polinom egyiitthatéi az elséfaju Stirling-szdmok segitségével adhatdk meg
a kovetkezéképpen:

16.12. Tétel. Han > 1, akkor

-l

k=1
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Bizonyitas. Ellenérzés: n = l-re z = H] r & x =z igaz, n = 2-re [x]p = — [f] x+ [3} 2 s ar—1)=
—z + 22 igaz, n = 3-ra [z]3 = [?] x — [3] z? + [g] 23 & z(z—1)(z — 2) = 2z — 322 + 2° igaz.

A 16.9. Tételbeli rekurzio alapjan n szerinti indukciéval. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz n — 1-re és igazoljuk
n-re, ahol n > 2.

XS NEE RO W Wl RS g e B2
k=2

o il () Eere )
Kovetkezik, hogy
n n—1
St [t = - n 0 [ el = o Dlal = [
k=1 j=1

az indukciés feltétel szerint. O

Az itt fellépd (—1)"~* [ ] szémokat szokds elséfaju algebrai Stirling-szdmoknak nevezni, a [} | szdmokat

pedig els6faju abszolit Stirling-szamoknak. Mas szerzk az el6bbieket nevezik elséfaju Stirling-szamoknak.
16.13. Feladat. Ha n > 1, akkor

"= 1] =",

k=1

n

ahol [z]" =z(x+1)---(x+n—1).
Megoldas. Azonnal kovetkezik z helyett (—x)-et {rva a 16.12. Tételbeli képletbe.
16.14. Feladat. Jelolje H,, = 1 + % + % + ...+ % az Un. harmonikus szamokat, ahol n > 1. Igazoljuk,

1
hogy minden n > 1-re | H,, = [n;— ] /nll.

Megoldas. Ellenérzés: n = l-re H] = 1 = [g] igaz, n = 2-re Hy = 3/2 = [“;’] /2 igaz, n = 3-ra
H;=11/6 = [;] /6 igaz. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz n — 1-re és igazoljuk n-re, ahol n > 2. frhat@ hogy

1_ 5]

P n[)+ -0 _n[3+ 1] _ [

1
CENRE ! ST T

hasznalva az els6faju Stirling-szamokra vonatkozo6 rekurziot.

Megjegyzés. Igazolhatd, hogy ha n > 2, akkor H,, nem egész szdm, és lim (H, —Inn) =+, ahol v ~ 0,5772

n—oo

az un. Euler-allando.
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