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A Fibonacci-sorozat altalanos tagjara vontkozd képlet masképpen is levezethet6. A 14.9. Feladatbeli eljaras

alkalmas az ’$n+1 = axy + bxp_1, n > 1| masodrendii dllandé egyiitthatés linearis rekurzidkkal adott

sorozatok n-edik tagjanak a meghatarozasara is, ahol x¢g = ¢ és x1 = d adott értékek.

Haa=0b=1, ¢c=0, d=1 akkor visszakapjuk a Fibonacci-sorozatot. Ha a =b =1, ¢ = 2, d = 1, akkor a
kovetkez6 sorozatot kapjuk:

(Ln)n>0s Lny1 = Ly + Ly—1, ahol Ly = 2, L; = 1, ezt Lucas-sorozatnak nevezziik. Itt tehdt Ly = 2,
Li=1,Ly=3 Ly=4, Ly=7 Ls=11, Lg = 18,... .

14.9. Feladat. Tekintsiik az (z,)n>0 sorozatot, amelyre x, 41 = az, + bxp_1, n > 1, és 29 = ¢, 1 = d,
ahol a, b, c,d rogzitett valés szamok, a? 4+ 4b > 0. Jelolje ki és ky a k? — ak — b = 0 egyenlet gyokeit, ahol a
feltétel szerint ky # ko valésak.

i) Igazoljuk, hogy ©p+1 — k12, = (a — k1) (2 — k1%n—1), Tny1 — kaxn = (@ — ko) (xn, — k22y—1), ahol n > 1.

ii) Igazoljuk, hogy ©n4+1 — k12, = k5 (d — k1¢), Tny1 — kexy, = k7(d — kaoc), ahol n > 0.

iii) Mutassuk meg, hogy

_ kP(d — kac) — k3 (d — ki)

iv) Vezessiik le innen a Fibonacci-szamokra vonatkozé Binet-képletet.

v) Adjunk képletet a Lucas-sorozat dltaldnos tagjara, L,-re.

Megoldas. i) Kozvetlen szdmoldssal. ii) Az i) pont ismételt alkalmazasaval. iii) Vonjuk ki a ii) pontbeli
egyenlGségeket.

iv) L, =9" +9", n >0, ahol ¥ = 1+2‘6, 9 = 1*2‘/5.

14.10. Feladat. Igazoljuk, hogy

a) F,L, = F3, (n >0),

b) Ln = Ln+1 + anl (n Z 1)7

C) Ln+1 + Ln—l = 5Fn (?’7, > 1)

Megoldas. a) Az explicit képleteket hasznélva, lasd az eléz8 Feladatot, F,L, = = (9" — 9" (9" +7") =

) V5
Fe (0P —07") = Py
b), c¢) Teljes indukcidval.

n > 0.

15. Catalan-szamok

15.1. Feladat. Adottak az ag, a1, as, ..., a, valtozok (szdmok), ahol n > 0, és tekintsiik ezek ag-ay-ag- - - ay,
szorzatdt. Hanyféleképpen zardjelezheté ez a szorzat?

Jeloljik C),-nel ezt a szamot. Ha n = 2, akkor két lehetéség van: (ag - a1) - as és ag - (a1 - az), tehat Co = 2.
Ha n = 3, akkor a lehet8ségek: ((ag - a1) - ag) - as, (ao - (a1 - a2)) - as, ap - ((a1 - a2) - as), ag - (a1 - (az - az)),
(ag - a1) - (ag - ag), ezek szama C3 = 5. Tovdbba C; = 1 (két tényezd), Co = 1 (ekkor egy tényezd van).

1 2
Mi lesz C,, 7 A tovdbbiakban a generdtorfiiggvény maddszerrel igazoljuk, hogy C,, = +1< n> minden
n n
n > 0-ra. Ezeket a szamokat, amelyek szamos kombinatorikai probléméban fellépnek, Catalan-szamoknak
nevezziik. A Catalan-szdmok sorozata Cp =1, Cy =1, Cy =2, C3 =5, Cy = 14, C5 = 42, Cg = 132, C7 = 429,
Cg = 1430, ... . Jelslje C(z) = Co + Ciz + Cax? + ... a C,, szamok generdtorfiiggvényét.

15.2. Tétel. 1) Han > 1, akkor ’ C,=0CoCp_1+C1Cp_a+ ...+ Cr,_1Cy | .

1—-v1—4dx 2
2x 14 V1—4x
Bizonyitas. 1) Legyen n > 1 tetsz6leges és tekintsiik ag, a1, ag, ..., a, valamely zardjelezését. Figyeljiik meg,
hogy pontosan egy olyan szorzasjel van, amely minden zéréjelen kiviil esik. Ha ez a szorzasjel az ay és apy1
kozé esik, akkor az el6tte levo ag, aq, ..., ar valtozdk Ci-féleképpen zardjelezhetdk, az utana levé n — k valtozo
pedig C,,__1-féleképpen, igy a lehetOségek szama rogzitett k-ra CrC),_k_1, Osszesen pedig Zz;é CrCr—k—1.
2) Az 1) pontbeli képlet alapjan

2)|C(z) =

oo n—1

Clz) =) Cpa" =14 (D CrCrp1)a" =1+ Cpa® Y Cp 12" F =
n=0 n=1 k=0 k=0

n=k+1
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_1+xZCkm Z C,_ (kJrl)q; +1),
n=k+1

ahol 37, 1 Cn,(kﬂ)x"_(k“) = Cp + Ci1 + Cox? + ... = C(x), igy kapjuk, hogy

1+v1—4dx 2
2 C1lFV/1I-dz

Melyik a megfelel§ elsjel? Mivel C(0) = Cp = 1 kovetkezik, hogy C(z) = *=5—2 = — =1 a helyes
képlet. [
Az 1) pontbeli rekurziv képletbdl (amelynek jobb oldala egy konvolicids 6sszeg) meghatarozhatdk az egymaést

kovetd C), szamok.
o ! <2n) |
n+1

Bizonyitas. Hasznéljuk az dltaldnositott binomidlis képletet, ldsd 7. szakasz, ahonnan A\ = 1/2-re /1 — 4o =

C(z) =1+ 2C?*(x), ésinnen C(z)=

15.3. Tétel. Minden n > 0 szamra

= /1/2
( / )(4:5)’c és a 15.2. Tétel szerint
k=0

k
- 0)w) B ()= A

és a k — 1 = n helyettesitéssel

1/2
Adjuk meg most ( / ) értékét:
n+1

(i) = (3) () (53) () - () - -
= (=07 2+ (n + 1()2!7?)2! 4-(2n) (_1)7122”“((27:11)!71! - (_wm (2:)
Belyettesitve kévetkezik, hogy

ow=2 5 (7)

ahonnan kapjuk a C),-re vonatkozd képletet. [
Ismertetiink tovabbi néhany olyan kombinatorikai feladatot, amelyekben a Catalan-szamok lépnek fel.

15.4. Feladat. (Euler) Hanyféleképpen lehet egy n oldali konvex sokszoget hdromszogekre bontani olyan
atlékkal, amelyek a sokszog belsejében nem metszik egymast?

Megoldas. Jelsljiik a keresett szdmot E,-nel. Itt Es = 1 (megdllapodds szerint), B3 =1, By = 2, E5 = 5.
Tekintsiik az A1 A, ... A, sokszog egy haromszogekre bontdsat. Legyen az Aj A, oldali hiaromszog harmadik
csticsa Ay (6. dbra). Az A Ay és ArA, 4atlék az n-szoget az AjAs... Ay k-szogre, az A; ApA, hiaromszogre
és az ApAgt1..-An (n — k + 1)-szogre bontjdk. Mivel a k-szoget Ej-féleképpen, az (n — k + 1) szoget E,_gy1-
féleképpen bonthatjuk fel haromszogekre ezért az A; Ax A, haromszoget tartalmazé haromszogekre bontasok

n—1
szama EpE,_jy1, ahol 2 <k <n—1. Osszegezve: E, = Z EyEn_k+t1, ahol n > 3.
k=2

Ha n helyett (n+2)-6t irunk (a feladatban n oldali sokszog helyett n+ 2 oldald sokszoget tekintiink), akkor

n+1 n+1
kapjuk, hogy Ey o = Z EEpn_jys, innen az E!, = B, jeloléssel E!, = Z Ej 2Bl 41,
k=2 k=2
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n—1
E, = Z E’E;,_;_;, ami ugyanaz, mint a 15.2. Tételben szereplé rekurzié. Mivel a kezdeti értékekre By = 1 =
7=0

Cy, kovetkezik, hogy E!, = C,, minden n > 1-re.
1 2n — 4
Tehat B, = C,,_o = (n ),n23.

n—1\n—2

k-sz0g

6. abra

Kézvetleniil is beldthatjuk, hogy minden n-re bijektiv megfeleltetés van egy (n + 2)-oldali konvex sokszog
haromszogekre bontasai és az ag - aq - - - a,, szorzat zardjelezései kozott, ahonnan kovetkezik, hogy E,, 10 = C),.
Valéban, ha adott egy (n + 2)-oldalt konvex sokszognek egy haromszogekre bontdsa, akkor kovessiik az aldbbi
eljarast:

a) rjuk fel a sokszog oldalaira egymdsutén az ag, aq, ..., a, valtozokat,

b) keressiink egy olyan haromszoget, amelynek két oldala a sokszog szomszédos megjelslt oldalai (biztosan
van ilyen haromszog),

¢) toroljitk le az dbrardl ezt a két oldalt, és a két oldalon levé véltozdk szorzatat {rjuk fel a héromszog
harmadik oldaldra (az eredeti sokszog egy atldjara),

d) a kapott sokszogre ismételjitk meg a b), c), d) 1épéseket.

fgy a ag - ay---a, szorzat egy zardjelezését kapjuk, lasd az 7. abrat az n = 4 esetre. Beldthatd, hogy
kiilonb6z6 haromszogekre bontasokhoz kiilonb6z6 zardjelezések tartoznak, és minden zardjelezést megkapunk.

as a3 as

Ay as

ay

ao

(a0 (@’1'2;2 )}%

15.5. Feladat. Hanyféleképpen juthatunk el a koordindtarendszerben a (0,0) pontbdl a (2n,0) pontba gy,
hogy lépéseink az f = (1,1) és £ = (1,—1) vektorok lehetnek és ne menjiink a vizszintes tengely ald? (f =
atlésan fel egyet, £ = atldsan le egyet a rédcspontok kozott.)

Megoldas. Legyen vy, a lehet6ségek szama. Megallapithatd, hogy yo =1 = Cp, y1 =1 = C1, yo = 2 = (s,
ys = 5 = (3, lasd 8. abra, ezeket Dyck-utaknak nevezziik. Legyen n > 1 rogzitett és tekintsiink egy tetszéleges
utat. Legyen P(2i,0) az a pont, ahol ez az 0t el8szor jut vissza a vizszintes tengelyre. Igy az 1t két részre
bomlik, az elsd a (0,0) és P(2i,0) pontok kozotti, a masodik a P(24,0) és (2n,0) kozotti, ez utébbi a [2i, 2n]
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W o b b s

8. abra: Dyck-utak n = 3-ra

intervallumon, amelynek hossza 2(n — i). Az els6 rész els6 1épése f = fel, utolsé 1épése £ = le, igy ez y;—1-
féleképpen vélaszthaté meg, a méasodik rész pedig y,,—;-féleképpen, ldsd a 9. abrat n = 16 esetén, ahol P(2i,0) =
P(12,0). Tehét rogzitett i-re (1 < n) az utak szdma y;_1y,—;, Osszesen pedig

n—1

Yn = Z Yi-1Yn—i = YoYn—1 + Y1Yn—2 + ... + Yn—1%0,
i=1

, 1 2
ami ismét a korabbi rekurzié. Igy vy, = C), = < n) minden n-re.
n+1l\n

A

Y

T T T T

0 10 P 20 30 32
9. abra

15.6. Feladat. Hany olyan 2n-tagt x1,zo, ..., 2, sorozat van, ahol a tagok mindegyike +1 vagy —1, 1 +
To+ ... +xoy, =0, és az 1,1 + 2,21 + T2 + T3, ..., T1 + T2 + ... + o, parcidlis Osszegek mindegyike > 07

Megoldas. Ez ugyanaz a probléma, mint a 15.5. Feladatbeli. Az f = fel 1épést jelolje +1, az £ = le 1épést
jelolje —1, ahol az n — 1 db. +1-et és az n — 1 db. (—1)-et egymds mellé {rva dsszegiik 0 lesz. Az, hogy az 1t
nem megy a vizszintes tengely ald éppen azzal ekvivalens, hogy a parcialis 0sszegek mind > 0 értékiiek.

Vilasz: C,, = . <2n)

aasz: b =0 +1\n )

15.7. Feladat. Hanyféleképpen juthatunk el az n x n-es sakktablan a bal alsé sarokbdl a jobb fels6 sarokba
ugy, hogy egyszerre egyet 1éphetiink felfelé vagy jobbra és nem léphetiink a (bal alsé sarkot a jobb fels6 sarokkal
Osszekotd) mellékatlsd 6167

Megoldas. Legyen a,, és b,, az Osszes lehetséges utak szama, ill. a mellékatlo alatt maradé utak szama. Itt
a1 =1,a3=2,a3=6,a4 =20, ... ésby =1,bo=1,b3=2,by =5, ... .

Jelolje A és B a bal alsé sarkot, ill. a jobb fels§ sarkot. Az A-t B-vel 6sszekoté utak (t6rott vonalak) szdma
an = (2:__12), mert 2n — 2 lépésre van sziikség, ebbdl n — 1 1épés felfelé és n — 1 1épés jobbra. Azt kell megadni
pl., hogy mikor 1épiink jobbra. A 2n — 2 1épéshdl kell tehét kivélasztani (n — 1)-et, a sorrend nem szdmit.

Ezek koziil hany olyan A — B ut van, amely a mellékatlé alatt marad? Nevezziik ezeket ., j6” utaknak.
Tekintsiik a nem ilyen, a ,rossz” utakat. Minden rossz ut a mellékatld f6lé keriil, tehdt metszi a 10. abran
lathaté e egyenest. Jelolje P azt a pontot, ahol egy rossz 1t el@szor metszi az e egyenest. A rossz Ut igy az
A — P és P — B részekbdl 4ll. Az A — P torott vonalat tiikrozziik az e egyenesre, legyen a tiikorkép az A’ — P
torott vonal. Az A’ — P egyiitt a P — B-vel (ez utébbi véltozatlanul) egy A’ — B 1t.

Beldthatd, hogy igy bijektiv megfeleltetést létesitettiink az A — B rossz utak és az A’ — B (6sszes lehetséges)
utak kozott. Itt A’-bdl B-be tigy juthatunk, hogy a 2n — 2 16pésbdl megadjuk azt az n-et, amikor jobbra lépiink.
Ezek szama (2”72), hasonléan, mint a megoldas elején.

. o <2n2> (2712) 1<2n2> ) . c

A j6 utak szdma igy b, = — = — = Cp—1. Ez egy kozvetlen bizonyitas, itt

n—1 n n\n—1
nem hivatkoztunk a Catalan-szamok el6zetesen levezett tulajdonsigaira.

Innen kovetkezik a 15.6. Feladat megoldésa is. Valéban, n helyett n+1-et {rva tekintsiik az (n+1) x (n+1)-es

sakktdbldt. A jobbra 1épést jelolje 41, a felfele torténd 1épést —1. Itt az n db. +1 és az n db. (—1)-et egymds
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mellé irva Osszegiik 0 lesz. Az, hogy az ut a mellékdtlé alatt marad éppen azzal ekvivalens, hogy a parcidlis

1 2
osszegek mind > 0 értékiiek. Tehdt a 15.6. Feladatra a valasz: C),, = +1< n)
n

e

B

A’ o

A
10. abra

Megmutatjuk, hogy az eredeti 15.1. Feladatra is adhaté a generdtorfiiggvény modszert nem hasznald, elemi
megoldas ugy, hogy visszavezetjiik a most kozvetleniil megoldott 15.6. Feladatra. Bijektiv megfeleltetés van
az ag - ay - - - ay szorzat zardjelezett alakjai és a 15.6. Feladat feltételeinek eleget tevd 2n-tagi x1,xs, ..., Top
sorozatok kozott.

Valéban, tekintsiik az ag - a; - - - a,, szorzat egy tetszOleges zardjelezett alakjat.

1. 1épés: tegyiink ki még egy par zardjelet az elejére és a végére,

2. 1épés: a szorzasjelek helyett {rjunk +1-et,

3. lépés: a jobb oldali zardjelek helyett irjunk —1-et,

4. lépés: a bal oldali zardjeleket és az ag, aq, ..., a, valtozokat toroljik le.

Ekkor a kapott +1 és —1 szamokbdl all6 sorozat teljesiti a 15.6. Feladat feltételeit. Kiilonb6z6 zardjelezé-
sekhez kiilonb6z6 sorozatok tartoznak és minden sorozatot megkapunk. Pl. n = 3-ra

(ap - a1) - (ag - ag)-bdl kiindulva ((ag - a1) - (az - a3)) és +1 — 1+ 141 —1— 1 adddik,

ag - (a1 - (ag - ag))-bél kiindulva (ag - (a1 - (a2 - as3))) és +14+1+1—1—1—1 adddik.

15.8. Feladat. Igazoljuk, hogy teljesiil az (n + 2)Cy 1 = (4n + 2)C,, (n > 0) rekurzid.

15.9. Feladat. Egy kor alaku asztal koriil 2n személy all. Hanyféleképpen alkothatnak ezek n part ugy, hogy
az egy parban levok kezet foghassanak anélkiil, hogy egy masik par keze alatt vagy felett at kellene nytlniuk?
(Az asztal felett atnytlhatnak, és kiilonbozéknek tekintjiik az elforgatdasokbdl szarmazé elrendezéseket).
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