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A 12.5. Feladat megoldasa. Hany részre osztja a sikot n altaldnos helyzeti kor?

Jelolje K, a keresett szamot, ahol K1 =2, Ks =4, K3 = 8.

Tekintsiink n kort és még egy (n+1)-edik kort. Az (n+1)-edik kér az az els6é n kér mindegyikét két pontban
metszi, igy ezek a metszéspontok az (n + 1)-edik kort 2n részre (korivre) osztjak. Minden ilyen kériv minden
stktartomanyt kettévag, ezért

’K,H_l:Kn—i—Zn, n22.‘

Felirva ezt n = 2,3, ..,n—1-re és 6sszeadva kapjuk, hogy K, = 24+2(14+2+...4n—1) = 24n(n—1) = n®*—n+2.
fgy Ky =14, K5 = 22, K¢ = 32, stb., és kovetkezik, hogy K,, < 2™, han > 4.

Megjegyzés. Innen kovetkezik, hogy négy halmaz esetén Venn-diagramot nem lehet korlapokkal megrajzolni.
Ugyanis négy halmaz esetén a sikot, illetve egy téglalapot, 16 részre kell osztani, mert egy elem az adott négy
halmaz mindegyikéhez vagy hozzatartozik vagy sem, ez Vi = 16 lehet6ség. Korok helyett mas zart gorbékkel
(pl. ellipszisekkel) vagy téglalapokkal megadhaté a Venn-diagram, ldsd a 4. és 5. dbrat.
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4. abra 5. abra

13. Egész szamok particioi

Ebben a szakaszban azt vizsgdljuk, hogy egy n > 1 egész szam hanyféleképpen irhato fel pozitiv egészek
osszegeként, ill. k db pozitiv egész Osszegeként, ahol k rogzitett, gy, hogy nem vagyunk tekintettel a tagok
sorrendjére.

Példaul: 1=1, 2=2=141, 3=3=24+1=1+4+1+1,

4=4=34+1=24+2=2414+1=1+1+1+41,

9=0=4+1=34+2=3+14+1=2+24+1=2+1+14+1=1+1+14+1+1.

e s0 2

ahol A\; > Ao > ... > A\ > 1 egészek, jelolés: A = (A1, Mg, ..., Ag). Azt mondjuk, hogy ez egy k részre (tagra) vald
particié. Legyen p(n) az n szdm Osszes particidinak szdma és pg(n) az n olyan particidinak szdma, amelyekben
a tagok szama k.

A fentiek szerint p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7. Tovabba pl. p1(5) = 1, p2(5) = 2,
p3(5) =2, pa(5) =1, p5(5) = 1. Célszerti a (*) p(0) = pr(0) = 1 megallapodas.

Azonnali, hogy minden n-re p;(n) = 1 (ahol n = n), p,(n) = 1 (ahol n = 1+ 1+ ... + 1) és p(n) =
p1(n) +pa(n) + ... + pu(n).

A 11.5. Feladat megoldasdaban lattuk, hogy ha tekintettel vagyunk a sorrendre is, akkor az n = x1 + z9 +
v F g, 21, 2 > 1 eldallitasok szama (Z:i) Kovetkezik, hogy pi(n) > %(::%) Nem létezik explicit képlet
pr(n)-re és p(n)-re.

A pi(n) figgvényre vonatkozik a kovetkez6 rekurzié:

13.2. Tétel. Han >k > 2, akkor’pk(n) =pr_1(n—1)+pr(n — k) ‘

Bizonyitas. Legyen \ egy k részre val6 particié. Vizsgéljuk py(n)-et aszerint, hogy az utolsé i rész 1 vagy
1-nél nagyobb.

Ha A\ = 1, akkor n-nek ugyanannyi particidja van k részre, mint amennyi particiéja van n — 1-nek k — 1
részre. Ha A\ > 1, akkor minden rész nagyobb, mint 1, igy minden részb6l 1-et kivonva az n — k egy k részre
valé particiéjat kapjuk. O
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Ha k = n, akkor p,(n) = pn—1(n — 1) 4+ p,(0) adédik, azaz 1 =1 + p,(0), ami igaz (*) alapjén.
A 4. Tébldzat a p(n) és pi(n) értékeket tartalmazza, ahol k <n < 8.

n |p(n) |pi(n) pa(n) ps(n) pa(n) ps(n) pe(n) pr(n) ps(n)
T 1 1

2| 2 1 1

31 3 1 1 1

4| 5 1 2 1 1

51 7 1 2 2 1 1

6 | 11 1 3 3 2 1 1

7115 1 3 4 3 2 1 1

8 | 22 1 4 5 5 3 2 1 1

4. Tablazat. p(n) és pr(n) értékei
A particidk egy lehetséges reprezentaldsa az un. Ferrers-diagramokkal torténik. Pl. a 10=5+3+1+1
particiot ugy adjuk meg, hogy 5 pont keriil az elsé sorba, 3 pont a masodik sorba, 1 pont a harmadikba és 1
pont a negyedikbe, lasd a 6. abrat:

6. 4bra

Ennek a particiénak a konjugéltja a 10 = 4+ 2 4+ 2 + 1 + 1, amelynek Ferrers-diagramjat tgy kapjuk,
hogy az elébbi diagramot titkrozziik a f6atléra (az y = —x egyenesre), 1ldsd a 7. dbrat. Az (5,3,1,1) particié
konjugéltja tehat a (4,2,2,1,1).

7. abra
A diagramok segitségével belathaté:
13.3. Tétel. Az n szam olyan particiéinak szama, amelyekben k a legnagyobb rész, egyenlé az n szam k
részre valo particiéinak szamaval. [

14. Fibonacci-szamok

A Fibonacci-szamokat igy definidljuk: Fy =0, Fy =1, ’Fn =F,_1+F,_2 ‘, ahol n > 2. A rekurzids képlet
alapjan F»-t6l kezdve minden tag egyenl6 az el6z6 két tag osszegével és kapjuk, hogy Fy =0, F1 =1, Fy, =1,
Fy=2 F, =3 Fs=5, Fy=8, [, =13, Fy =21, Fy = 34, Fig = 55, ... .

Ez a szdmsorozat a kovetkezd problémdbdl szarmazik, amely szerepel Fibonacci (Leonardo Pisano) ,Liber
Abaci” cimli 1202-ben irt munkajaban:

,2Héany par nytlra szaporodik egy év alatt a kezdeti par, ha tudjuk, hogy a nyulak két hénap alatt valnak
szaporodOképessé, és ezutan minden nyul-par minden hénapban egy 1j parnak ad életet és mindegyikiik életben
marad?”

A feladat megolddsaban a nytul-parok szaménak idébeli alakuldséat kell kovetni. Az els6 honapban 1 nyil-péar
van, és ugyanannyi lesz a masodikban is, a parok szama a harmadik honapban valtozik 1-r6l 2-re. A kovetkezd
hénapban a sziil6k Gjabb parnak adnak életet, igy a parok szdma 3-ra né. Az 6t6dik hénapban mar az 4j péar
is szaporododképes, igy az Uj parok szdma kettével né, és az Osszes parok szama 5 lesz. A kovetkezé hénapban
mar mindkét ifjabb generacié hoz létre utédokat, és a parok szama harommal névekedve 8-ra véltozik, stb.
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Jelolje a,, a nyulparok szamat az n-edik hénapban. Itt a, = a,_1 + an_2, n > 2, mert az n-edik hénapban
annyi nyulpar van, mint az eléz6, az (n — 1)-edik hénapban (a,_; ,régi” nyilpér), amihez hozzd kell adni az
(n — 2)-edik hénapban 1étez6 nytilparok szamat, mert ezek egy-egy 4j parral szaporodtak (a,—s ,4j” nyulpar).

Tehat, a kezdeti értékeket is figyelembe véve, a nytl-parok szama az n-edik hénapban éppen F,.

14.1. Feladat. Hényféleképpen mehetiink fel egy n 1épcséfokbdl dllé 1épeson, ha egyszerre csak egy vagy
két 1épcsoéfokot 1éphetiink?

Megoldas. Legyen x,, a lehet6ségek szama. Itt 1 = 1, x93 = 2, 3 = 3, x4 = 5, mert pl. n = 3-ra ezek a
lehetOségek: 1+ 1+ 1, 1+ 2 vagy 2+ 1 1épcséfok. Sejtés: x,, = Fj, 11 minden n > 1-re.

Valéban, ha n > 3, akkor az utolsé 1épés szerint két lehetdség van:

1. ha az utolsé 1épés 1 1épesifok, akkor az (n — 1)-edik fokra x,,1-féleképpen 1éphetiink és 1 foknyi 1épéssel
felériink az n-edik fokra,

2. ha az utolsé 1épés 2 1épcséfok, akkor az (n — 2)-edik fokra x,,_o-féleképpen léphetiink és 2 foknyi 1épéssel
felériink az n-edik fokra,

tehat x,, = x,,_1 + x,_2 és innen indukciéval azonnali, hogy x, = F,,+1 minden n > 1-re.

14.2. Feladat. Egy n emeletes haz emeleteit hanyféleképpen festhetjiik le zold és sarga szinekkel ugy, hogy
ne legyen két szomszédos sarga emelet?

14.3. Feladat. Hény olyan részhalmaza van az {1,2,...,n} halmaznak, amelyek elemei kozott nincs két
egymasutani szam?

Megoldés. Jeldlje z,, ezt a szdmot. Itt 1 = 2 (mert jé az 0 és az {1}), xo = 3 (jé: 0, {1}, {2}, nem jo:
{1,2}), z3 =5 (j6: 0, {1}, {2}, {3}, {1,3}, nem j6: {1,2}, {2,3},{1,2,3}).

Legyen n > 3 tetszbleges és tekintsiik az {1,2,...,n} halmaz olyan H részhalmazait, amelyek elemei kozott
nincs két egymasutani szam. Csoportositsuk ezeket igy:

I. Han € H, akkor n — 1 ¢ H és annyi H részhalmaz van, amennyi az x,,_o érték.

IT. Ha n ¢ H, akkor annyi H részhalmaz van, amennyi az x,_1 érték.

Ezért x,, = x,,—2 + xp—1, és kapjuk, hogy x, = Fj, 42, ahol n > 1.

A tovabbiakban képletet adunk F),-re. Legyen

(o)
F(z) = Zan;” =z + 22 4+ 22° + 32* + 525 4+ 82% + 1327 + ...

n=0
az a hatvanysor, amelynek egyiitthatdi a Fibonacci-szamok. Ezt a hatvanysort a Fibonacci szamsorozat gene-
ratorfiiggvényének nevezziik. Szorozva z-szel, majd x2-tel kapjuk, hogy:
F(x) = Fy + Fix + Fox® + F3a® + Fyo* + Fya® + ...
zF(x) = Fox + Fia? + Fox® + Faa* + Fya® + ...
JJQF(JJ) = F0Z‘2+F1.’133+F2334—|—F3$5+....
Adjuk 6ssze az utols6 két sort: v F(x)+2%F (1) = Fox+(Fo+Fy)2?+(F1+ Fy) 23+ (Fo+ Fy) 2 + (F3+ Fy ) 2® +

o = Foz + Fox? + F32® + Fyat + Fsa® + ..., amibdl kivonva az els§ sort: xF(z) + 2?F(z) — F(z) = Fiox = x,
tehat

x

Flz)=————.

(z) 1—a—2a?
Bontsuk F(x)-et elemi tortek osszegére. Itt az 1 —x — 22 = 0 egyenlet gydkei z1o = *1:5‘@. Jelolje:
VS %,52 %\/5, ahol 9 +9 =1,9 -9 = —1. Akkor 1 —z — 22 = —(z — z1)(z — 22) = —(z + 9)(z + ).

A B
+ —. Az A és B értékeket meghatdrozva kapjuk, ho
c+0 210 g PJ gy

9 9 1 1 1
o) =~ Fexe) T e ¢5<1—W 1_1993)’

Legyen F(z) =

ami kozvetleniil is ellenorizheto.

22



Dr. Téth Laszlé, KOMBINATORIKA (PTE TTK, 2007)

, ahol || < 1 (geometriai sor). Innen =

Most hasznéljuk, hogy 1 +z +2®> + ...+ 2" 4+ ... = ——
1— 1—ax

1 +azx +a*x? + ...+ a™2" + ..., amit alkalmazva F(z) el6bbi felirdsdra kapjuk, hogy

1
NG

2

F(z) = L+d9z+ 0% +.)—(1 +Em+ﬁ2x2+...)) = ((19—5)x+(192—3 )x2+...>,

1
7
1 oo
_Ez:%(ﬁ

Azonositva az F(z) hatvinysoraban az egyiitthatokat kovetkezik, hogy F, (o™ @n), ahol n > 0.

. 7
Osszefoglalva az eddigieket:
14.4. Tétel. i) A Fibonacci-szdmok generdtorfiiggvénye | F(x) = 11:72
—r—x
1 -=n
ii) (Binet-képlet) Az F, Fibonacci-szamokra | F,, = ﬁ(ﬂ" -9 ), n>0]|, ahol 9 = 1+‘[ ~ 1,618033,

¥ =155 ~ —0,618033.

Megjegyezzuk, hogy ) és ¥ az x2 —x—1 = 0 egyenlet gyokei. Ezek a szamok kapcsolatosak az aranymetszés-
sel. Aranymetszést akkor végziink, ha egy szakaszt gy osztunk két részre, hogy a nagyobbik ardnya az egész
szakaszhoz egyenld legyen a kisebbik résznek a nagyobbik részhez valé aranyaval. Ha x és y jeloli ezeket a

A JTURE € Yy 2 2 _ . . © 1m12

részeket, ahol x > y, akkor a feltétel: ey a. Innen z* —zy —y* = 0 és az z/y = u jeloléssel
Ty z

w —u—1 =0, ur =9 >0, uz =9 <0, tehdt u = x/y = 9. Az a ,tokéletes ardny” értéke pedig

y/x =1/9 =—19 ~0,618033 (ez szdmos képzOmiivészeti alkotéts elemei kozott megfigyelhetd).

Mivel |J] < 1, kovetkezik, hogy hm 9" =0, igy lm ﬁn/\f =1, azaz F,, ~ 9"/V/5, olvasd: F,, aszimpto-

tikusan egyenld 9™ /+/5-tel.

Tehat nagy n értékekre F), kozelitéleg 97 /v/5. S6t, ez mar kis n-ekre is nagyon j6 kozelitést ad. Pl. n = 10-
re Fio = 55, 919/v/5 = 55,003636, n = 20-ra Fyy = 6765, 92°/v/5 ~ 6765,000029, n = 25-re Fos = 75025,
¥92° /\/5 = 75024, 999997.

Mi tbb, [0 /v/5| < 1/2, ahol n > 0, igy a Binet-képletbél |F,, — 9™ /+/5| < 1/2, tehat F, tévolsaga 9" //5-

9" 1
t61 1/2-nél kisebb minden n > 0-ra. Kovetkezik, hogy | F}, = {\/5 + 2] , n >0} ahol [x] az x szdm egészrészét
jeloli, ami egy djabb zart alak Fj,-re. Az is igaz, hogy ha n péros, akkor F;, < 19"/\/5, ha pedig n paratlan,
akkor F,, > 19”/\/5
14.5. Feladat. Igazoljuk, hogy
a) i+ R+ ..+ F,=F,0—1(n>1),
b) FE+Fi+..+F2=F Fn+1 (n>1),
¢) Fuy1Fy1 — F2 = (=1)" (n > 1, Cassini-képlet),
. Fn+1
d) lim —— =14.
) lim =

n—oo n
Megoldas. a) n-szerinti indukcidval, vagy igy:

Iy =F + Iy
Fs=F, + F;
Fy=1I3+ 15

Fn+2:Fn+1+Fn

Osszeadva ezeket az egyenlSségeket kapjuk, hogy Fpyo = 14 Fy + Fy + ... + F),, kész.

23



Dr. Téth Laszlé, KOMBINATORIKA (PTE TTK, 2007)

b) Han = 1, akkor 1 = F? = F} F, = 1-1 igaz. Teljes indukciéval, tegyiik fel, hogy a tulajdonsdg igaz n-re.
Akkor (n + 1)-re frhatd, hogy F£ + F§ 4+ ...+ F2 + F2 | = FyFop1 + F2 ) = Fu1 (B + Fo) = Fry1 Fogo,
kész.

c) Han = 1, akkor FyFy — F2 = —1 igaz. Teljes indukciéval, tegyiik fel, hogy a tulajdonsag igaz n-re. Akkor
(n+1)-re frhatd, hogy P‘n+2Fn—F3+1 = (Fhi1 —I-Fn)Fn—F,%Jrl = FnHFn—&-Ff—FﬁH =F2—F, 1 (Fh1—F,) =
F?2 —Fy1Fp = —(—1)" = (=1)"! kész.

d) lim Frir _ g gy Tt g, 9 /5

n—oo F, n—0o0 19n+1/\/5 n—oo  Fp

14.6. Feladat. Igazoljuk, hogy

a) F1 + Fg + ...+ F2n71 = F2n (n 2 ].)7

b) Fo+Fy+ ...+ Foy=Foppr — 1 (n > 1),

C) Fl - F2 + Fg — ...+ (—1)n+1Fn = (—1)n+1Fn_1 +1 (7’7, Z 1),

d) Foym=Fo1Fn+ FoFna (n7m > 1)7

14.7. Feladat. Igazoljuk, hogy Z (Z) Fy, = F5y,, ahol n > 0.
k=0

Megoldas. Hasznélva a Binet—kél_oletet és a binomidlis-tételt:

k_

|

ALEE OISR SISt

1 — 1
=—((1+9)"-04+NH")=—
O - =
A 14.4. Tételbeli Binet-képlet teljes indukciéval kozvetleniil is igazolhatd, de ehhez sziikséges, hogy azt elére
megsejtsiik (ami nehéz). A Fibonacci-sorozat generdtorfiiggvényét haszndlé fenti médszer elénye az, hogy az
F,-re vonatkozé képlet dgy vezethetd le, hogy azt (vagy annak alakjat) elére nem sejtjiik. A levezetésben elég,
ha formaélis hatvanysorokkal dolgozunk, a konvergencia vizsgalata nélkiil.

2n

(9" =97 = Fy,.

Altaldnosan az (a,)n>0 valés szdmsorozat generatorfiiggvénye az A(z) = ag+a1x+a2x*+...+apz" + ...
formadlis hatvénysor, az ag, ay, ..., a, véges valés szamsorozat generdtorfiiggvénye az f(z) = ag + a1z +
asz? + ... + a,x™ polinom.

Pl. a binomiélis egyiitthaték (3), (1), ..., () sorozatéhoz tartozé generatorfiiggvény a kévetkezdé polinom:

<’g> + (T)H ot (Z):c" =(1+a)"

A formadlis hatvanysorokra, illetve a polinomokra vonatkoz6 szokdsos miiveleti szabdlyok (pl. az dsszeaddsra,
szorzasra, hatvdnyozasra vonatkozé szabdlyok) alkalmazdsdval lehet&ség van a vizsgélt sorozatok tulajdonsé-
gainak viszgalatara (altalanos tag, rekurzids képletek). Tovabbd a matematikai analizis eszkozei is alkalmaz-
haték (differencidlds, integralds). A mfiveletek tobbsége attdl fiiggetleniil elvégezhetd, hogy a fellépd sorok
konvergensek-e vagy sem.

A generatorfiiggvények vizsgalata egy fontos és hatékony mdédszer nemcsak a kombinatorikdban, hanem a
matematika més teriiletein is.

Megjegyezziik, hogy végtelen sok tagu sorozatok esetén a generatorfiiggvény elnevezés kissé félrevezetd, mert
A(z) = ap+arr+asx®+...4+a,z"+...-et fiiggvényként tekintve az A(z) fiiggvényérték konvergencia problémékat
vet fel, amelyekkel nem sziikséges foglalkoznunk, ha formalis hatvanysorokkal dolgozunk.

14.8. Feladat. A binomidlis egyiitthaték (1 + x)™ generdtorfiiggvényébél kiindulva igazoljuk, hogy

a) (MM + (MG )+ )G )+ + () = (™), ahol r > 0, 7 < m, r < n, ldsd 10.4. Tétel,

T r—1 T
b) Y i k(}) =n-2""1 ahol n > 1, ldsd 7.6. Feladat.
Megoldés. a) (14 2)™*" = (14 2)™(1 4+ 2)", itt a bal oldalon 2" egyiitthatéja (™). Vizsgdljuk meg
mennyi x” egylitthatdja a jobb oldalon.

b) Yo (M)ak = (1+ )", derivalva: Y k(7)a* ' =n(l+z)" ! ésx=1re >, k(}) =n-2""1.
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