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11.3. Feladat. Legyenek n,k > 1. Hany olyan megoldasa van az x1 + 22 + ... + x5 = n egyenletnek, ahol
Z1,%2,..., T > 0 egész szamok és tekintettel vagyunk a sorrendre is?

Megoldas. Pl n = 5, k = 3 esetén az x1 + 22 + 3 = 5 egyenlet ilyen megolddsai (x1,x2,z3) =
(0,0,5),(0,5,0),(5,0,0),(0,1,4),(0,4,1),(1,0,4),(1,4,0),(4,0,1), (4,1,0),(0,2,3), (0,3,2), (2,0,3), (2,3,0),
(3,0,2),(3,2,0),(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1),(1,2,2),(2,1,2), (2,2,1), a megolddsok szdma 21.

Léthat6, hogy ez ugyanaz a probléma, mint az 11.2. Feladatbeli. Ha (x1, o, ..., x)) jeloli a megolddsokat,
akkor éppen z1, o, ..., xx > 0 lesznek az egyes dobozokba kertil¢ targyak darabszamai.

A vélasz tehdt: az (z1,z9, ..., ) megolddsok szdma ("+S_1).

11.4. Feladat. Hanyféleképpen lehet n egyforma targyat k szdmozott dobozba helyezni gy, hogy minden
dobozba keriiljon legaldbb egy tdrgy (n >k > 1)?

Megoldas. Az n = 5, k = 3 esetnél maradva tekintsiink 5 egyforma pontot (labddt): eeeee . A
megoldasokat adjuk meg most is | elvalasztdjelekkel (14sd 11.2. Feladat), pl. ha az 1. dobozba 1 targy keriil, a
2. dobozba is 1 targy, a 3. dobozba 3 térgy keriil, azaz (1,1, 3), akkor ennek megfelel: o | o | @ @ ®, (2,2, 1)-nek
pedig megfelel oo | o0 | o. Ttt két elvdlasztSjel nem keriilhet egymds mellé, és | jel nem &llhat a legelején és a
legvégén.

Annyi megoldés van, ahanyféleképpen a pontok kozotti 4 helyre a 2 elvalasztdjel beilleszthetd, tehat a 4 hely
koziil kell kettét kivélasztani a sorrendre vald tekintet nélkiil, ez a szam C7 = (;1) =6.

Altaldnosan az n pont kozotti n — 1 helyre kell a k — 1 elvélasztojelet beilleszteni, tehat az n — 1 hely koziil
kell k — 1-et kivélasztani a sorrendre valé tekintet nélkiil, ez a szém C"{ = (Y 7}).

Masképp: Visszavezetjitk az 11.2. Feladatra. Tegyiink el6szér minden dobozba egy-egy targyat. Akkor a
megmaradt n — k targyat kell még a k dobozba tenni gy, hogy nem kell feltétlen minden dobozba tovabbi
targyakat tenni. A 11.2. Feladat eredményét alkalmazva (n helyett n — k-ra) kapjuk, hogy a lehetdségek szdma
(”7’,?_”1“71) = (”:1) feltéve, hogy n > k.

Megjegyzés. Ha minden dobozba legalabb r targynak kell keriilnie, akkor a lehet6ségek szama (” k ;: D= 1)
Valéban, elobb minden dobozba tegyiink r targyat, majd osszuk szét a megmaradt n — kr targyat. A 11.2.
Feladat szerint a lehetdségek széma ("~ kert-k— 1) = (" k(r—1)— 1). Ha r = 1, akkor a 11.4. Feladat feltételei

k—1 k-1
teljesiilnek.

11.5. Feladat. Legyenek n,k > 1. Hany olyan megoldasa van az x1 + 22 + ... + x5 = n egyenletnek, ahol
Z1,%2, ..., > 1 egész szamok és tekintettel vagyunk a sorrendre is?

Megoldas. Pl. n = 5, k = 3 esetén az x1 + 29 + 3 = 5 egyenlet ilyen megolddsai (x1,x2,x3) =
(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1), a megoldasok szdma 6.

Léthatd, hogy ez ugyanaz a probléma, mint az 11.4. Feladatbeli. Ha (21,2, ..., 2x) jeloli a megolddsokat,
akkor éppen x1,To, ..., > 1 lesznek az egyes dobozokba keriil§ targyak darabszamai.

Igy a vélasz: az (21, s, ..., 7)) megolddsok szdma (7)), ahol n > k. Ha n < k, akkor nincs megoldas (a
megolddsok szama nulla).

Misképp: Az egyenlet igy frhaté: (zq1 — 1) + (22 — 1)+ ... + (zx — 1) = n — k, ahol z; — 1 > 0 minden i-re.

Az 11.3. Feladat szerint (n helyett n — k-t frva) a megolddsok szama (}_7).
Megjegyzés. Jelolje 11.5. Feladatbeli egyenlet megolddsainak szamat cx(n), ahol cx(n) = (1), itt &k

rogzitett. Az egyenlet dsszes 1, xa, ..., g > 1 egész szdmi megolddsainak a szama, tekintettel a sorrendre, ahol

k valtozd:
=Y am=3 (3 71) =

k=1

11.6. Feladat. Hanyféleképpen lehet n kiilonboz6 targyat k szamozott dobozba helyezni a sorrend figye-
lembevételével (n,k > 1)?

Megoldas. A 11.2. Feladathoz képest az a valtozas, hogy most nem n egyforma targyat, hanem n kiillonb6z6
targyat kell a k dobozba tenni.

A targyakat jelolje e, e ...e,. ezek most kiilonbozék. Az elhelyezési lehetOségeket k — 1 elvdlasztdjellel
tudjuk megadni, pl. n = 5, k = 3 esetén ese3 | o1 | o4, vagy eje, || e1e5. Ezt az n + k — 1 jelet tetszdlegesen
permutdlhatjuk. A megoldédsok szdma {gy Péii ot k1) = % kE(k+1)(k+2)---(k+n—1).

Ha n =5, k = 3, akkor a lehetoségek szama 3-4-5-6-7 = 2520.
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Masképp: Az elhelyezést két 1épésben végezziik. 1. 1épés: Sorbatessziik a targyakat, erre P, = n! lehet6ség
van. 2. lépés: A targyakat egyformédknak tekintve a dobozokba tessziik, a lehet8ségek szdma a 11.2. Feladat
szerint (”Zf;l) A szorzési szabély szerint a elhelyezések szdma n'("ZfIl) = %

Megjegyzés. Az eredmény igy is megadhatd: (k] =k(k+1)(k+2)---(k+n—1).

11.7. Feladat. Adott n A-tipust kiilénboz6 targy és k B-tipusd kiilonbozd targy (n,k > 1). Hényféle
sorrendje lehetséges ezeknek gy, hogy két B-tipusi targy nem keriilhet egymaéas mellé?

Megoldas. Eloszor helyezziik el egymés mellé az n db A-tipusu targyat. Az elhelyezések szama P, = n!.
Ezutén a k db B-tipusu tdrgy szdmdra n + 1 hely van, ugyanis az A-tipusiak kozé lehet tenni Sket (a legelejére
és a legvégére is lehet tenni). Az n + 1 helybdl kell k szédmi helyet kivdlasztani igy, hogy a sorrend is szdmit.
A lehet6ségek szama V,{Zrl, feltéve, hogy k < n+ 1. A vélasz: PnV,fH = %, hak<n+1 Hak>n+1,
akkor a ez a szam 0.

11.8. Feladat. Adott n A-tipusi egyforma térgy és k B-tipusi egyforma térgy (n,k > 1). Hényféle
sorrendje lehetséges ezeknek gy, hogy két B-tipusi targy nem keriilhet egymaéas mellé?

Megoldas. Pl. hényféleképpen lehet sorba rendezni n db nulldt (A-tipus) és k db egyest (B-tipus) gy,
hogy két egyes ne keriiljon egymas mellé?

1. méd. Hasonléan, mint a 11.7. Feladat megoldésa, de most a sorrend nem szamit, mivel egyforma
elemekrdl (targyakrdl) van szé. Elészor helyezziik el az n nulldt. Ekkor a k db egyes szamdra n + 1 hely van,
a nulldk kozé lehet tenni 8ket (a legelejére és a legvégére is lehet tenni). Pl. n =5, k = 3 esetén: 10010100,
01001001, 00010101, stb. Az n + 1 helybdl kell k szdmu helyet kivalasztani gy, hogy a sorrend nem szamit. A
lehetdségek szama C¥, = ("}), feltéve, hogy k <n+1. Han =5, k = 3, akkor ez (J) =20. Ha k > n + 1,
akkor a lehetdségek szama 0.

2. méd. Eloszor a k egyes kozé befrunk k — 1 nullat, igy egy ilyen sorozatot kapunk: 101010...10, majd a
tobbi n — k4 1 nullat tetszdlegesen beillesztjiik gy, hogy a legelejére és a legvégére is tehetiink. Tehdt n—k+1

nulldt & + 1 helyre tesziink ismétléssel: éZ;fH = C,?;lkjiikﬂfl = C:;_T_f“ = (nﬁ;gil) = (”Zl) Pl n =5,
k = 3-ra el6bb a k = 3 egyes kozé a k — 1 = 2 nullat befrva 10101, majd még n — k + 1 = 3 nullat beillesztve:

10010010, 01001010, 01001001, stb.

11.9. Feladat. a) A konyvespolcon 15 kiilonb6z6 konyv van. Hényféleképpen lehet koziiliik kivalasztani 7
konyvet gy, hogy ezek kozott ne legyenek egymas mellett allok?

b) Hényféleképpen lehet n koényv koziil k konyvet kivdlasztani gy, hogy ezek kozott ne legyenek egymés
mellett allok?

Megoldas. a) Alkalmazzuk a 11.8. Feladat eredményét. A kivédlasztott konyvhoz 1-est rendeliink, a
tobbihez 0-t, ahol két 1-es nem lehet egymas mellett. Tehat k = 7 db 1-est és n = 8 db 0-t kell elhelyezniink az

adott mdédon. A keresett érték: (nzl) = (?) = (g) = 36.
b) A keresett érték ("_Z'H). Ez akkor nem nulla, ha £k < n — k + 1, azaz 2k — 1 < n, tehat ekkor lehet n

konyv koziil k konyvet az adott médon kivalasztani.

12. Kombinatorika a geometriaban

12.1. Feladat. Hény 4tléja van egy n oldald konvex sokszognek (n > 4)?

Megoldas. Minden csticsbdl n — 3 4tl6 indul ki, mert egy csics a szomszédos csucsokkal és 6nmagaval nem
hatdroz meg atlét. Mivel n csics van, n(n — 3) megadja az atlék szdmdnak kétszeresét, mert minden 4tlt
mindkét végpontjanal szamoltunk. Az &tlék szama w
Mésképp: az 4tlok és az oldalak széma egyiittesen 2 = 2(1)
n(n2—1) = n(n2—3) )

12.2. Feladat. Hany pontban metszik egymast egy n oldald konvex sokszog atldi, ha tudjuk, hogy barmely
harom atlénak nincs k6zos pontja?

Megoldas. Béarmely két 4t16 metszi egymést. Minden metszéspontnak megfelel az a négy csics, amelyek a
megfelel6 atlok végpontjai, és a sokszog barmely négy csicsa meghatdroz két atlot és ezek egy metszéspontjat.
A vélasz: Cp = % (n > 4).

Azt mondjuk, hogy n egyenes &ltaldanos helyzetii a sikban, ha barmely ketté metszi egymast, de barmely
haromnak nincs kozos pontja. Hasonléan, n sik altaldnos helyzeti a térben, ha barmely haromnak van kézos
pontja, barmely négynek viszont nincs.

, mert az n csucs koziil kell a két végpontot

kivalasztani. fgy az atlok szdma
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12.3. Feladat. Hany részre osztja a sikot n altalanos helyzetii egyenes?

Megoldas. Jeldlje E,, ezt a szamot. Itt F; = 2, Es = 4, E3 = 7. Rajzoljunk meg n egyenest, amelyek a
sikot E,, részre osztjik. Az (n + 1)-edik egyenest meghizva, ez az el6bbi n egyenes mindegyikét metszi és az n
metszéspont az (n + 1)-edik egyenest (n + 1)-részre osztja. Minden rész egy sikbeli tartomanyt kettévdg, tehat
igy a sfkrészek szdma (n + 1)-gyel novekszik. Kapjuk a kiovetkezd rekurzidt:

(Bus1 =B+ (n+1), n>1]

Példaul, ha n = 3, akkor adottak az e;, es, es egyenesek és rajzoljunk meg ijabb e4 egyenest, amely harom
(kiilonb6z8) pontban metszi az el6z8 egyeneseket, ldsd a 2. dbrét. Ezek a metszéspontok es-et négy részre
osztjak. Mindegyik rész egy sikbeli tartoményt kettévag, tehdat a sikrészek szama 4-gyel névekszik: Fy = F3+4,
Ey=7+4=11.

el

€2

€3

€4
2. abra
Osszeadve az E2 = E1+27 E3 = E2+37 E4 = ES +47 ceey En—l = En—2+(n*1)? En = En—l +n egyenleteket
1 2 2
kapjuk, hogy E, = Ey + (243 + ...+ (n — 1) +n), ahonnan E, = 1+ ”("; ) _nitn+2

1
Megjegyzés. E(n) igy is frhaté: E(n) =1+ (n—2|— >7 vagy E(n) = (Z) + (Z’) + (g)

12.4. Feladat. Hany részre osztja a teret n altalanos helyzeti sik?

Megoldas. Jelolje S, a keresett szamot. Itt S; = 2, S; = 4. Tekintsiink n sikot, amelyek a teret S,
részre osztjdk. Egy (n + 1)-edik sikot az elébbi sikok E,, részre osztanak a metszésvonalaikkal, ahol E,, a 12.3.
Feladatbeli szam. Az (n + 1)-edik sik F,, szdmu része minden eddigi térrészt kettéoszt, igy a térrészek szamat
FE,-nel noveli. Kovetkezik, hogy

]Sn+1=s,,+En, nZl.‘

Felirvaezt n = 1,2, 3, ..., n—1-re és 6sszeadva a kapott egyenleteket kapjuk, hogy S,, = 2+ FE1+FEo+...+E,_1.
2 3 1
Haszndlva, hogy E, = 1+ ("), innen S, =2+ (n — 1) + <2) + (2> +ot (Z) Sp=n+1+ <n§ > a

o . . : : , n3 4 5n+ 6
binomidlis egytitthatdk felsé osszegzési tulajdonsdga szerint (10.2. Tétel), tehdt S, = ———.

Megjegyezziik, hogy az addiciés képletet hasznalva S,, igy is irhaté: S, = (g) + (Z) + (T) + (g)

n n
Azonnali, hogy n kiilénb6z6 pont az egyenest P, =n+1 = ] + 0 részre osztja. Vegyiik észre, hogy a
rekurziv képletek szerint az (S,,) sorozat kiilonbségsorozata az (E,,) szdmsorozat, (E,,) kiilonbségsorozata pedig
a (P,) szdmsorozat, azaz S,11 — Sp = En, Ent1 — E, = P, minden n-re.
Innen az egymast koveté P,, E,, S, értékek konnyen meghatarozhatok, lasd a 3. Tablazatot, ahol az E,
és az S,, sordban a masodik szamtdl kezd6déen minden szam az elétte 4ll6 N szam és az N 16lott 4ll6 szdmok

0sszege.
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K, 2 4 7 11 16 22

Sh 2 4 8 15 26 42

3. Tablazat

Azt mondjuk, hogy n kor altalanos helyzetii a sikban, ha barmely kettének két kozos pontja van, barmely
haromnak viszont nincs kézos pontja.

12.5. Feladat. Hany részre osztja a sikot n altalanos helyzeti kor?

Megoldas. Jelolje K,, a keresett szamot. Itt K3 = 2, Ky = 4, K3 = 8. Harom altalanos helyzet kor a
sikot 8 részre osztja, lasd a 3. dbrat. Hany részre osztja a sikot négy kor?

Igaz-e vajon, hogy K, = 2" minden n-re?

1

3. 4bra
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