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10. A binomiilis egyiitthatdk tulajdonsagai

Térjiink vissza a binomialis egyiitthatékhoz. Ezek tovabbi tulajdonsagait rogzitik a kovetkezo tételek.
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Bizonyités. 1) (;) = k!(sik)! =% (kfln)!_(iik)! =G0
2) Algebrai titon az () = gty képlet alapjan. Végezziik el!

Kombinatorikus eljérds: Adott n {8 (személy), akikbdl egy k tagi bizottsdgot kell vélasztani, majd a k
fés bizottsag tagjai koziil egy m f6s albizottsagot kell létrehozni. Ez (Z)( )—féleképpen tehetd meg. Ugyanezt
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10.1. Tétel. 1) (Elnyelési tulajdonsdg) Ha 1 < k < n, akkor (n) =2 (n )

2) (Trinomidlis alak) Ha 1 < m < k < n, akkor

k
m
masképp Osszeszamolva: Eloszor az n f6bdl kivalasztjuk az m tagu albizottsdgot, majd a fennmaraddé n — m
személy koziil kivéalasztjuk azt a k — m f6t, akik a bizottsdgnak az albizottsagon kiviili részét képezik. A
lehet8ségek szama: (")(7-"). O

10.2. Tétel. 1) (Fels§ dsszegzés) Ha 1 < k < n, akkor

k—1 . k n kE+1 I L Y [(n
k—1 k—1 k—1) 7 \k—-1) \k)|
2) (Pdrhuzamos Osszegzés) Ha n,m > 0, akkor
m m—+1 m+ 2 m+n m+n+1
+ - ot = :
() (") () e () - (")
Bizonyitas. 1) Adjuk ossze az addicids képletbél szarmazé kovetkezd egyenldségeket:
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Osszevonas utdn a bal oldalon csak az (Z) els6 tag marad, a jobb oldal elsé oszlopaban pedig csak az

1= (:) = (’Zj) utolso tag.
Miésképp, kombinatorikus dton: Az {1,2,3,...,n} halmaznak (Z) szamu k-elemii részhalmaza van. Csopor-
tositsuk ezeket a részhalmazokat a legkisebb elemiik szerint:
az 1 a legkisebb elem (Zj) szamu részhalmazban, mert az 1-hez a 2,3, ..., n szamok koziil kell még k — 1
szamot valasztani,
a 2 a legkisebb elem (Z:f) szamu részhalmazban, mert a 2-hoz a 3,4, ...,n szamok koziil kell még k& — 1

szamot valasztani,

az n — k + 1 a legkisebb elem ("_(Z:fﬂ)) = (Zj) = 1 szdmu részhalmazban, itt az n — k + 1-et kovetd
szamok az n — k + 2, ..., n lesznek.
m+k\ " m+k _
()R-
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(m) <m+1) <m+n>()(m+n+l> (3) <m+n+1)
= + ot = = ,
m m m m+1 n

ahol a kovetkez6ket haszndltuk: (1) - szimmetria-tulajdonség, (2) - felsd Ssszegzés (a jelen tétel 1) pontja), (3)
- szimmetria-tulajdonsag. [

10.3. Feladat. Igazoljuk, hogy az {1,2,3,...,n} halmaz 6sszes k-elemi részhalmazai legkisebb elemeinek a

. Qe 2 . n+1
szamtani kozépardnyosa 777 .

10.4. Tétel. 1) (Vandermonde-azonossdg) Ha 0 < r ésr < m, r < n, akkor

))<= (6 =)
R ) () () e () - ()

Bizonyitas. 1) Kombinatorikus eljérds: Legyen A egy m elemii halmaz, B pedig egy n elemii halmaz gy,
hogy AN B = (). Akkor A U B szdmossdga m + n. Hdny r elem{ részhalmaza van A U B-nek? Egyrészt
(m:'") Masrészt, minden r elemi részhalmazt megkapunk tgy, hogy Osszes lehetséges médon vessziikk A-nak
egy k elemi részhalmazat, B-nek egy r — k elemi részhalmazat és képezziik ezek uniéjat, ahol 0 < k < r. A
lehetdségek szdma éppen a 1) képletben a bal oldali 6sszeg.

2) A Vandermonde-azonossdgban legyen m = n, r = n és hasznéljuk a binomidlis egyiitthaték szimmetria-

tulajdonsagat. [

— [k
10.5. Feladat. Legyen 0 < m < n. Igazoljuk, hogy Z ( ) (n) = (n) _gn—m_
= \m k m

- kE\ (n "\ (k) 1) = [(n\ [/n—m n\ e [n—m\ 2

Megoldas. = = = =
vttt 37 () ()= 2 () # 2 ()G = () 2 G0
= (n) Z <n D m) © (n) -2~ " ahol a kovetkezOket haszndltuk: (1) - trinomidlis alak, (2) - 6sszegzési

m o i m

index csere: j =k —m , (3) - a binomidlis egyiitthaték dsszegére vonatkozé képlet.

Foglaljuk 6ssze a binomialis egyiitthatok legfontosabb tulajdonsagait:

|
(1) Faktoridlis kifejtés (5.3. Tétel): (Z) = m L0<k<n.

(2) Szimmetria-tulajdonsig (5.4. Tétel): (Z) = (n ﬁ k) ,0<k<n.

—1
(3) Elnyelési tulajdonsdg (10.1. Tétel): (Z) = Z(Z B 1) ,1<k<n.

—1 —1
(4) Addiciés képlet (7.3. Tétel): (Z) - (” . ) + (Z - 1) 1<k<n

(5) Trinomidlis alak (10.1. Tétel): ny (F (""" ,1<m<k<n.
k) \m m/)\k—m

(6) Binomialis tétel (7.1. Tétel): | (a 4+ b)" = (g) a™ + (T) a" b+ (n) a" i L+ (Z) b, n>1.

k—1 k k+1 n—1 n
o . 9. Té : = <k <n.
(7) Fels6 6sszegzés (10.2. Tétel) (k—1>+(k—1)+(k—1>+ +<k—1) (k) ,1<k<n
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(8) Parhuzamos 6sszegzés (10.2. Tétel):

B): () (4 )

(9) Vandermonde-azonossag (10.4. Tétel):

V) () () e (V) = ("7 ozrrmrsn

(10) Binomidlis egyiitthatok négyzetosszege (10.4. Tétel):
2 2 2 2
n n n n n - n\" _ 2n n>0
0 1 2 n n/)|” T

11. Osszeszamlaldsi feladatok

1
<m+n+ ) Cnm >0,
n

11.1. Feladat. Adott n kiilonboz6 targy és r doboz (n,r > 1). Helyezziik a térgyakat a dobozokba gy, hogy
az 1. dobozba k; targy keriiljon, a 2. dobozba ks targy,..., az r-edik dobozba k,. targy, ahol k1 +ko+...+ k. = n.
Hényféleképpen lehetséges ez?

Megoldas. Az 1. dobozba (,:Ll)—féleképpen vélaszthaté meg a kq targy (a sorrend nem szamit). Ezutdn a 2.
n—kq

dobozba a megmaradt n — k1 koziil barmelyiket valaszthatjuk ( P )-féleképpen. A 3. dobozba a megmaradt

n — k1 — ko koziil barmelyiket vélaszthatjuk ("_’Zlg_h)—féleképpen, stb. A lehetéségek szama igy

n TL—k’l n—kl—k‘g n—kl—kQ—...—kT,1 .
k1 ko ks ky B

B n! (n—kq)! (n — k1 — ko)! (n—ky—ky— ... —k.q)! n!
o k1|(n—k1)' kg!(n—kj —k‘g)! k‘3!(n—k‘1 —/4}2—/4}3)! k‘,'O' a k‘1']€2']€7'7
P(kl,kg ..... kr)

ami nem més, mint n elem (k1, ko, ..., k) tipusi ismétléses permutdciinak

Ez kozvetleniil is belathaté: Szamozzuk meg az n targyat és a sorszamokat irjuk le egymaés mellé. frjunk
1-eseket azon sorszamok ald, amelyek az 1. dobozba keriiltek (k1 db 1-es lesz), irjunk 2-eseket azon sorszamok
ald, amelyek a 2. dobozba keriiltek (ko db 2-es), ..., frjunk r-eseket azoknak a tdrgyaknak a sorszamai ald,
amelyek az r-edik dobozba keriiltek (k. db r-es). Igy egy (k1, k2, ..., k) tipusd ismétléses permutdciot kapunk.
Forditva, minden ilyen ismétléses permutaciéonak megfelel egy dobozokba osztés.

Pl n=10, k1 =2, ko =4, ks = 3, ky = 1 esetén:

2 3 45 6 7 8 9 10
1

1 2 10
2931 2 3 2 3 4 Y8 1 4

3 4 5
2 3 2 1

N O

1 7 8 9
9 9 3 3 , stb.

11.2. Feladat. Hanyféleképpen lehet n egyforma targyat k szdmozott dobozba helyezni Ggy, hogy nem kell
feltétlen minden dobozba térgyakat tenni (n,k > 1)?

Megoldds. Az n =5, k = 3 esetben tekintsiink 5 egyforma pontot (labdét): eeeee .

Az elhelyezési lehetéségeket adjuk meg | elvalasztdjelekkel, pl. o | @ @ | @ azt jelenti, hogy az 1. dobozba
1 targy keriil, a 2. dobozba 3 tdrgy, a 3. dobozba 1 targy keriil, ez az (1,3,1) rendezett szdmhdrmassal is
jellemezhets. Mds példa: ee || @ @ @ azt jelenti, hogy az 1. dobozba 2 targy keriil, a 2. dobozba nem keriil targy,
a 3. dobozba 3 targy keriil, azaz (2,0, 3).

Két elvélasztijel is keriilhet egymds mellé, és | jel dllhat a legelején, vagy a legvégén. Két | jelre van sziikség,
amelyek elvdlasztjak a pontokat. A pontokkal egyiitt ez 5+ 2 = 7 jel, amelyeket tetszélegesen permutdlhatunk.
A megolddsok szama igy P7(5’2) = 5,7—'2, =21.

Altaldnosan k — 1 db | jelre van sziikség, az n db ponttal egyiitt ez n + k — 1 jel, amelyeket tetszolegesen
permutalhatunk. A megoldasok szama

P(n’k,l)_(n—kk—l)!_ n+k—1 _ n+k—1
ntk=l T (k- 1) n k-1 )

Maésképp: Annyi lehetdség van, ahdnyféleképpen az n + k — 1 pozicié koziil kivalaszthaté az a k — 1, ahova

az elvalasztéjelek keriilnek (illetve az az n hely, ahova a labdédk keriilnek), és ez kombindcidk definiciéja szerint
+h—1 +k—1
(o) = (")
Megjegyzés: az egyes dobozokban nem szamit a targyak sorrendje.
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