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8. A polinomiialis tétel
A binomidlis tétel egy altaldnositdsa az (a3 + az + ... + a,.)™ kifejtésére vonatkozé polinomidlis tétel.

8.1. Tétel. Har > 1, n > 1 egész szamok és aq, as, ..., a, tetszbéleges komplex szamok, akkor

|
n: k1 k k.
(ot oda) =" 3 gt
O T | R

ki+ko+...+kr=n

ahol az 6sszeg a k1, ko, ..., k. > 0 szamok Gsszes olyan megvalasztasara vonatkozik, a sorrend figyelembevételével,
amelyekre k1 + ko + ... + k. = n.

Bizonyitas. Az (a1 +as+ ...+ a,)" kifejezést egy n-tényezds szorzatként tekintve és ,minden tagot minden
taggal szorozva” azt kapjuk, hogy

n
(a1 +ag+...+a,)" = g iy Qi+ * Ay,
1<iy,ig, . yin <7
.. . (1. s s Y RN . ke ke
ahol 41,42, ...,%, az 1,2, ..., 7 elemek n-edosztalyd ismétléses varidciéi. Itt minden tag ay'as® - -- a’,fr alakra hoz-

haté, ahol k1, ko, ..., k. >0 és k1 + ko + ... + k. = n. Kérdés: Adott ki, ks, ..., k- esetén hany ilyen tag van?

Az a;, aq, - - - a;, szorzatbdl (a tényezdk feleserélésével) akkor kapunk ilyen a¥'ab? - - - a¥r tagot, ha az i, g, ..., i,
kozott pontosan ky db 1-es, ky db 2-es,..., k, db r-es van. fgy 11,99, ..., 1y az 1,2, ..., 7 ismétléses permutacidi és

‘ (k1,k2,. k) n!

szamuk Pn = Tkl k1 O

Az egyiitthaték a polinomidlis egyiitthaték (a ,polinom” gordg eredetii szd, jelentése ,tébb tag”, ez az
ay + az + ... + a, tébbtagi dsszegre vonatkozik).

8.2. Feladat. Adjuk meg (a +b+¢c)?, (a+b+c), (1+ax+22)3, (v +y+2+1t)? kifejtéseit.

8.3. Feladat. Igazoljuk, hogy a polinomidlis egyiitthatok Gsszege:

n! n

—_— ="
ol - o
A S SR B
ki+ka+...+kr=n
Megoldas. A polinomiglis tételben legyen a; = as = ... = a, = 1.

9. Szitaképletek

Jelolje | X| az X véges halmaz elemeinek a szdmat. Ha A és B véges halmazok, akkor

|[AUB| =|A|+|B| - |ANB|.

Valéban, a jobb oldalon |A| + |B| felirasdval kétszer szdmoltuk a kozos elemeket, egyszer A-ndl, egyszer
B-nél, ezért le kell vonni a kozos elemek szamdt, azaz |A N B|-t. Hasonléképpen gondolhaté végig, hogy ha A,
B és C' véges halmazok, akkor

[AUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.

Itt a hdrom halmaz kozos elemeit tekintve, ezek szamét |A| 4 |B| + |C] felirdsdval hdromszor hozzaadtuk,

ma, aromszor levontuk (—|[ANL|—|ANC|—|BN az |[ANBN elirasaval pedig egyszer 1smét hozzaadtuk.
jd ha 1 tuk (—|ANB|—|ANC|—|BNCY), az |ANBNC| felirdsival pedig egy ismét hozzdadtuk
Altalanositva ezeket a képleteket igazoljuk, hogy

9.1. Tétel. (Szitaképlet, a tartalmazds és kizdras elve) Ha Ay, As, ..., A, véges halmazok, akkor

[ATUA UL UA =Y A= Y JAn4l+ ) JAnAnAl— .+

i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r
+ (=) A N AN N AL

Bizonyitas. Lassuk be, hogy az A; U A; U ... U A, halmaz minden elemét a jobb oldalon pontosan egyszer
szamoltuk. Tegyiik fel, hogy egy tetszleges = elem az A;, Ag, ..., A, halmazok koziil p szdmuinak eleme (1 <
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p <), a tobbinek nem. Feltcheté (dtjelolve a halmazokat), hogy = € Ay, © € Ag,..., z € Ay, ésx ¢ Apia,...,
x ¢ A,. Akkor z-et a képlet jobb oldaldn m-szer szdmoltuk, ahol

m=p- (2)+ (1)~ o (7).

de itt m =1 a 7.2. Tétel masodik képlete alapjan. [

Megjegyezziik, hogy a szitaképlet r-szerinti indukciéval is igazolhatd. Ez a képlet megadja az A1, Ao, ..., A,
halmazok unidjanak szdmossagat, ha ismerjitk az A;, A, ..., A, halmazok elemszamat és az Gsszes A; N Aj,
AiNA; N Ay, ... metszet elemszamat. Legyenek A;, Ay, ..., A, C E. Kérdés: Mennyi az E-re vonatkozé
E\(A1UAsU...UA,) =4, UAyU...U A, kiegészit§ halmaz szdmossiga?

9.2. Tétel. (Szitaképlet, médsodik alak) Ha A;, As, ..., A, C E véges halmazok, akkor

n

AUAL U UA =B =) JAl+ ) [And]— > JAnAnAl+.+
i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r

+(-D"A1NAsn..NAL

Bizonyitas. [A; UA;U...UA,| =|E|—|A1 UAsU...UA,| és alkalmazzuk az el6z6 Tételt. O

9.3. Feladat. Legyen n > 1, n = pi'p3? - - - p% kanonikus alakd természetes szdm. Jelslje ¢(n) azoknak az
a szamoknak a szdmat, amelyekre 1 < a < n és (a,n) =1 (a és n relativ primek), ez az Euler-féle szamelméleti
fiiggvény. Adjunk képletet ¢(n)-re!

Megoldas. Legyen F = {1,2,...,n}, A; = {a e N : 1
|A1UA2U...UAT|. Itt, haz<] < ]{3, akkor AzﬂA] = {CL 01
|

n,PiP;Pk | a},..., és kapjuk, hogy |4;| = %, |A; N A;| = #pj,

a<n,pp;la}l, AinANA,={a:1<a<

d(n) =n 1—Zl+ > ! — DRy ¥+...+(—1)T L =

Py 1<i<j<r DiDj 1<iy <. <ip<r Diy = Piy, P1---Dr

-4)(-2)

9.4. Tétel. (Specidlis szitaképlet) Legyenek Ay, As, ..., A, C E véges halmazok. Ha minden k esetén (1 <
k <r)az Ay, As, ..., A, halmazok kéziil barmely k kiilénbéz6 metszete azonos elemszamu, akkor

A, U4, U..UA, | =|E| - (:>A1| + (;)ml N As| — <;)|A1 N As N Ag| + .ot

+(—1)" <:) [AyNAsN...N A

Bizonyitas. Azonnali a szitaképlet mésodik alakjabdl. [

9.5. Feladat. Legyen A egy k elemil halmaz, B pedig egy n elemii halmaz (n,k > 1). Hany f: A — B
sziirjektiv fiiggvény létezik?

Megoldas. Ha k > n, akkor nem létezik f : A — B sziirjektiv fiiggvény. Legyen k < n. Feltehetjiik,
hogy A = {1,2,...,k}, B={1,2,..,n}. Legyen E az osszes f : A — B fiiggvény halmaza, A; pedig az olyan
f : A — B fiiggvényeknek a halmaza, amelyekre i nem képelem, ahol 1 <i < n. Akkor az f : A — B sziirjektiv
fiiggvény halmaza A; UAsU...UA,. Hal < i <iy < .. < i, <mn, akkor 4;, N A;, N...N A;_ azoknak az
f: A — B fluiggvényeknek a halmaza, amelyekre i1, s, ..., 7, egyike sem képelem. Az ilyen fiiggvények szama
(n —7)*, 1asd 4.4. A 9.4. Tétel szerint kapjuk, hogy

A UA; U U4, =n*+ Zn:(—w (:f) (n—r)k = nf(—w (”) (n—r)*,

r=1
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ahol elegend6 r = 0-t6l r = n — 1-ig venni a tagokat, mert r = n-re az utolsé tag 0.

Az f:{1,2,..,k} — {1,2,...,n} sziirjektiv fliggvények szdma tehat

Stk = nF — (711) (n—1)% + (’2‘) (n—2)% — ..+ (—1)"—2(n " 2) 9k 4 (—1)~1 (n’i 1) .

Ha k > n, akkor nincs sziirjektiv fiiggvény, ezért sj ,, = 0 és kovetkezik, hogy a fenti 6sszeg értéke nulla.

Ha n = k, akkor s, , az f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektiv figgvények szdma, ami n!, és a kovetkezd

egyenlGséget kapjuk:
n n n
| — v _ _ n _ n _ _1\n—1
nl=mn (1>(n n"+ <2> (n=2)"—...+ (-1 <n—1>'

n n
Az sy n-re adott képlet igy is frhaté: si, = E (=1 <n>jk = (=" E (—1) (fb)jk, ahola j=n—r
. J , J
Jj=1 Jj=1

helyettesitést végeztiik és hasznaltuk, hogy (nfj) = (?)

9.6. Feladat. Legyen o egy n-edfoki permutédcié. Azt mondjuk, hogy ¢ a o fixpontja, ha o(i) =i (i a
helyén marad). Hany olyan n-edfoki permutécié van, amelynek nincs fixpontja (egy szdm se marad a helyén)?

Megoldas. Legyen A; azoknak a o permutédcidknak a halmaza, amelyeknek ¢ fixpontja, azaz o (i) = ¢, ahol
1 <4 < n. Akkor a fixpont nélkiili permutédcidk szdma: D, = [A; UAs U...UA,|. Hal <43 <ix <..<i,<n
tetszbleges szamok, akkor A;, N A;, N...N A;, azoknak a ¢ permutdciéknak a halmaza, amelyeknek i1, 43, ...i,
fixpontjai, azaz o(i1) = i1, o(ia) = ia,..., 0(ir) = ir, és gy |A;; N Ay, N NA; | = (n—r)

A specialis szitaképlet szerint kapjuk, hogy

D, =n! — (?) (n— 1)+ (Z) (n—2)! (g) (n—3)+ ...+ (=1)" (2)0! =

1 1 1
| _ _ _ n_—
" (1 2t (=1) n!) '

D 1
Megjegyezziik, hogy itt L = lim —7 = —, ahol e = 2,718 a természetes logaritmus alapszama. Az
n—oo Mn! e

L= % =~ 0,367 érték annak a valdszintiségének tekintheto, hogy egy véletlenszertien kivélasztott permutacié
fixpont nélkiili legyen.

A fenti képletbdl azonnali a kovetkez8 rekurzié: | D,, = nDp—1 + (—=1)" ‘, aholn > 1és Dy = 1 (megéllapodés

szerint). Innen meghatdrozhaték D,, egymdst kovet6 értékei: Dy = 0, Dy = 1, D3 = 2, Dy = 9, D5 = 44,
Dg = 265, ... .

9.7. Feladat. Hdny olyan n-edfokd permutédcié van, amelynek pontosan r fixpontja van (0 < r <n)?

Megoldas. A vélaszt a D, , = (’Z) D,,_, képlet adja, ugyanis az r fixpont (:)—fe’leképpen véalaszthaté meg,
a tobbi n — r elem pedig egy olyan (n — r-edfokd permutéciét hatdroz meg, amely fixpont nélkiili és ezek szdma
D,,_,. Alkalmazzuk ezek utan a szorzasi szabdlyt.

Megjegyzés. Csoportositsuk az n-edfoku permutécidkat aszerint hogy hany fixpontjuk van. Az Osszes n-
edfoki permutécié szama n! és a kovetkez6 képletet kapjuk:

n! = zn:Dn,T = i: (:) Dn—r-
r=0

r=0
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