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5. Kombinéacidék
5.1. Feladat. Az 1,2,3,4 szdmok koziil vélasszunk ki kett6t (két kiilonbozot) és frjuk fel ezeket tgy, hogy

nem vagyunk tekintettel a kivdlasztott elemek sorrendjére. Mennyi a lehet6ségek szama?
Megoldas. Hat lehetéség van, ezek a kovetkezok:

12 13 14 23 24 34

5.2. Definicié. Legyen adott n kiilonbozé elem (n > 1). Vélasszunk ki koziiliik & elemet, ahol 1 < k < n és
irjuk fel ezeket gy, hogy nem vagyunk tekintettel a kivalasztott elemek sorrendjére. Ezeket az elemsorozatokat
az n elem k-adosztalyti kombinaciéinak nevezziik. Jelolje C¥ az n elem k-adosztalyti kombindcidinak a
szamat.

Ha az 1,2,...,n elemek k-adosztalyd kombindcidit tekintjiik, akkor a szdmokat (4ltaldban) nagysdgrendi
sorrendben irjuk.

Az 5.1. Feladatban C? = 6. Kérdés: Mennyi C*?

k —_— —_— .« e —_
5.3. Tétel. Ha 1 < k < n, akkor |C* = Vo ,|ck = nn=De=2)--(n-k+1)
" Py " k!
Ha 0 < k < n, akkor|CF = —
a =~ S N, agkKkor n = m

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszoleges, rogzitett kombindciét. Ha az ebben szerepl6 k elemet permutaljuk,
akkor nem kapunk 1j kombinaciét. Ugyanakkor ezek n elem k-adosztalyu varidcidinak tekinthetok. ﬂy médon a
rogzitett k-adosztalyd kombindciébdl k! szamu k-adosztalyt varidciét kapunk, s igy a CF szami kombinéciébél
k!CF szamu varidciéhoz jutunk. Ezek a varidciék mind kiilénbozéek és minden varidciét megkapunk, ezért
VE = KICk, azaz CF = V¥ /k! = VF/P,. A tobbi képlet a VF-ra vonatkozé el6bbi képletekbél adédik. [

Ha k = 0, akkor innen CY = Z—: = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0 szamu elemet egyféleképpen

véalaszthatunk ki: gy, hogy egy elemet se vesziink.

5.4. Tétel. (Szimmetria-tulajdonsag) Ha 0 < k < n, akkor |C* = C"=*

Bizonyitas. Azonnali az 5.3. Tétel utolsé képlete szerint. Masképp: Az n elembdl k elemet kivélasztani
ugyanazt jelenti, mint a tobbi n — k elemet nem kivalasztani. Ezt annyiféleképpen lehet, ahdnyféleképpen az
n — k elemet ki tudjuk vélasztani. [

Figyeljitk meg, hogy minden n > l-te C0 = Cn =1, Cl = Cn~l =p, €2 = Cn—2 = Mol 08 — om=3 —

2
"("%)("_2),... . Ha k > n, akkor nem lehet kombindcidkat képezni, ezért k > n esetén célszerli hasznalni, hogy
Cck=o.

A n elem k-adosztalyi kombindcidi szaméanak més jelolése (Z), olvasd ,,n alatt k7. Tehat

g (Y n! <p<
C”_<k)_k!(nk)!’ b<ksn

ezeket a szdmokat binomidlis szamoknak vagy binomialis egyiitthatoknak is nevezziik, ldsd kés6bb a binomidlis
tételt.

Itt (7) = PP 14sd 2.4. Ez az egyenldség kozvetleniil is beldthaté. Tekintsink n elemet, amelyek
k-adosztalyu kombinacidit képezziik. frjunk mindegyik elem ald 1-et vagy 0-t aszerint, hogy kivalasztottuk
a kombinacié képzésekor vagy sem. Pl. ha n = 5, az elemek a,b,c,d,e és k = 3, akkor az a,c,d és a,d, e
kombinacidk esetén legyen: 10110, ill. 10011. fgy minden k-adosztilyd kombinaciéonak megfelel egy k szamu
1-esbél és n — k szamu 0-bol alld ismétléses permutdcid, és kiilonboz6 k-adosztalyt kombinacidknak kiilonbozo
ilyen ismétléses permutéciok felelnek meg.

A kovetkezd definicié is adhato:

5.5. Definicié. Egy n elemi halmaz k elemi részhalmazait n elem k-adosztalyd kombinédcidéinak nevezziik.

Egy n elem halmaz k elemi részhalmazainak a szama tehat (Z) Igy a k = 0 elemfi részhalmazok szdma
(5) = 1, ez az iires halmaz (0), a k = 1 elemfi részhalmazok széma () = n, ..., a k = n elemfi részhalmazok
szama (Z) =1, ez az adott halmaz.

ot
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5.6. Tétel. Legyen n > 1.
1) Egy n elemii halmaz &sszes részhalmazainak a széma 2".

2) (g) i (’f) ; (g) - (Z) g

Bizonyitas. 1) A részhalmazokat gy kapjuk, hogy az adott halmaz bizonyos elemeit kivélasztjuk a rész-
halmazba, a tobbit pedig nem. Igy mind az n elemre két lehetOség van: vagy kivalasztjuk, vagy sem. Igy a
lehet6ségek szama, és ezzel egyiitt a részhalmazok szdma 2-2---2 = 2™,

n—szer

2) Az 1) pont azonnali kovetkezménye. [J

5.7. Feladat. Legyen A = {1,2,....,k}, B = {1,2,...,n}. Hany f : A — B szigorian novekvé fiiggvény
létezik?

Megoldas. Legyen f(1) = a1 € B, f(2) = az € B,..., f(k) = ax € B. Feltétel: a1 < as < ... < ag. Ez csak
akkor lehetséges, ha k < n és ekkor a lehet6ségek szama, tehat az f : A — B szigordan novekvé fiiggvények
szdma éppen C¥ (a definicié szerint).

Ennek alapjan az 1,2,...,n elemek k-adosztalyd kombindciéi ugy is definidlhaték, mint az f : A — B
szigorian novekvo fliggvények.

5.8. Feladat. Igazoljuk, hogy minden k > 1-re k egymasutani egész szam szorzata oszthaté kl-sal.

Megoldas. Feltehetjiik, hogy az adott szdmok mind pozitivak, legyenek ezek (forditott sorrendben) n,n —
1,..,n —k+1, ahol n > k. Akkor szorzatuk n(n — 1) --- (n — k + 1) = kICF. Ttt CF egész szdm és kovetkezik,
hogy n(n —1)---(n — k + 1) oszthaté k!-sal.

Ennek kovetkezményeként adodik, hogy két egymasutani egész szam szorzata oszthatd 2-vel, hdrom egyma-
sutani egész szam szorzata oszthatd 6-tal, stb.

6. Ismétléses kombinacidék

6.1. Feladat. Az 1,2, 3,4 szamok koziil valasszunk ki kett6t Ggy, hogy ugyanazt az elemet kétszer is vehet-
jiik, de nem vagyunk tekintettel a kivélasztott elemek sorrendjére. Mennyi a lehetoségek szama?
Megoldas. A kovetkezdket kapjuk:

11 12 13 14 22 23 24 33 34 44

A lehet6ségek szama 10.

6.2. Definicié. Legyen adott n kiilonb6z6 elem (n > 1). Vélasszunk ki koziiliikk & elemet, ahol k > 1 ugy,
hogy ugyanazt az elemet tobbszor is vehetjiik és irjuk fel ezeket ugy, hogy nem vagyunk tekintettel a kivalasz-
tott elemek sorrendjére. Ezeket az elemsorozatokat az n elem k-adosztalyu ismétléses kombindacidinak

. =k (1er s 1112 s s g (.
nevezziik. Jelolje C', az n elem k-adosztalyd ismétléses kombinacidinak a szadmat.
Haaz 1,2, ...,n elemek k-adosztélyt ismétléses kombindcibit tekintjiik, akkor a szdmokat (dltaldban) nagysdg-
rendi sorrendben irjuk gy, hogy ismétlodések is lehetnek.

A 6.1. Feladatban Ui = 10. Kérdés: Mennyi 6:?

— _ D(n+2)(n+k—1
6.3. Tétel. Han, k > 1, akkor|C\ = C*,,_, |, |of = Mot D+ ]2' (ntk-1)

—k  (n+k—1)
Cn = El(n —1)!

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy bijektiv leképezés létesitheté n elem k-adosztdlyd ismétléses kombindcidi

Han >1, k>0, akkor

—k
és n+k — 1 elem k-adosztalyt (ismétlés nélkiili) kombindcisi kozott. Innen kovetkezni fog, hogy C, = CF ko1
Tekintsiink az 1,2, ...,n elemek egy tetszlleges, rogzitett a;,, ai,, ..., a;, ismétléses kombindcidjat, ahol 1 <
ai, < a;y < ... <a;, <n. Adjuk hozzé az elemekhez rendre a 0, 1,2, ..., k — 1 szamokat, azaz legyen

Ajqy Ay + 1, ceey Ay, + (k — ].)

Ez az 1,2,...,n + k — 1 elemeknek egy ismétlés nélkiili kombindcidja, mert itt 1 < a;; < a;, +1 < ... <
ai, +(k—1) <n+k—1. Minden ilyen ismétlés nélkiili kombindciét megkapunk és pontosan egyszer. Forditva,
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ha b;,, by, ..., bi, a7 1,2, ...,n+ k — 1 elemek egy ismétlés nélkiili kombindcidja, akkor b;,,b;, —1,...,b;, — (k—1)
az 1,2, ...,n elemek egy ismétléses kombinécidja lesz.
A tobbi képlet a C* szdmokra vonatkozé kordbbi képletekbdl adédik. [

Ha k = 0, akkor innen ﬁ,)l = Z—: = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0 szamu elemet egyféleképpen
valaszthatunk ki: gy, hogy egy elemet se vesziink.
Az n elem k-adosztélyt ismétléses kombindciéi szamanak mas jelolése (7). Tehat

k' ? n

ok _ (™) _ nn—1)mn-2)---n—k+1) —r <n> _nn+1)n+2)---(n+k—1)

" \k k k! ’
ahol a nevezok egyenloek, a szamlalokban pedig mindkét esetben k egymasutani szam szorzata all n-tdl kezdve
lefelé, illetve n-tol kezdve felfelé.

6.4. Feladat. Hany olyan dominé van, amelyek mindkét felén a pontok szama 0-t6l 8-ig terjed, lasd 4.7.
Feladat.

Megoldas. A domindkat a pontok szamanak megfeleléen zy-nal jeloljiik, ahol 0 < x < y < 8. A lehetdségek
széma definicié szerint Ca = 210 = 45.

6.5. Feladat. Legyen A = {1,2,...,k}, B={1,2,...,n}. Hény f: A — B novekvd fiiggvény létezik?

Megoldas. Legyen f(1) = a1 € B, f(2) = ay € B,..., f(k) = ap € B. Feltétel: a; < ag < ... < ap. A
lehet6ségek szdma, tehdt az f : A — B novekvo fliggvények szdma minden n, k > 1 esetén éppen éi (a definicié
szerint).

Ennek alapjan az 1,2, ...,n elemek k-adosztalyt ismétléses kombinacidi ugy is definidlhatok, mint az f : A —
B novekvo fiiggvények.

Szokésos a kvetkezd jelolés is: ha x valés szdm és k > 1 természetes szdm, akkor [z]* = z(z + 1)(z +

9 (x+k—1). fgy C" = [’;T],k = Mot D@2 (ko)
7. A binomialis tétel
Az (a+b)? = a® +2ab+ V%, (a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b? képletek altalanositdsaként igazoljuk, hogy
7.1. Tétel. Ha a,b tetszéleges komplex szamok és n > 1 egész szam, akkor

(a+b)" = g:o (Z) a"Fp

Bizonyitas. Itt (a +0)" = (a+b)(a+b)---(a+b). A szorzdsok elvégzése érdekében az n zirdjel mind-

n—szer
egyikébdl vagy az a-t vagy a b-t kell vélasztani, ezeket Gssze kell szorozni, majd a kapott szorzatokat Gssze kell
adni. Igy egy olyan 6sszeget kapunk, amelynek minden tagja ™ *b* alaki, ahol 0 < k < n. Ez a tag annyiszor
szerepel, ahdnyszor az n szamu b koziil k szami b-t valasztunk és ez éppen CF = (") (]

k
Kifrva a tagokat (a + b)™ kovetkezd kifejtését kapjuk:

(a+b)" = (g‘)a" + (?)a”_lb—k <Z>a"‘2b2 TR (Z) b .

Figyeljiik meg, hogy a kifejtésben n + 1 tag van, az a kitevéi n-tél 0-ig csokkennek, a b kitevoi pedig 0-t6l
n-ig novekednek. Az egyiitthatdk a binomiélis egyiitthatok (a ,binom” gorég eredetil sz6, jelentése ,két tag”, ez
az a + b kéttagi 6sszegre vonatkozik).

7.2. Tétel. Han > 1, akkor|» <Z> =2" Z(_Uk(;l) =0].

k=0 k=0

Bizonyitas. A binomidlis tételben legyen a =b=1,ill. a=1,b=-1. O
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A binomidlis egyiitthatok Osszegére vonatkozo Osszefliggést mar lattuk az 5.6. Tételben. A masodik, a
binomidlis egyiitthatok valtakozo eléjellt 6sszegére vonatkozd képlet igy is irhato:

n+n+n+ _n+n+n+ g1

0 2 4) 71 3 5) 7
tehat rogzitett n fels6 index mellett a paros alsé indexit binomidlis egytitthatok dsszege egyenld a paratlan also
indexti binomidlis egyiitthaték Gsszegével, és egyenlé 2" l-gyel, mert az 6sszes binomidlis egyiitthaté Gsszege
2",

A binomidlis egyiitthaték egy masik fontos tulajdonsaga a kévetkezo:

n\y (n-—1 n—1
)= -Go))

Bizonyitds. Az {a1,as,...,a,,} halmazbdl hényféleképpen vélaszthatunk ki k elemet? Egyrészt (})-
féleképpen. Masrészt, rogzitsiink egy elemet, pl. az a,-et. A kivalasztott elemek kozott a, vagy szerepel vagy
sem. Ha szerepel, akkor az {a1,as,...,a,—1} halmazbdl vélasztanunk kell még k — 1 szdmi elemet, ez (}_1)-
féleképpen torténhet. Ha nem szerepel, akkor az dsszes elemet az {a, as, . . ., a,—1} halmazbdl kell vélasztanunk.
Ez (”;1)—féleképpen lehetséges. Osszesen tehét (Zj) + (”El) a lehetOségek szama. O

Ez egy tipikus kombinatorikus bizonyitas, ellentétben a 7.2. Tétel elébbi bizonyitasaval, amely algebrai
bizonyitds, ott nincs semmi szerepe a (Z) binomidlis egyiitthatok jelentésének, csak az algebrai tulajdonsagaikat
haszndltuk ki. Természetesen minden (hibat nem tartalmazd) bizonyitds helyes és j6, de gyakran a kombinato-
rikus bizonyitasok szebbek, jobban ravilagitanak a tulajdonsig lényegére. Ugyanakkor sokszor nehéz ilyeneket

taldlni.

7.3. Tétel. (Addiciés képlet) Ha 1 < k < n, akkor

A 7.3. Tétel algebrai bizonyitasa:

(n—1>+<n—1> (n—1)! (n—1)! (n—Dln—k+k) (n—1)n n! _(n)

k k—1)  Kn—k—10l (k—Din—k)!  Kmn-k!  kn-k! Kn-k! \k

Ez egy rekurziv képlet, amelynek segitségével kiszamithatok a binomidlis egyiitthaték. A kovetkezé tablazat
a binomidlis egyiitthatokat tartalmazza:

n (@ @) G @) @ 6 @)
0] 1

11 1

21 2 1

311 3 3 1

411 4 6 4 1

511 5 10 10 5 1
6|1 6 15 2 15 6 1

1. Téblazat. Binomialis egyiitthatok

A rekurziv képlet szerint itt minden belsé szam egyenld az elézé sorban a szam felett 4116 és az attdl balra
all6 két szam Osszegével. A binomidlis egyiitthatdk igy is megadhatdk, ezt Pascal-haromszégnek nevezziik:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 3 1
1 6 15 20 15 6 1

2. Tablazat. Pascal-haromszog
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Ebben az elrendezésben minden bels6 szam egyenld a szam felett 4116 két szam Osszegével. Ennek alapjan a
tablazat konnyen kiegészitheto tovdabbi sorokkal.
Mivel (Z) (n k) A Pascal-hdromszog soraiban a szélektdl egyenld tavolsdgra 4ll6 szamok egyenl6ek.

7.4. Feladat. Adjuk meg a Pascal-haromszog kovetkez6 harom sorat.
7.5. Feladat. Adjuk meg (a+b)7, (a +b)%, (22 +1)%, (V& + 2yy)° kifejtéseit.

7.6. Feladat. Igazoljuk, hogy Z k(:) =n-2""1 ahol n > 1.
k=1

Megoldas. Zk() kani —nzn_lk)!:ni

k=1 k=1
egylitthatok Gsszegére Vonatkozo képlet szerlnt

Mésképp: Legyen S(n Zk( ) = 1(?) + 2(2) +.+M0m=-1) (nT_l 1) + n(Z) A binomiéglis

n

-1
(n > =n-2""1 a binomijlis

egyiitthaték szimmetria-tulajdonsdga miatt S(n) = n g) +(n—1) (T) +...+2< " 2) +1 <
n—

25(n) = n((g) + (T) Fot (n” 1) + (Z)) = n-2", ahonnan S(n) = n - 271,

A binomialis képletnek érvényes a kovetkezd dltalanositasa, amelyet altalanositott binomidlis képletnek
nevezziik:

) . Osszeadva:

n—1

AA—1) AA=1)---(A—k+1)
A 2 ok
(1+x) —1+)\m+7x +..+ o —E
A AMA=1)---(A=k+1
ahol \jz € R, |z|] < 1 és (k) = ( ) k'( + >, k = 0,1,2, ..., az altalanositott binomidlis
egyiitthatdk.

7.7. Feladat. Igazoljuk, hogy az altalanositott binomidlis egyiitthatokra is igaz a (2‘) = ()‘;1) + (Afl)
addicios képlet.
Megoldas. Kozvetlen szamoléssal.

7.8. Feladat. Adjuk meg az altaldnositott binomidlis képletet A = —1 esetén.
Megoldas. Ha X\ = —1, akkor (') = (—1)* és azt kapjuk, hogy:

o
(l—l-x)*l:1—x+a:2—a:3+x4—...:2(—
k=0




