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1. Permutaciok

1.1. Feladat. Hanyféle sorrendje van az 1,2, 3 szdmoknak?
Megoldéas. Hatféle sorrend van, ezek a kovetkezok:

123 132 213 231 312 321

1.2. Feladat. Hanyféle sorrendje van az a, b, ¢, d betliknek?
Megoldas. A sorrendek szdma 24, ezek:

abcd abdc acbd acdb adbc adcb
bacd badc bead beda  bdac  bdca
cabd cadb cbad cbda cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcba

1.3. Definicié. Tekintsiink véges sok kiilonbozo elemet. Ezek kiilonb6z6 sorrendjeit az elemek permuta-
cidinak nevezziik. A permutdcick képzését (felirdsat) az elemek permutdldsanak nevezziikk. Ha adott n
kiilonb6z6 elem, akkor jelolje P, ezek Osszes permutacidéinak szamat.

Az 1.1. Feladatban P5 = 6, az 1.2. Feladatban pedig Py = 24. Kérdés: Mennyi P,,?

Emlékeztetiink a kovetkezd fogalomra: A k > 1 természetes szam faktoridlisa k! =1-2-3---k. fgy pl.
'=1,21=2 3=6, 41 =24, ... . Azonnali, hogy (*) k! = (k —1)!- k, ahol k¥ > 2. Ha (*)-ban k = 1, akkor
kapjuk, hogy 1 = 0!, ez indokolja, hogy megallapodas szerint 0! = 1 legyen.

1.4. Tétel. Han > 1, akkor n kiilbnboz4 elem dsszes permutacidinak szama n!, azaz .

Bizonyitas. Az elsé helyre az n elem koziil barmelyiket irhatjuk, ez n lehetOség, a mésodik helyre a
megmaradt n — 1 elem barmelyike keriilhet, ez n — 1 lehetdség. Az els§ két elemet {gy n(n — 1)-féleképpen
valaszthatjuk meg. Tovabb, a harmadik elem a megmaradt n — 2 elem barmelyike lehet, ez Gjabb n — 2
lehetdség, ..., az utolsd, n-edik elem megvalasztdséra n — (n — 1) = 1 lehetéségiink van. Kapjuk, hogy P, =
nn—1)(mn—-2)---3-2-1=nl

Mésképp: n szerinti indukciéval. Ha n = 1, akkor P; = 1, ami igaz. Tegyiik fel, hogy P,_1 = (n — 1)l
Ha most n kiilonb6z6 elem permutaciéit képezziik, akkor az elsé helyre barmelyik elem keriilhet, a fennmaradé
n—1 elemet pedig P,_1 = (n—1)!-féleképpen permutdlhatjuk. Igy minden permutéciét megkapunk és pontosan
egyszer, tehat

P,=P,+P,+..+P,=nP,_1 =n(n—1)! =nl

n—szer
amit igazolnunk kellett. [

Tehdt Py =1=1, P, =21 =2, Py =31 =6, P, = 4! = 24, P5 = 5! = 120, Ps = 6! = 720,... .

Az aq, a9, ..., a, kiillonbozé elemek permutédciéit ugy is definidlhatjuk, mint az adott aq,as, ..., a, elemekbdl
alkotott (a;,,as,, ..., a;, ) olyan rendezett elem n-eseket (n komponensii vektorokat), amelyekben a;,, a;,, ..., a;,
paronként kiilonbozéek. Ennél pontosabb definicié a kovetkezo:

1.5. Definicié. Permutécidknak nevezziik egy véges halmaz snmagéra val bijekcidit (bijektiv leképezéseit).
Részletesebben: ha A egy véges, n elemi halmaz (n > 1), akkor A permutéciéi az f : A — A bijektiv fiiggvények.
Ha A = {1,2,...n}, akkor tehdt A permutdciéi az f : {1,2,....,n} — {1,2,...,n} bijektiv fiiggvények. Ezeket
n-edfokta permutacidknak nevezziik és igy jeloljiik:

/ _<f(11) o )

2. Ismétléses permutaciék

2.1. Feladat. Hanyféle kiilonboz6 sorrendje van a MATEMATIKA sz6 betliinek?

Megoldas. Kiilonboztesiik meg a két M betiit, a hdarom A betlit és a két T betiit, pl. dgy, hogy més-
mas szinnel jeloljik 6ket: MATE ATIKA. Akkor 10 kiilonb6zé elem permutdciéirdl van szé és ezek szama
Py = 10!. De a harom A betii egymds kozotti permutédlasa, ezek szama 3! = 6, val6jadban nem véltoztat a
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sorrenden (ismét azonos szinnel {rjuk 6ket). Hasonléan az A és T betiikre vonatkozéan. A lehetséges sorrendek
szama: 101

2.2. Definicié. Az olyan elemek kiilonb6z6 sorrendjeit, amelyek kozott egyenlek is vannak ismétléses
permutdcidknak nevezziik. Ha n elem koziil k; elem egymdssal egyenld (azonos), tovdbbi ko elem egymdssal
egyenld és az elobbiektol kiilonbo6zo,..., tovabbi k, elem egymaéssal egyenl6 és az elébbiektdl kiillonbozs, ahol
k1 +ko+...+ k. = n, akkor ezek kiilonboz6 sorrendjeit az n elem (kq, ko, ..., k) tipusi ismétléses permutdcidinak

nevezziik és ezek szadmat igy jeloljiik: plkrkzkn)

A 2.1. Feladatban P&™**""" = 151200. Kérdés: Mennyi PF1 k)7
2.3. Tétel. Han > 1, ki, ko, ...,k > 1, aholr > 1, k1 + ko + ... + k. = n, akkor

n!
ki! kol - k!

Pk ko) —

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszoleges, rogzitett ismétléses permutaciét. Ha az ebben szerepl6 ki szdmu
egymadssal egyenl6 elemet permutéaljuk, akkor nem kapunk 1j ismétléses permutaciét. Ugyanakkor, megkiilonboz-
tetve ezeket az elemeket (pl. gy, hogy més-mds szinnel jeloljiik Oket), ezeket ki!-féleképpen permutédlhatjuk.
Igy a rogzitett ismétléses permutdciobél k1! szémiu olyan ismétléses permutéciét kapunk, amelyre az n elem
koziil az els6 ki elem kiilonb6z6, a tovabbi ko elem egymassal egyenld és az elobbiektdl kiillonbozo,..., tovabbi
k. elem egymassal egyenld és az el6bbiektdl kiillonb6z6. Most megkiilonboztetve a ko szami azonos elemet,
ezeket ko!-féleképpen permutalhatjuk. fgy a rogzitett ismétléses permutdcidébdl kqlks! szdmu olyan ismétléses
permutéciét kapunk, amelyre az n elem koziil az els6 k1 elem kiilonb6zo, a kovetkezd ko elem egymastdl és az
elobbiektol kiilonboz6, a soron kovetkezo ks elem egymassal egyenld és az elobbiektol kiilonb6zo,..., tovabbi k.
elem egymadssal egyenls és az el6bbiektdl kiilonbozs. Ugyanigy folytatva végiil n kiilonbozé elem kqilks!-- - k,.!

1 1 s . ¢ (k1,kg,m k)
kiilonb6z6 permutacidjahoz jutunk. Igy a Py
szamu ismétlés nélkiili permutacidhoz jutunk. Ezek a permutaciék mind kiilonb6zoek és minden permutéaciét
megkapunk, ezért P, = kylko! - - - kPR k) agag plkikake) g1 kol k) O

A P,(Lkl’kZ""’kT) szamokat polinomidlis szimoknak vagy polinomidlis egyiitthatoknak is nevezziik, mert ezek
a polinomidlis tételben szerepld egyiitthatdk, lasd késébb. Mas jelolés: (, " ) = (FFPt 4k Figyeljiik

K1,ka,..., E1,ko,. ko
meg, hogy Pr(ll,l,...,l) _ Pm Pr(lk,l,l,.“,l) _ %l _ %

2.4. Feladat. Hényféle kiilonboz6 sorrendje van n olyan elemnek, amelyek koziil k szamu egyenld és a tobbi
n — k is egyenld, de az el6bbiektd] kiillonbozo?

|
Megoldas. Pnh = "
& n Kl(n— k)!

3. Variaciék

3.1. Feladat. Az 1,2, 3,4 szamok koziil valasszunk ki kett6t és irjuk fel ezeket az Gsszes lehetséges sorrend-
ben. Mennyi a lehetéségek szama?

Megoldéas. A kovetkezoket kapjuk:

12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43

A lehet&ségek szama 12.

3.2. Definicié. Legyen adott n kiilonbozé elem (n > 1). Vélasszunk ki koziiliik & elemet, ahol 1 < k < n és
irjuk fel ezeket az Gsszes lehetséges sorrendben. Ezeket a sorrendeket az n elem k-adosztalyt variaciéinak
nevezziik. Jelolje V¥ az n elem k-adosztalyt varidcidinak a szamat.

A 3.1. Feladatban V2 = 12. Kérdés: Mennyi V,*?

3.3. Tétel. Ha 1 < k < n, akkor | V¥ =n(n—1)(n—2)---(n—k+1)

Bizonyitas. A varidcidk képzését tekinthetjiik dgy, hogy adott n elem (pl. az 1,2,...,n szdmok) és adott k
hely (cella), ahovd a kivdlasztott elemeket az 6sszes lehetséges sorrendben beirjuk, 1ldsd 1. dbra.
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1 2 3 k—1 k

1. abra

Ezek utdn az 1.4. Tétel els6 bizonyitdsdhoz hasonléan: Az elsé helyre (celldba) az n elem koziil barmelyiket
irhatjuk, ez n lehet6ség, a masodik helyre a megmaradt n — 1 elem barmelyike keriilhet, ez n — 1 lehetdség,
tovabb, a harmadik elem a megmaradt n — 2 elem barmelyike lehet, ez ijabb n — 2 lehetdség, ... . Most a k-adik
celldndl meg kell dllnunk, az ide keriild elem megvélasztdsira n— (k—1) = n—k+ 1 lehet8ségiink van. Kapjuk,
hogy VF=n(n—1)(n—2)---(n—k+1). O

A fenti képlet jobb oldaldn a tényezdk szdma k. Ez a képlet igy is irhato:

vk _ nn—1)n-2)---(n—k+1)(n—k)(n—k—-1)---2-1  n!
"o n—kKn—-k-1)---2-1  (n—k)
!
tehat | VF = ﬁ . Ha k = 0, akkor innen V0 = % = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0 szamu
n—k)! :

elemet egyféleképpen valaszthatunk ki és permutalhatunk: tgy, hogy egy elemet se vesziink.

Figyeljitk meg, hogy V,} = n, V* = P,, = nl. Ha k > n, akkor nem lehet varidcidkat képezni, ezért k > n
esetén célszerti haszndlni, hogy V¥ = 0.

A variaciok pontosabb definiciéja a kovetkezs:

3.4. Definicié. Variacidknak nevezziik egy véges halmaznak egy masik véges halmazba val6 injektiv leképe-
zéseit. Részletesebben: ha A egy k elemi halmaz, B pedig egy n elem@ halmaz (n,k > 1), akkor az f: A — B
injektiv fiiggvényeket n elem k-adosztdlyd (ismétlés nélkiili) varidcidinak nevezziik.

Ha k > n, akkor nincs ilyen injektiv fiiggvény, ha pedig k < n, akkor az ilyen injektiv fiiggvények szama V*.

Szokdsos a kovetkez jelolés: ha x valds szadm és k > 1 természetes szam, akkor [z]; = z(z—1)(x —2) - (v —
E+1). Igy 1 <k<nesetén V¥ = n, =nn—-1)(n—-2)---(n—k+1).

4. Ismétléses variaciék

4.1. Feladat. Az 1,2, 3,4 szamok koziil valasszunk ki kett6t tgy, hogy ugyanazt az elemet kétszer is vehetjiik
és 1rjuk fel ezeket az Gsszes lehetséges sorrendben. Mennyi a lehetoségek szdma?
Megoldéas. A kovetkezdket kapjuk:

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44

A lehet&ségek szama 16.

4.2. Definicié. Legyen adott n kiilonboz6 elem (n > 1). Valasszunk ki koziiliikk & elemet, ahol k& > 1
ugy, hogy ugyanazt az elemet tobbszor is vehetjiik és irjuk fel ezeket az Gsszes lehetséges sorrendben. Ezeket a
sorrendeket az n elem k-adosztalya ismétléses varidcidinak nevezziik. Jelolje Vﬁ az n elem k-adosztalyu
ismétléses variacidinak a szamat.

A 4.1. Feladatban V7 = 16. Kérdés: Mennyi V7

4.3. Tétel. Han,k > 1, akkor Vﬁ =nk

Bizonyitas. Ugyanigy, mint a 3.3. Tétel bizonyitasaban, de most a k szamu cella mindegyikébe barmelyik
. . - . —k
elemet irhatjuk az n koziil. Kapjuk, hogy V,, =n-n---n = n*. O
k—szor
Az ismétléses varidciok a kovetkezoképpen is definidlhatdk:
4.4. Definicié. Ismétléses variacidoknak nevezziik egy véges halmaznak egy mdésik véges halmazba vald
leképezéseit. Részletesebben: ha A egy k elemil halmaz, B pedig egy n elemii halmaz (n,k > 1), akkor az

f A — B fiiggvényeket n elem k-adosztalyt ismétléses variacidinak nevezziik.

Ha n,k > 1, akkor az f : A — B fiiggvények szdma nk.
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Figyelem! Az ,ismétléses” jelzonek mas jelentése van a permutaciokndl és mas a variacidknal. Az ismétléses
permutdcickndl ez arra vonatkozik, hogy a permutdlandé elemek kozott ismétidddek (azonosak) vannak. Itt
pontosan meg van adva, hogy az ismétléds elemek a permutaciokban hanyszor fordulhatnak eld.

Az ismétléses variaciok esetén n kilonbozd elembél kell a varidcidkat képezni gy, hogy mindegyik elemet
akdrhanyszor felhasznalhatjuk.

Figyeljitk meg azt is, hogy a permutdcidk a varidcidknak egy speciélis esete (ha k = n), ugyanakkor az
ismétléses permutaciék nem specialis esetei az ismétléses varidciéknak.

Az ismétléses variacié fogalma &dltaldnosithato:

4.5. Feladat. Adott n doboz, benniik rendre ki, ks, ..., k, darab paronként kiilonbozé targy. Mindegyik
dobozbdl kivalasztunk egy targyat. Hanyféle kivalasztas lehetséges a rogzitett sorrend mellett?

Megoldas. A lehetdségek szama kiks---k,. Az els6 dobozbdl ugyanis ki-féle targyat valaszthatunk.
Barmelyik targyat is valasztottuk, a masodik dobozbdl valé hizasnal a valasztast ko-féleképpen folytathatjuk,
igy az els6 két targy kivalasztasara ki ks lehetéségiink van. Ez a harmadik dobozbdl valé huzassal ks-féleképpen
folytathaté, és igy tovabb.

Ezt a szamitasi modszert, amely a , lehetségek szama = részlehetdségek szamainak szorzata” elven alapszik
és amelyet a fentiekben mar t6bbszor hasznaltunk, szorzasi szabalynak nevezziik.

4.6. Feladat. Hiny pozitiv osztéja van az 48600 = 23 - 3° - 52 szdmnak?

Megoldés. 4 -6 -3 = 72. Ugyanis az adott szam barmely pozitiv osztéja 2¢ - 37 - 5¢ alaki, ahol 0 < a < 3,
0<b<5,0<c<2. Az a kitevé megvalasztdasara tehat 4 lehetéség van, b-re 6, c-re 3.

Altaldnosités: Adott az n = p1'ps? - - - pp” szam, ahol py,pa, ..., p, paronként kiilonboz6 primszamok. Akkor
n pozitiv osztéinak szdma 7(n) = (a1 + 1)(ag + 1) -~ (a, + 1).

Kombinatorikai feladatokban més esetekben a lehet6ségek szamat nem szorzassal, hanem 6sszeadassal kapjuk
a kovetkezO Osszeadasi szabdly szerint: ,0sszes lehetOségek szama = az egymast kizard eseteknek megfelelo
lehet6ségek szamainak osszege”. Gyakran egyiitt kell alkalmaznunk a szorzasi szabdlyt és az Gsszeaddsi szabalyt.

4.7. Feladat. Tekintsiik azokat a domindkat, amelyek mindkét felén a pontok szama 0-tél 8-ig terjed. Ezeket
a pontok szamanak megfeleléen igy azonosithatjuk: zy, ahol 0 <z <y < 8.

a) Hany ilyen dominé van?

b) Hanyféleképpen lehet a 45 ilyen dominé kéziil kettét kivdlasztani tigy, hogy a két dominét egymds mellé
lehessen tenni (azaz valamelyik feliikén a pontok szdma azonos)?

Megoldas. a) Ha = = 0, akkor y értékei 0,1,2,...,8 lehetnek, ez 9 lehetéség. Ha o = 1, akkor y értékei
1,2, ...,8 lehetnek, ez 8 lehetdség, és igy tovabb, ha x = 8, akkor csak y = 8 lehet, ez 1 lehetéség. Az Gsszeadasi
szabdly szerint a domindk szama 9 + 8 + ... + 1 = 45.

b) Valasszunk egy dominét. Ez lehet 1. eset: ,dupla” domind, azaz 00,11,22, ..., 88, ezek szdma 9, vagy 2.
eset: olyan domind, amelyre x < y, ezek szama 36.

Az 1. esetben a masodik domindt 8-féleképpen valaszthatjuk, pl. 22 esetén vehetjiik a 02, 12, 23, 24, 25, 26,
27, 28 jelzéstieket.

A 2. esetben 8 + 8 = 16-féle part valaszthatunk, pl. 27 lehetséges parjai: 02, 07, 12, 17, 22, 23, 24, 25,
26,28,37,47,57,67,77,78.

A szorzasi szabdly szerint az 1. esetben 9-8 = 72, a 2. esetben pedig 36 - 16 = 576 a lehet&ségek szama. Az
Osszeaddsi szabaly szerint az Osszes lehetdségek szama 72 + 576 = 648.

Az el6bbiekben kiilonbséget tettiink aszerint, hogy a két dominét milyen sorrendben hiizzuk. Minden 6sszeillé
dominé-par kétszer is szerepel, pl. 35 és 52 majd 52 és 35. Ha ezeket nem tekintjiik kiilonbozoknek, akkor a
lehet6ségek szama az elobbi fele, azaz 324.




