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Ez az utolsé két el6adas vazlata, részletesebben lasd pl. a kovetkezd konyvekben:
— Lovasz Laszlo, Pelikan Jozsef, Vesztergombi Katalin, Diszkrét matematika, Typotex, Budapest, 2006,
— Hetyei Gabor, Kombinatorika és grafelmélet, Janus Pannonius Tudoméanyegyetem Pécs, 1996.

21. Multigrafok, grafok bejarasa

Ebben a szakaszban olyan (irdny{tds nélkiili) grafokat is vizsgdlunk, amelyeknek t6bbszoros éleik és hurokéleik
is lehetnek. Ezeket multigrafoknak is nevezziik. Definicigjuk a kovetkezo:

21.1. Definicié. Legyenek V és E tetszéleges nemiires halmazok, ¢ : E — {{z},{z,y} : z,y € V,ax # y}
pedig egy tetszlleges fiiggvény. A G = (V,E,p) rendszert (irdnyitds nélkiili) grafnak, vagy multigrafnak
nevezziik, ahol V elemei a graf pontjai, E elemei a gréf élei. Ha egy e € E élre ¢(e) = {x,y}, ahol z # y, akkor
x és y az e él végpontjai. Ha ¢(e) = {z}, akkor az e é] hurokél.

21.2. Feladat. Legyen példdul V = {1,2,3,4,5}, E = {e1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, €5} 6s p(e1) = {1,2}, p(ea) =
(1,3}, ples) = {1,3}, glea) = {3}, ples) = {4,5}, wles) = {4,5}, pler) = {4}, ples) = 3,5},

Rajzoljuk meg ezt a grafot.

A séta, ut és kor fogalmét hasonléképpen definidljuk, mint az egyszerl grafok esetén.

21.3. Definicié. Legyen G egy (multi)graf. Egy olyan sétét, amely G minden élét tartalmazza (ponto-
san egyszer) Euler-sétianak vagy Euler-vonalnak nevezziik. Ez zart Euler-séta, ha végpontjai azonosak,
ellenkez6 esetben nyitott Euler-séta.

A G graf Hamilton-kore egy olyan kor, amely G minden pontjan dthalad.

A konigsbergi-hidak probléméja (17. szakasz) igy is megfogalmazhaté: Van-e a 12. 4bréan levd gréfban zért
Euler-séta?

21.4. Tétel. (Euler) Legyen G egy dOsszetiiggd graf.

i) Ha G-ben ketténél tobb pdratlan foki pont van, akkor G-ben nincs Euler-séta.

ii) Ha G-ben pontosan ketté pdratlan fokid pont van, akkor G-ben létezik Euler-séta. Minden Euler-séta
nyitott és végpontjai a paratlan fokd pontok.

iii) Ha G-ben nincs pédratlan fokii pont, akkor G-ben létezik Euler-séta. Ekkor minden Euler-séta zdrt.

Bizonyitas. iii) Tegyiik fel, hogy G-ben minden pont foka pdros. Algoritmust adunk a graf bejdrdsdra,
amely egy zart Euler-sétdhoz vezet.

Induljunk el egy tetszOleges v pontbdl egy tetszoleges élen és haladjunk ameddig csak lehet még be nem
jart éleken. Szamozzuk meg a bejiras sorrendjében a bejart éleket. A felétel miatt csak vi-ben akadhatunk el.
Ha nem jartuk be az 0sszes élt, akkor van olyan be nem jart él, amely egy méar érintett vo pontra illeszkedik.
Induljunk el v9-bél be nem jart éleken haladva. Csak ve-ben akadhatunk el. Szamozzuk djra a bejart éleket
ugy, hogy megtartjuk az el6z6 szamozast, amig vo-be nem jutunk, majd a masodszor bejart éleken folytatjuk a
szamozast a ve-ben vald elakadésig, ezutan pedig az el6szor bejart éleken folytatjuk a szamozést vo-t61 kezd6den.
Ezt az eljarast ismételve végiil egy zart Euler-sétat kapunk. [

21.5. Feladat. Kiilonbo6z6 grafokra vizsgaljuk meg az el6z6 Tétel alkalmazhatésdgat. Alkalmazzuk az el6bbi
algoritmust.

21.6. Feladat. Nem szerepel az elobbi Tételben az az eset, amikor a G grafnak pontosan egy paratlan foku
pontja van. Vajon miért?

Ezt a Tételt gyakran igy adjuk meg:

21.7. Kovetkezmény. Egy Osszefiiggs gratban akkor és csak akkor van zart Euler-séta, ha a graf minden
pontjanak a foka paros.

A Hamilton-korok problémaéja hasonlit az Euler-sétdkéra. Kérdés: Hogyan dontheté el, hogy egy grafnak
van-e Hamilton-kore?

Erre vonatkozéan nem ismeriink sziikséges és elégséges feltételt. Egy elégséges feltételt ad a kovetkezd

21.8. Tétel. (Dirac Gdbor) Ha egy n pontii (n > 3) egyszerii graftban minden pont foka > n/2, akkor a
grafnak van Hamilton-koére.

22. Sikbeli grafok

22.1. Definicié. Egy (véges) graf sikba rajzolhaté vagy sikbeli graf, ha megrajzolhaté gy a sikban,
hogy az éleik ne messék egymast.

22.2. Feladat. Sikbeli graf-e vajon a K5 teljes graf. Es ha elhagyjuk egy élét?

22.3. Feladat. Igazoljuk, hogy minden véges graf megrajzolhaté a térben gy, hogy az éleik ne messék
egymast és minden él egy egyenes szakasz legyen.
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Megoldas. Indukcidoval. A kovetkez6 pontot vegyiik fel gy, hogy ne legyen rajta semelyik korabbi hdrom
pont altal meghatéarozott sikon.

Legyen G egy olyan véges, egyszerii, Osszefiiggd graf, amely megrajzolhaté a sikban. A G graf a sikot
tartomanyokra osztja, ezeket nevezziik ,,orszagoknak”. Minden orszag korlatos, kivéve egyet, amely nem korldtos,
ez korbeveszi a tobbit és ebben ,kidlld” élek is lehetnek. Akkor

22.4. Tétel. (Euler-képlet) Orszdgok szdma + pontok szdma = élek szama + 2.

Jelolje ¢ a pontok szamat, e az élek szamat, { pedig az orszagok szamat. Akkor: |[{+c=e+ 2|

Bizonyitas. ...

22.5. Tétel. A K5 graf nem rajzolhaté meg a sikban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy K5 megrajzolhaté a sikban. Itt ¢ = 5, e = (;) = 10 és az Euler-képlet
szerint az orszagok szdma ¢ = e + 2 — ¢ = 7. De minden orszigot legalabb 3 él hatarol, igy lennie kell legaldabb
3.7
—5 = 10,5 élnek (2-vel osztottunk mert minden él két orszdgot hatdrol). Ellentmondésra jutottunk. O

22.6. Tétel. Egy n pontd dsszeliiggd sikba rajzolhaté gréfnak legfeljebb 3n — 6 éle lehet (n > 3).

Bizonyitas. ...

22.7. Tétel. A , hdrom héz - hdrom kiit” problémanak megfelel6 K3 3 graf nem rajzolhaté meg a sikban.

Bizonyitas. ...

22.8. Definicié. Egy graf paros graf, ha pontjai két, A és B halmazba oszthatdk gy, hogy a graf minden
éle egy A-beli és egy B-beli pontot kot Ossze.

Az elébbi K3 3 graf un. teljes paros graf, itt |A| = |B| = 3 és a hdzak A halmazdnak minden pontjdt él koti
Ossze a kutak B halmazanak minden pontjaval.

Az Euler-képlet poliéderekre:

22.9. Tétel. Minden konvex poliéderre: , ahol ¢ a poliéder csiicsainak szama, e az élek szama,
¢ pedig a lapok szama (innen az { jelélés).

Melyek azok a grafok, amelyek megrajzolhaték a sikban?

22.10. Tétel. (Kuratowski) Egy grdf akkor és csak akkor rajzolhaté meg a sikban, ha nem tartalmaz
részgratként a Ky teljes graffal vagy a K3 3 teljes paros graffal topologikusan izomorf részgréfot.

Itt két (rész)graf topologikusan izomorf, ha masodfokd pontok létesitése vagy torlése ismételt alkalmazasaval
egymasba atvihetok.

23. Grafok szinezése
- a grafok pontjainak szinezése 1gy, hogy a szomszédos pontok kiilénbozo szintiek legyenek:

23.1. Tétel. Legyen G egy graf. Egyenértékiiek a kovetkezo allitasok:

1. G kiszinezhet6 2 szinnel,

2. G péros gréf,

3. G nem tartalmaz paratlan hosszisagi kort.

23.2. Definicié. Ha egy G graf kiszinezhetd k szinnel, (k — 1) szinnel azonban nem, akkor azt mondjuk,
hogy a graf kromatikus szama k, jelolés: x(G) = k.

23.3. Tétel. Ha egy graf minden pontjanak a foka < k, akkor a graf kiszinezheté k 4+ 1 szinnel.

Bizonyitas. Azonnali ...

23.4. Tétel. (Brooks) Legyen G egy Osszetiiggd graf, amely nem teljes graf és nem egy pdratlan hosszisdgu
kor. Ha G-ben minden pont foka < k, akkor a graf k szinnel kiszinezheté.

23.5. Tétel. (Négyszintétel) Minden sikba rajzolhaté gréf kiszinezhetd 4 szinnel.

Masképp: Minden politikai térkép orszagai kiszinezhetOk 4 szinnel gy, hogy a szomszédos orszagok kiilon-
bo6z6 szintiek legyenek.

- a grafok éleinek szinezése ugy, hogy a szomszédos élek (kozos végponttal rendelkez6 élek) kiilonbozé szinfiek
legyenek:

23.6. Definicié. Ha egy G gréf élei kiszinezhetSk k szinnel, (k—1) szinnel azonban nem, akkor azt mondjuk,
hogy a graf él-kromatikus szama k.

23.7. Tétel. (Gupta, Vizing, 1966) Ha egy egyszer(i grafban minden pont fokszdma < k, akkor a graf
él-kromatikus szama < k + 1.
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