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A tovabbiakban ismertetiink egy moddszert, amely lehet6vé teszi a cimkézett fak megadasat a megfeleld
abra nélkiil, az Gn. Priifer-kod segitségével. A fa persze megadhaté az élek felsoroldsdval vagy a szomszédsagi
matrixszal is, de ez egy tomorebb reprezenticid, amely ugyanakkor elvezet a Cayley-tétel bizonyitasdhoz is.

Tekintsiink egy n ponti cimkézett grafot, a cimkék legyenek a 0,1,2,...,n — 1 szamok. Akkor a fa Priifer-
kédja egy, a 0,1,2,...,n — 1 szdmok koziil (n — 2) szémbdl 4116 alakii kéd, ahol fontos a szamok
sorrendje.

A 0 cimkéji pontot a fa gytkerének nevezziik, ez a fa tetszbleges rogzitett pontja lehet. A gyodkértol
kiilonb6z6 els6fokil pontokat a fa leveleinek nevezziik. Biztosan van legalabb egy levél. Mi tobb, ha a gyokér
nem els6fokn, akkor 1étezik legalabb két levél, lasd 19.6. Tétel.

A Priifer-kédot a kovetkezéképpen kapjuk meg:

Megkeressiik a levelek koziil a legkisebb cimkéjiit (¢1) és leirjuk ennek a szomszédjat (k1). Ez lesz a kéd
elsd szama (kp). Toroljiik a ¢; pontot a hozzdtartozé éllel egyiitt. Megkeressiik a megmaradt fa levelei koziil a
legkisebb cimkéjiit (t2) és leirjuk ennek a szomszédjat (ka). Ez lesz a kéd mésodik szdma (k2). Most toroljik a
to pontot a hozzdtartozo éllel egyiitt. Keressiik meg a megmaradt fa levelei koziil a legkisebb cimkéjiit (¢3) és
leirjuk ennek a szomszédjat (k3). Ezt ismételjiik (sorra letépjiik a leveleket) mindaddig, amig egy két pontbdl
4ll6 fa nem marad. Igy dsszesen (n —2) pontot tordltiink, a torolt pontok szomszédaibdl 116 kéd tehat valéban
(n — 2) szambdl all.

Példdul, adott a 24. abran levé n = 9 pontu fa. 2 3 7
El6szor a 2 pontot kell torolni: ¢ = 2, ennek szom-
szédja a ki = 4, toroljik az 5 pontot: o = 5, ennek a

szomszédja a ko = 4, tovabb t3 =6 és ks = 0,14 =7 8 1 4 0 6
bsky=3ts=3éks=0,t6=8éskeg=1,1; =1 ©, O O O
és k7 = 4 (rendre letépjiik a megmaradt fa leveleit).
Készitsiink egy tdblazatot igy: 5

2 5 6 7 3 8 1 .

4 40 3 0 1 4 24. abra

A kéd tehat ennek a mésodik sora: 4403014 | Megjegyezziik, hogy igy végiil megmarad a 4 — 0 él, a 4
torlésével a 0-t is lefrhatnénk, de ez felesleges, mert mindig a 0 gyokér az utolséd szam.

Ebben az eljasban az az igazdn figyelemre mélt6, hogy egy ilyen kéd megaddsaval rekonstrudlhaté a fa.
Tehat

19.9. Tétel. A Priifer-kéd egyértelmiien meghatarozza a fat.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a Priifer-kdd ismeretében egyértelmiien megadhaté a fa n—1 éle. Tekintsiik
a kovetkezo példat. Adott az kéd. Ez 8 szambdl all, ezért n — 2 = 8, tehdt egy n = 10 pontu fardl
van szo6. Melyek voltak vajon azok a tq,ts,...,ts pontok, amelyek torlésével ezt kaptuk? Mi dllhat az alabbi
tablazat els6 sordban?
ty te t3 ty ts ts tr ts
5 2 4 1 0 2 3 1

Lehet-e t; = 17 Nem, mert mert ekkor az els§ 1épésben torolniink kellett volna, és nem szerepelhetne a
tablazat masodik sordban. Lehet-e to = 2?7 Nem, ugyanezen oknal fogva. fgy ty # 1,2,3,4,5. Kovetkezik
innen, hogy ¢t; = 67 Igen, mert ha a 6 nem lenne els6éfoku pont, akkor szomszédja lenne valaminek, és bekeriilt
volna a mésodik sorba. Tehat ¢; = 6.

Mi lehet to?7 Az elsé oszlop elhagydsaval az 5 kikeriil a masodik sorbdl, és az 5 lesz az a legkisebb szam,
amely nem szerepel a masodik sorban. Tehat to = 5. Tovabb hasonléan: t3 =7, t4 =4, t5 =8, tg = 9, t7 = 2,
ts = 3, azaz:

6 5 7 4 8 9 3
5 2 4 1 0 2 1

T w N

A szabdly tehat ez: az elsé sor minden eleme az a legkisebb pozitiv szam, amely nem szerepel korabban az
els6 sorban vagy késébb a masodik sorban.

Hidnyzik még az 1, ez alkotja a 0 gyokérrel az utolsé élet. Ezzel kiegészitve kapjuk a bovitett tablazatot:
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8 4 7
6 5 7 4 8 9 2 3 1
5 2 4 1 0 2 3 1 0
Az oszlopok jelentik az éleket és ennek alapjan re- 0 1 3

konstrualhaté a fa. Kezdjiik az utolsé oszloppal és ha-
ladjunk visszafelé, igy egy egyre béviilé fat kapunk(!),
lasd a 25. &brat. 6 5 2 9

Ezek a meggondolasok teljesen altalanosak és a tu-
lajdonsag bizonyitasat adjak. O

19.10. Feladat. Melyik az a fa, amelynek a Priifer-kédja |5323417203 |7

Nem lehetne egyszeriibben kodolni? Felejtsiik el egy rovid idére a Priifer-kédot és tekintsiik a kovetkezo
feladatot:

19.11. Feladat. Prébélkozzunk a kovetkez6 egyszeriibbnek tiiné kodoldssal: Adott egy cimkézett fa, ennek
rogzitett a gyokere. Vegyiik sorra az éleket és irjuk le el6bb a gyokértol tavolabbi pontot, majd a gyokérhez
kozelebbi pontot. Az éleket rendezziik az els6ként leirt pontok névekvo sorrendjében. Pl. a 24. abrabdl kindulva
ezt kapjuk:

25. abra

1 2 3 4 6 7 8
4 4 0 0 0 3 1

= ke Ot

A prébakdd legyen a tédbldzat mésodik sora: 4400
szamot.

a) Biztos az, hogy az els§ sorban mindegyik szdm egyszer szerepel?

b) Rekonstruédlhaté-e ennek a probakédnak alapjdn a fa? Vizsgaljuk a kovetkezd prébakédokat: 012345678,
876543210,000000,312545.

¢) Miért nem j6 ez a médszer? Miért nem lesz ez kéd?

031. Egy n pontu finak igy megfeleltetiink n — 1

Térjiink vissza a Priifer-kédhoz és igazoljuk a Cayley-tételt.
19.12. Tétel. (Cayley-tétel) Az n pontid cimkézett [k szdma ’ T, =n""2 n>1 ‘
Bizonyitas. Ahogy azt lattuk, a Priifer-kéd bijektiv megfeleltetést 1étesit az n ponti cimkézett fak és azok

kozott az n — 2 tagu szamsorozatok kozott, amelyek minden tagja a 0,1,2,...,n — 1 szamok valamelyike. Az
n—2 (

. p Fn—2 . (114 cs oy ‘ .. . . .
ilyen sorozatok szama V, =~ =n ismétléses varidcick szama). Kovetkezik, hogy ugyanennyi az n ponti

cimkézett fak szdma is. O

19.13. Definicié. Egy kormentes, de nem feltétleniil 6sszefiiggd graf neve erds. Azonnali, hogy egy erdd
osszefiiggd komponensei fik (innen szdrmazik az elnevezés).

19.14. Feladat. Hany éle van egy n ponti, k komponensii erdének?

20. Feszitofak, Kruskal-algoritmus
Ebben a szakaszban is egyszerii grafokkal foglalkozunk.

20.1. Definicid. Egy osszefiiggd graf feszit6fajanak nevezziitk a graf olyan feszitd részgrafjat, amely fa
(ldsd a 18.10. Definicidt).

Masképp: Egy osszefliggo graf feszitofaja a graf olyan részgrafja, amely az adott graf minden pontjat tartal-
mazza (a graf élei koziil csak bizonyos éleket), és amely fa. A feszitéfa mas elnevezése: favaz.

A 26. 4brén a bal oldalon egy 20 pontt Osszefiiggd graf 1dthaté (ugyanaz, mint a 20. dbrdn), a jobb oldalon
pedig ennek egy feszit6 grafja.

20.2. Tétel. Minden Osszefiiggd grafnak létezik feszitbfdja.

Bizonyitas. Legyen G egy tetszoleges 6sszefiiggd graf. Ha G kormentes, akkor G egy fa és G lesz a feszitofa.
Ebben az esetben G az egyediili feszitofa.

Ha G nem osszefiiggd, akkor van benne egy C kor. A C kor egy e élét elhagyva G\ {e} Osszefiiggd marad,
lasd 18.17. Feladat. Ha G \ {e} kormentes, akkor egy fa, és ez lesz egy feszitéfa. Ellenkez6 esetben hagyjuk el
egy kor valamelyik élét. Ezt ismételve véges sok 1épés utan a G egy feszit6fajahoz jutunk. O

Ha egy G Osszefligg6 grafban van kor, akkor G-ben tobb feszitofa is van, és ezek kozott nem izomorfak is
lehetnek.
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20.3. Feladat. i) Adjuk meg a 26. dbran levd bal oldali graf més fesz{t6fdit.
i) Adjuk meg a 16. dbrdn lev els6 graf néhény fesz{téfajat. Keressiink nemizomort feszitéfikat.

U1 V2 U3 Vg _Us U1 V2 U3 VU4 Us

V10 V10

V15 V12 | V13 _ V14 | V15

V19 _ V20 V16 | V17 V18 | V19 _ V20

26. 4bra

Nézziik a kovetkez6 gyakorlati problémat: Adott n telepiilés, amelyek kozott vizvezeték halézatot akarnak
létesiteni uigy, hogy az minden telepiilést ellasson az egyik A telepiilésen levo vizforrasbdl. Nem akarjak feltétlentil
A-t 6sszekotni az Osszes tobbivel, a hdlézaton keresztiil azonban mindegyik szamara biztositani akarjak a vizzel
vald elldtést. Az egyes telepiilések kozotti kozvetlen vezetékek épitési koltségei ismertek (ezeket a tdvolsdg, a
domborzati viszonyok és egyébb tényezSk hatdrozzék meg).

Kérdés: Mely telepiiléseket kell kdzvetleniil 6sszekapcsolni gy, hogy a teljes épitési koltség a lehetd legkisebb
legyen?

Grafelméleti fogalmakat hasznalva: Adott egy n ponti teljes graf, amelynek minden éléhez hozzarendeliink
egy pozitiv valds szamot, az épitési koltséget.

Feladat: Hatarozzuk meg ennek a grafnak egy olyan részgrafjat, amely

- Osszefiliggo,

- minden pontot tartalmaz,

- éleihez rendelt koltségek 6sszege minimalis.

Azonnali, hogy a keresett részgraf egy fa, mert Osszefiiggd (feltétel) és kormentes, hiszen ha lenne benne
kor, akkor annak legkoltségesebb élét megsziintetve a részgraf dsszefiiggd marad, az Gsszkoltség pedig csokken.
Kovetkezik, hogy a keresett részgraf az adott n pontu teljes graf egy feszitofaja, amelynek n — 1 éle van.

Hogyan lehet egy ilyen feszitéfat megadni?

Tudjuk, hogy Osszesen n™ 2 szdmi n pontl cimkézett fa létezik (Cayley-tétel). Ha sorra akarndnk venni
a lehetdségeket, akkor pl. mér n = 10-re 10® = 100000000 lehetséges fat kellene megvizsgdlnunk. Ennél
egyszertibb és hatékonyabb mddszerre van sziikség, és ilyen eljaras létezik.

A gyakorlatban bizonyos telepiilések kozotti kozvetlen vezeték (kapcsolat) valamilyen meggondolds miatt
ki van zarva. A teljes graf helyett tehat adott egy Osszefiiggd graf, és ennek kell meghatarozni egy minimélis
koltségii feszitéfajat. Altaldban tsbb ilyen fa létezik.

Bemutatjuk a Kruskal-algoritmust, amely alkalmas ennek a feladatnak a megoldasara és amelynek lényege
a kovetkezd: kivélasztunk a legkisebb koltségli (legolesébb) élek koziil egyet, majd ismételten a még ki nem
valasztott, legolcsébb élek koziil kivalasztunk egy olyan élt, amely nem hoz létre kort a mar kivalasztott élekkel.

Pontosabban, legyen G egy n pontu 6sszefiiggd graf, amely éleinek halmaza E(G) és legyen ¢ : E(G) — (0, 00)
egy koltségfiiggvény a G élein. Hatérozzunk meg egy olyan F fesz{tofdt, amelyre a ¢(F) = Z c(e) teljes

ecE(F)
koltség minimalis.
Kruskal-algoritmus:
Rendezziik az éleket a koltségek novekvo sorrendjében:
E(G) ={e1,ea,....,em}, ahol c(e1) < c(ez) < ... < clen).

Legyen A =0 C E(G), A lesz a kivdlasztott élek halmaza.

Minden i = 1,2, ..., m esetén az e; élt vagy kivalasztjuk, vagy sem az A halmazba a kovetkezEképpen:
- Ha az AU {e;} élhalmaz nem tartalmaz kort, akkor az e; élt kivalasztjuk: A := AU {e;}.
- Ha az AU {e;} élhalmaz tartalmaz kort, akkor az e; élt nem valasztjuk ki, ekkor A nem véltozik.

Az algoritmus egy olyan I részgrafot eredményez, amelyet a G graf Gsszes pontja és az A-beli élek alkotnak
(E(F)=A).

20.4. Tétel. A Kruskal-algoritmus altal eredményezett F' részgraf egy minimalis koltségii feszitéfa.

Bizonyitas. Az algoritmus soran minden 1épés utan kormentes részgrafot kapunk, igy a F' output részgraf
is kormentes.
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Tegyiik fel, hogy F' nem 0sszefiiggd. Legyen F’ az F egy Osszefiiggd komponense. G sszefiiggd, ezért G-nek
van olyan e; éle, amelynek egyik végpontja F’-beli, a masik végpont pedig nem F-beli. Ez az e; ¢l nem keriilt
kivdlasztasra, azaz e; ¢ A. Ugyanakkor ez az e; él nem alkot kort F-ben, ezért az algoritmus sorén ezt ki kellett
volna valasztani. Ez ellentmondaést jelent.

Kovetkezik, hogy F' egy fa, és mivel F' pontjai kozott a G minden pontja szerepel (Indokoljuk meg!), ezért
F a G egy feszitofaja.

Most igazoljuk, hogy F' egy minimélis koltségli feszitéfa. Legyenek F' élei aq,asq,...,an—1 a kivalasztds
sorrendjében, azaz c(a;) < c(ag) < ... < ¢(an—1). Legyen ugyanakkor T egy tetszOleges, F-t6l kiilonbozé
feszitéfa, amely éleinek halmaza E(T) = {t1,ta,...,tn—1}.

Legyen a; (i > 1) az els6 olyan él az algoritmus sordn, amely nem éle T-nek (biztosan van ilyen él, mert
T # F), tehat aq, a9, ...,a;—1 € E(T), de a; ¢ E(T). Itt i = 1 is lehet, ebben az esetben mér ay ¢ E(T).

Az a; élt a T fdhoz hozzavéve egy C kort kapunk (14sd 19.3. Tétel). Ez a C kor nem lehet teljes egészében
F-ben, mert F egy fa, ezért C-nek létezik legaldbb egy olyan éle e éle, amely nem éle F-nek: e ¢ E(F), és éle
T-nek: e € E(T). Legyen T az a graf, amelyet tigy kapunk T-bél, hogy T éleihez hozzédvessziik a;-t és elhagyjuk
e-t, azaz E(T1) = E(T) U{a;} \ {e}. Akkor T is egy feszitéfa (Igazoljuk ezt!).

Megmutatjuk, hogy itt c(a;) < c¢(e). Tegyiik fel, hogy ez nem igy van, azaz c(e) < ¢(a;). Ha itt i = 1,
akkor c(e) < c(ay) ellentmond az algoritmus els§ 1épésének. Ha i = 2, akkor c(e) < c¢(ag) ismét ellentmondés,
mert e az aj-gyel nem alkothat kort, ezért a masodik 1épésben az e élt kellett volna vélasztani. Legyen ¢ > 3
és c(e) < c(a;). Az algoritmus az i-edik 1épésben nem az ,0lcsébb” e élt valasztotta, hanem a ,,dragdbb” a; élt,
aminek csak az a magyarazata lehet, hogy az e él kort alkot az F' fa mar kivéalasztott aq,as, ..., a;_1 éleivel. De
ezek az élek mind élei a T fdnak, ezért itt is ellentmonddsra jutunk. Koévetkezik, hogy valéban c(a;) < c(e).
Innen pedig azt kapjuk, hogy T; koltsége nem tobb, mint T kéltsége: ¢(T1) < ¢(T).

Cseréljiik ki a T fat a Ty fara. A Tj feszit6fanak tobb kozos éle van F-fel, mint T-nek, mert Tj-et ugy
kaptuk, hogy T egy nem F-beli élét (az e élt) egy F-beli élre (az a; élre) cseréltiik. Ha T3 kiilonbozik F-t6l,
akkor ugyanezt az eljarast ismételve olyan 15, T3,... feszitéfdkat kapunk, amelyeknek egyre tobb kozos éliikk van
F-fel és ... < ¢(T5) < c(Tz) < e(Th) < (T).

Véges sok 1épés (csere) utan olyan T}, fat kapunk, amelyre T), = F és kovetkezik, hogy F koltsége nem t6bb,
mint T koltsége: ¢(F) = ¢(Tg) < (T). O

Megjegyzések. 1. A fenti eljardast mohd algoritmusnak is nevezziik, mert az minden 1épésben a még nem
vizsgalt élek kozil a ,legolcsébbat” vélasztja. Csak akkor nem hasznilja a ,legolcsébbat”, ha az méar nem
megengedett. Ez a filozéfia” sok esetben, igy a fentiekben is (de nem mindig!) eredményre vezet.

2. Ha az eredeti G gréaf élei mind kiilonboz6 koltségliek, azaz c(e1) < c¢(ez) < ... < ¢(en,), akkor a fentiek
szerint kovetkezik, hogy a minimalis koltségi feszitéfa egyértelmiien meghatarozott.

3. Az R. C. Prim altal adott algoritmus a kovetkezo: Legyen G egy Osszefiigg6 graf. Tekintsiik ennek egy ay
tetszOleges pontjat. Az aq-bol kiindulé élek koziil valasszunk egy minimalis koltséglit, igy egy a1, as pontokbdl
allo fat kapunk. Valasszunk egy olyan minimalis koltség élt, amelynek egyik végpontja a; vagy as, a masik
végpontja pedig egy ezektol kiillonbozo ag pont, igy egy harompontu fat kapunk. Ezt ismételve, ha mar van egy
ai, as, ..., ap pontokbdl allé T fa, akkor valasszunk egy olyan minimalis koltségii élt, amelynek egyik végpontja
T-beli, a masik végpontja T-n kiviili, és ezt az élt vegyiik hozza T-hez. Az eljarast addig folytatjuk, mig egy
feszit6fat nem kapunk.

Igazolhatd, hogy az igy kapott feszitéfa minimalis koltség.

4. Egy més algoritmus: Legyen G egy Osszefiiggd graf. Rendezziik az éleket a koltségek csokkeno sorrendjé-
ben: E(G) = {e1,ea,...,ex}, ahol c(er) > c(ea) > ... > c(ey).

Legyen B = E(G), B lesz a kivdlasztott élek halmaza.

Minden i = 1,2, ..., k esetén az e; élt vagy toroljik a B halmazbdl, vagy sem a kovetkezSképpen:

- Ha a B élhalmaz tartalmaz olyan kort, amelynek egyik éle e;, akkor az e; élt toroljitk: B := B\ {e;}.
- Ha a B élhalmaz nem tartalmaz olyan kort, amelynek egyik éle e;, akkor B nem valtozik.
Igazolhatd, hogy ennek az algoritmusnak az outputja egy minimalis koltségili feszitéfa.
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