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18.13. Definicié. Legyenek ey = xpx1, €2 = T1To,..., € = Tip_1Tx egy G graf egymashoz csatlakozd
kiilonboz6 élei. Azt mondjuk, hogy W = ejes...ep, egy k hosszisigi séta, amelynek xg és xj a végpontjai
(angolul séta = walk).

A W zart séta (korséta), ha xg = xy, ellenkezd
esetben W nyitott séta.

A W séta nyitott ut, ha az xg,x1, ..., r; pontok
paronként kiillonbo6zdk.

A W séta zart at (korat) vagy koér, ha az
o, T1,...,L pontok paronként kiilonbozok, kivéve
xo = z, (ennek hossza k > 3).

Egy sétat tehat tgy kapunk, hogy kiindulunk egy 20. abra
pontbdl egy él mentén, beérkeziink egy masik pontba,
onnan tovabb haladunk egy maésik él mentén, és igy tovabb, mig eljutunk a séta masik végpontjaba. A bejart
élek nem ismétlédhetnek. Ha az érintett pontok sem ismétlédnek, kivéve esetleg a végpontokat, akkor utrol
beszéliink.

Példaul a 20. abran levé 20 ponta grafban vy — vy — v1s — v11 — Vg — V7 — vg egy nyitott séta. Pontosabban,
megadva az éleket, (vovr)(v7v12)(v12v11)(V11U6) (V6v7) (V7U8) €gy nyitott séta, amelynek hosszusiaga 6, végpontjai
v9 és vg. Ez nem 1t, mert a séta a v; pontot kétszer is érinti.

A v9-b0l indulé és ide visszaérkezO vy — vy — V19 — V11 — Vg — Uy — Vg — Vg — V4 — U3 — Vg, pontosabban
(v2v7) (v7v12) (v12011) (V1106) (Va7 ) (V7vs ) (Vg Vg ) (Vovy ) (V4v3) (V3U2) séta egy zdrt séta, amelynek hosszisdga 10.
Ez sem tt.

A vy — vy — v3 — vg — v5 -nek megfeleld (v1v2)(vavs)(v3vy)(v4vs) séta egy 4 hosszisdgu nyitott tt.

A vy —v3 —vg — V9 — vg — 7 — Vg -nek megfeleld (vov3)(vV3v4)(V4v9)(Vous)(Vgv7)(V7V2) egy 6 hossztisdgi zart
ut, azaz kor.

Vs

V10

V15

V20

18.14. Feladat. i) Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legaldbb 2, akkor a gréfban van egy
kor.

ii) Mit lehet mondani a grafrél, ha minden pont foka 27

Megoldas. i) Induljunk ki a gréf egy tetszdleges pontjabdl és haladjunk az éleken. Minden pont foka > 2,
ezért barmely 1j pontba jutva tovdbb mehetiink még be nem jart élen ({gy egy sétat kapunk). Csak akkor
akadhatunk el, ha olyan pontba jutunk, amelyet korabban mar érintettiink. De akkor bejartunk a grafban egy
kort.

18.15. Tétel. Legyen G egy n pontu graf. Ha G-nek van legalabb n éle, akkor GG-ben van kor.

Bizonyitas. Ha n = 1 vagy n = 2, akkor a feltétel nem teljesiilhet. Ha n = 3, akkor a grafot 3 pont és 3 él
alkotja, ez egy haromszog, és az allitas igaz. n-szerinti indukcioval tegyiik fel, hogy a tulajdonsig igaz minden
n — 1 pontu grafra. Legyen G egy olyan n pontu graf, amelynek van legalabb n éle. Tekintsiink a G-beli utak
koziil egy leghosszabbat (biztosan van ilyen).

Ha ez egy zart 1ut, akkor egy kor, és készen vagyunk.

Ha ez nyitott ut, akkor mindkét végpontja els6foki. Valoban, ha nem igy lenne, akkor az egyik végponthoz
ujabb €l csatlakoztatasaval egy hosszabb utat kapnank, ami ellentmond annak, hogy a valasztott Ut hossza
maximalis. Toroljiik az egyik végpontot a hozza tartozé éllel egyiitt. Kapunk egy olyan n — 1 pontu grafot,
amelynek van legaldbb n — 1 éle. Az indukcids feltétel szerint ebben van kor, és ez G-nek is része. [

18.16. Definicié. A G graf dsszefiiggd, ha barmely két u, v pontjara létezik olyan it G-ben (az Ut G-nek
részgrafja), amelynek végpontjai u és v. Az egy pontbdl 4ll6 grifot is dsszefiiggének tekintjiik.

A G maximalis, Gsszefiigeb részgrafjait a G 6sszefiiggé komponenseinek nevezziik. Ugyanazon kompo-
nenshez tartoznak azok a pontok, amelyek kozott van G-beli ut (amelyek élekkel dsszekstheték).

Megjegyzés. Az, hogy a graf két u,v pontjara létezik olyan ut G-ben, amelynek végpontjai u és v egy
relacié a graf pontjainak Vi halmazan. Ha megengedjiik a 0 hosszusagu utakat is, akkor beldthatd, hogy ez
egy ekvivalenciareldcié a Vi halmazon. Az igy meghatdrozott ekvivalenciaosztilyok lesznek a G Osszefiiggd
komponensei.

18.17. Feladat. Legyen G egy 0Osszefiiggd graf és ebben legyen C' egy kor. Akkor a C kor barmely e élének
torlésével kapott G\ {e} graf is osszefiiggd.

39



Dr. Téth Laszlé, KOMBINATORIKA (PTE TTK, 2007)

Megoldas. Legyen u, v a graf két tetszéleges pontja. Ha az ezeket Gsszekoté utban szerepel a torolt él,
akkor vehetjiik helyette a C' kornek a torolt él elhagyasaval kapott részét.

18.18. Feladat. Legyen G egy n pontu &sszefiiggd graf (n > 2). Igazoljuk, hogy ha az élek szdma < n,
akkor G-ben létezik legaldbb egy elséfoku pont.

Megoldas. Jelslje G pontjait Py, Py, ..., P,. G sszefiiggd graf, ezért nincs izoldlt pontja, azaz d(P;) > 1
minden i-re. Ha nem lenne elséfoki pont, akkor d(P;) > 2 minden i-re, és {gy a 17.6. Tétel szerint az élek
szdma |E| = (d(Py) + d(Ps) + ... + d(P,))/2 > (2n)/2 = n lenne, ami ellentmondés.

18.19. Tétel. Barmely n pontu dsszeliiggd grafnak van legalabbn — 1 éle (n > 1).

Megoldas. Ha n = 1,2,3, akkor ez igaz. mn-szerinti indukciéval tegyiik fel, hogy minden n — 1 pontu
Osszefiiggd grafnak van legaldbb n — 2 éle. Legyen G egy n pontu osszefiiged graf. Azt kell beldtnunk, hogy
G-nek van legalabb n — 1 éle. Tegyiik fel, hogy ez nem igy van. Akkor G-nek kevesebb, mint n — 1 éle van, és a
18.18. Feladat szerint van egy P els6foku pont. A P pontot a hozza tartozo éllel egyiitt tordlve egy n — 1 ponti
Osszefiiggd grafot kapunk, amelynek az indukcios feltétel szerint van legaldbb n — 2 éle. A torolt éllel egyiitt
akkor G-nek van legalabb n — 1 éle, ami ellentmondas.

Tovabbi feladatok:

18.20. Feladat. Legyen G egy tetszSleges (egyszerti) graf. Akkor G vagy G 6sszefiiggd.

Megoldas. Ha G osszefiliggs, akkor kész. Tegyiik fel, hogy G nem osszefiiggd. Akkor G-nek van legaldbb
két Osszefiiggd komponense. Igazoljuk, hogy ekkor G 6sszefiiggd.

Mi t6bb, ekkor G két teszdleges u és v kiilonbozé pontja kozitt 1étezik egy 1 vagy 2 hosszisdgi Gt G-ben.
Valéban,

1. eset. Ha u,v a G kiilonb6z6 Gsszefiiggd komponenseiben van, akkor nem szomszédosak G-ben, de szom-
szédosak G-ben.

2. eset. Ha u,v a G ugyanazon osszefligg6 komponensében van, akkor legyen ¢ egy pont egy méasik kompo-
nensben, ahol u, ¢ szomszédosak G-ben, v, t szomszédosak G-ben, tehdt ut,tv egy 2 hosszisagi it G-ben.

18.21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy n pontu (egyszeril) grafnak tébb, mint ("51) éle van, akkor a graf
Osszefiiggd (n > 1).

18.22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy 2n ponti (egyszerti) graf minden pontjdnak foka legaldbb n, akkor
a graf osszefiiggd (n > 1).

Utmutatds. Ha a graf nem Osszefiiggd, akkor legaldbb két komponensre bomlik. Mennyi lehet a kompo-
nensekben a pontok, ill. az élek szama?

18.23. Feladat. Adott n weboldal. Tudjuk, hogy ha valamelyik w weboldalrél van link egy mésik w’
oldalra, akkor w’-rél is van link w-re. Mutassuk meg, hogy ha az oldalak koéziil barmely kettd kozott van
linkekkel torténé (kozvetett) kapesolat, akkor a weboldalak kozott biztosan van (n — 1) szdmu kozvetlen link is.

A gréfok reprezentdlasara készitett dbrak tetszetdsek, a feladatok megoldasa sordn gyakran ilyen abrakat
vazolva gondolkodunk, de ezek programozasi célokra nem hasznalhatok.

Egy lehetoség a grafok szamitégépes tarolasara a kovetkezd. Ha xq,xo...,x, egy G graf pontjai, legyen
A = (aij)1<ij<n 8z az n X n-es matrix, amelyre a;; = 1, ha z;2; € Eg (z;z; a graf éle), és a;; = 0 ellenkezd
esetben (z;z; a grafnak nem éle). Ezt a graf szomszédsdgi matrixdnak nevezzik, amely szimmetrikus (a
f6atlora nézve) és a féatléban nulldk vannak. Pl. a 16. dbra els6 grafjanak szomszédsdgi métrixa:

01 011
1 01 00
A=10 1 0 1 0
1 01 01
10 0 10

19. Fagrafok

19.1. Definicié. Azokat az (egyszeril) grafokat, amelyek Osszefiiggdek és nem tartalmaznak kort fagra-
foknak, roviden faknak nevezziik.

19.2. Tétel. Egy G graf akkor és csak akkor fa, ha barmely két kiilonbéz6 pontja kozott pontosan egy it
vezet.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G egy fa. Akkor G &sszefiiggd (definicid), ezért barmely két kiilonboz4 pontja
kozott van ut. Tobb Ut nem lehet, mert akkor G-ben lenne kor, ami ellentmondés.
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Forditva, tegyiik fel, hogy G-ben barmely két kiilonb6z6 pont kozott pontosan egy tut vezet. Akkor G
Osszefiiggd (mert van t) és kormentes (mert csak egy it van), tehat G fa. O

A 21. dbrén néhény fagraf lathatd, az utolsé egy csillag(graf), az elétte levé egy tut(graf).

B L0

21. abra

A fakat definidlé két tulajdonsdg azt vonja maga utdn, hogy a fdknak nem lehet til kevés éliik, hiszen
Osszefiiggdek, de tul sok éliik se lehet, mert kormentesek. Masképp: A fagréafok minimalis dsszefiiggd grafok és
maximélis kormentes grafok. Pontosabban:

19.3. Tétel. Legyen G egy egyszerii graf. Akkor egyenértékiiek a kovetkez feltételek:

1) G fa(graf),

2) G dsszeliiggd, de ha bdarmely élét toroljiik, akkor nem marad Osszefiiggd,

3) G kormentes, de bdarmely tj él hozzavétele esetén a keletkezd graf tartalmaz kort.

Bizonyitas. 1) = 2) Tegyiik fel, hogy G egy fa. Akkor G &sszefiiggd (definicié). Tegyiik fel, hogy egy xy
élt torolve a kapott G’ graf osszefiiggd marad. Eszerint a G’ gréfban van z-et és y-t 6sszekdté P it. De akkor
az xy élt visszatéve a P 1t és az xy €l egy kort alkot, ami ellentmond a fa definicidjanak.

2) = 1) Tegyiik fel, hogy teljesiil a 2)-beli tuljdonsdg. Akkor G osszefiiggd és azt kell megmutatnunk, hogy
G-ben nincs kor. Indirekt médon, tegyiik fel, hogy G-ben van egy C kor. Akkor C-nek egy élét elhagyva a graf
Osszefiiggd marad, 1lasd 18.17. Feladat, ami ellentmondas. [

19.4. Feladat. Igazoljuk a 19.3. Tételben az 1) = 3) és 3) = 1) implikdcidkat.
19.5. Tétel. Ha G egy n ponti fa, akkor G-nek (n — 1) éle van.

Bizonyitas. Ha G egy n pontu fa, akkor G 6sszefiiggd, ezért G-nek van legaldbb (n — 1) éle, lasd 18.19.
Tétel. Ugyanakkor G kormentes, ezért G-nek legfeljebb (n — 1) éle van, 14sd 18.15. Tétel. Kovetkezik, hogy
G-nek pontosan (n — 1) éle van. O

19.6. Tétel. Barmely n > 2 pontu fanak van legalabb két elséfoku pontja.

Bizonyitas. Induljunk ki a graf egy tetszéleges pontjabdl és haladjunk az éleken tgy, hogy egy 1j pontba
érkezve mindig még be nem jart élen megyiink tovabb. Nem torténhet meg, hogy olyan pontba érjiink, amelyet
kordabban mar érintettiink, mert akkor bejartunk volna egy kort, ami lehetetlen. Csak akkor akadhatunk el, ha
egy elséfokd pontba jutunk (vesd Gssze a 18.14. Feladat megolddsdval).

Ezzel igazoltuk, hogy 1étezik legalabb egy elsoéfoktd pont. Hogyan mutathaté meg, hogy biztosan van még
egy elséfoku pont? O

Ha a tekintett fa egy ut, akkor ennek pontosan két els6foku pontja van, a végpontjai.

19.7. Feladat. Rajzoljuk le az n pontu fékat, ahol n = 1,2, 3,4. Mennyi ezeknek a szama? Azonositsuk az
egymadssal izomorf fadkat. Mennyi ezeknek a szdama?

Kérdések: Hany n pontu fa létezik? Hany n pontu, egymaéssal nem izomorf fa 1étezik?

Tekintsiik pl. a 22. abran levo két 5 pontu fat. Ha e két fanak ugyanolyan sorrendben megszamozzuk
(megcimkézziik) a pontjait, pl. az 1,2,3,4,5 szamokkal, akkor azt mondjuk, hogy ezek kiilonb6z6 cimkézett
fak (vagy szamozott fak). Altaldban két n pontd cimkézett fa akkor kiilonbdzé, ha van olyan (i,7) szampar,
hogy az egyik faban van ij €él, a masikban pedig nincs.

Ha elhagyjuk a pontok szamozasat, akkor cimké-
zetlen fakrdl (vagy szémozatlan fakrdl) beszéliink.
Két cimkézetlen fa akkor kiilonboz6, ha nem izomor-
fak. A 22. abran levé két fa egymaéssal izomorf, ezért
cimkézetlen fakként tekintve Gket nem kiilonbozéek.
22. abra
Ennek megfeleléen az el6bbi kérdések igy is megfogalmazhatdk:
Mennyi az n pontu cimkézett fak szdma? Mennyi az n pontd cimkézetlen fak szama?
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A 8. Tablazat az n ponti cimkézett és cimkézetlen fak szamat tartalmazza.

n 1121|314 5 6 7 8
cimkézett fak szama |1 |1 |3 |16 |125 [1296 | 16807 |262144
cimkézetlen fak szama |1 |1 |1 | 2 3 6 11 23

8. Téablazat. Az n pontu fagrafok szdma

Megéllapithat6, hogy adott n-re az n pontd cimkézetlen fak szama joval kisebb a cimkézett fak szamandl.

Jelolje x,, az n pontd cimkézett fak szamat A 8. TA&bldzat szerint x5 = 1 = 2272 23 = 3 = 3372,
ry = 16 = 4472 25 = 125 = 5°73. Innen mér megsejtheté a kovetkezd, Cayley-tételként ismert eredmény:
T, = n" 2 minden n > l-re (ez n = l-re is igaz). Ez egy meglepben egyszer(i képlet, amelyet bizonyitani
fogunk, a bizonyitas viszont nem olyan egyszeri.

19.8. Feladat. Hany n pontu cimkézett csillag 1étezik? Hany n pontu cimkézett ut 1étezik?

Megoldas. A vélasz: n, illetve n!/2. Miért épp ennyi?

Az n ponti cimkézetlen (tehdt nemizomorf) fék T,, szdmdra nincs hasonld egyszerii képlet, csak becslések
adhatok Mivel egy n pontu cimkézetlen fa legfeljebb n!-féleképpen cimkézheté meg, azonnal kovetkezik, hogy
T, > x,/n! = n""2/n! minden n > l-re. Az is igazolhaté, hogy T, < 4"~! minden n > 1-re.

A 23. dbréan a 6 pontu cimkézetlen fak lathatok, ezek szama Tg = 6.

Dt b oA A

23. 4bra
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