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Bevezetés

Ez az anyag tartalmazza az ,Algebra és szamelmélet” cimi targy 4. féléves részének kotelezd
elméleti anyagat és a feldolgozandé feladatoknak a nagy részét. Tartalmaz tovabba olyan kiegészito
részeket is, amelyek nem kotelezoek, ezek % ¥ jelek kozott szerepelnek. A feladatok el6tt W jel
all. A nehezebb feladatokat ¥V jeloli.

Az els6, ,Halmazok, relaciok, fliggvények” cimii fejezetben azoknak a kordbbiakban tanult al-
gebrai alapfogalmaknak az &attekintése szerepel, amelyeket hasznalni fogunk. Hasznalni fogjuk
tovabba a kovetkezo fogalmakat és az ezekre vonatkozd alaptulajdonsagokat: logikai miiveletek,
szamhalmazok, komplex szamok, egész szamok oszthatésaga, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kézos
t6bbszorss, maradékosztalyok (mod n), Euler-fiiggvény, métrix, determinéns.

A tételek, allitasok és bizonyitasok végét a [ jel mutatja.

Felhivom a figyelmet

— a definicidék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kévér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példékra (ezek dltaldban e jel utdn szerepelnek); adjanak, keressenek
tovabbi példédkat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazédsara és a bizonyitdsokra,

— a kitiizott feladatok megoldédsara.
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1. Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.A. Halmazok

A halmaz bizonyos jél meghatdrozott dolgok (targyak, fogalmak), a halmaz elemeinek az
Osszessége. Azt, hogy az a elem hozzatartozik az A halmazhoz igy jeldljik: a € A (a eleme
A-nak); b ¢ A jelentése: b nem eleme A-nak.

Egy halmazt egyértelmilen meghataroznak az elemei. Egy halmazt megadhatunk gy, hogy
felsoroljuk az elemeit, pl. A ={1,2,3,4}, B = {x,y, 2z} vagy dgy, hogy megadunk egy, a halmaz x
elemeire jellemz6 T'(z) tulajdonsigot: A = {z|T(x)} ={x: T(x)}, pl. A={z|z € Rés 0 <z <3}

Itt és a tovdbbiakban a szamhalmazokra az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

N ={0,1,2,3,...} a természetes szdmok halmaza, N* = {1,2,3,...} = N\ {0} a nullétd! kiilon-
boz8 természetes szdmok halmaza, Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...} az egész szdmok halmaza,
Q = {%la,b € Z,b # 0} a raciondlis szdmok halmaza, R a valés szdmok halmaza, C a komplex
szdmok halmaza. Tovabba Z* = Z \ {0}, Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0}, C* = C\ {0}, 2Z a péros
egészek halmaza, 27 + 1 a péaratlan egészek halmaza.

Az iires halmaz (egyetlen eleme sincs) jele: . Az A és B halmazokat egyenléknek nevezziik, ha
ugyanazok az elemei, azaz Vx:z € A< x € B, jel. A= B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz V x : x €
A=z € B, jel. AC B.

Jegyezzitk meg, hogy A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B és B C A.

Miveletek halmazokkal. Az A és B halmazok metszete a kozos elemek Osszessége: AN B =
{z|r € A és v € B}. Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt vagy idegen
halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése vagy unidja azoknak az elemeknek az Gsszessége, melyek hoz-
zatartoznak legalabb az egyik halmazhoz: AU B = {z|zr € A V z € B}.

Itt vV a "logikai vagy” miivelet, A pedig a "logikai és” miivelet.

Az A\ B kiilonbséghalmaz az A olyan elemeinek a halmaza, melyek nem tartoznak a B-hez:
A\B={z|lr € A N = ¢ B}.

Ha A C E, akkor FE \ A-t az A halmaz E-re vonatkoz6 kiegészitd vagy komplementer hal-
mazinak nevezziik, jelolés: Cp(A). Ha E, neve alaphalmaz, rogzitett, akkor a C(A) vagy A
jeloléseket is hasznaljuk.

Az A és B halmazok szimmetrikus kiilénbsége az AAB = (A\ B) U (B '\ A) halmaz.

1.A.1. Tétel. Ha A, B,C C E tetszbleges halmazok, akkor

1) (AnB)NC=ANn(BNC), (AUB)UC = AU (BUQCQC) (asszociativitas),

2)ANB=BNA, AUB=BUA (kommutativitds),

3) AN(AUB)=A, AU(ANB)= A (abszorbcid),

4) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (disztributivités),

5) AuCg(A)=E, ANCg(A4) =0,

6) C(ANB)=C(A4)ul(B), C(AuB)=C((A)NC(B) (de Morgan képletek),

7VANA=A, AUA=A,

8)C(C(A) =4, A\B=AnC(B),

9) AAB=(AUB)\ (AN B),

10) AAB = BAA, AAD=A, AAA=1

11) (AAB)AC = AA(BAC),

12) AN (BAC)=(ANB)A(ANC). O

Az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak nevezziik az
Ax B=A{(z,y) :x € A A y € B} halmazt. Itt (z,y) rendezett elempart jelsl, ahol lényeges az
elemek sorrendje: (z,y) = (z,t) akkor és csak akkor, ha © = z és y = 1.

Ha A és B elemeinek a szdma m, illetve n (m,n € N*), akkor A x B elemeinak a szdma mn.

1.A.2. Példa. ¢ A = {1,2,3}, B = {a,b} esetén Ax B = {(1,a),(1,b),(2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}.

Altaldnosan, az Ay, As, ..., A, halmazok Descartes-szorzata: A; x Ay x...x A, = {(z1, 22, ey Tp) :
x1 € Ay N xz9 € Ay Ao Nz, € Ay}, abhol (21,29, ...,2,) Un. rendezett elem n-es. Ha
A=Ay =..=A, = A, akkor jelolés: A x Ax..xA=A".

Példsul, R? és R? azonosithaté a sik, illetve a tér pontjainak halmazaval.
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Az A halmaz részhalmazainak az Gsszességét P(A)-val jeloljiik: P(A) = {B: B C A}, ez az A
hatvanyhalmaza.

Ha A elemeinek a szdma n (n € N*), akkor a részhalmazok szdma 2", azaz a hatvanyhalmaz 2™
elembdl all.

1.A.3. Feladatok. ¥ 1. Milyen A és B halmazokra igaz, hogy A\ B=B\ A ?

v 2. Ha AN C =0, akkor igazoljuk, hogy A\ (B\C)=(A\ B)\C.

Vv 3. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:

A={(r,y) e NxN|2? - (y+1)? =12}.
Vv 4. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:
B ={(z,y) e Nx N | 2% 4+ 2% = 5}.

Vv 5. Igazoljuk, hogy ha ANC'=BNCé AUC = BUC, akkor A = B.

Vv 6. Igazoljuk, hogy ha A, B, C, D tetszOleges halmazok, akkor:

a) (ANB)x (CND)=(AxC)N (B x D).

b) Az (AUB) x (CUD) = (A x C)U (B x D) &llitas nem igaz &ltaldban.

¢) (AUB)xC=(AxC)U(Bx().

d) (A\B)xC=(AxC)\(BxCQC).

1.B. Relacidk

Legyenek A és B tetszOleges halmazok. Bindaris relaciénak, réviden reldciénak nevezziik a
p = (A, B, R) rendszert, ahol R C A x B.

Itt az R halmaz a p grafikonja, jelolés: (a,b) € R < apb, olvasd: a p reldciéban van b-vel.
Ellenkezd esetben (a nincs p reldciéban b-vel) a jelolés: (a,b) € R<a pb.

Azt mondjuk, hogy p homogén relacié, ha A = B; p az iires reldcié, ha R = (; p az
univerzalis reldcié, ha R = A x B.

Az A halmazon értelmezett diagondlis reldciénak nevezziik az 14 = (4, A, A4),

Ay ={(a,a): a € A} relaciét. Itt alsbsa = b.

A p reldciét gyakran azonositjuk R grafikonjdval, igy A X B az univerzélis relacid, () az iires
relécio, Ay pedig a diagonalis relacio.

1.B.1. Példdk. e 1) Legyen A = {a,b,c,d}, B={1,2} és p = (A, B, R), ahol R = {(a, 1), (a,2),
(b,2), (¢, 1)}. Itt példaul apl, ap2 és c g2.

e 2) Egy sik haromszogeinek A halmazdban a hasonldsdgi reldcié grafikonja A x A-nak az a
részhalmaza, mely az egymassal hasonlé haromszogparokbdl &ll.

e 3) Az egész szamok Z halmazdn értelmezett oszthatdsdgi reldcié a kovetkezé homogén relécio:
p=(Z,Z,R), ahol R = {(a,b) € Z x Z : alb} = {(a,b) EZ XZ :3c €Z : b= ac}.

% o 4) Ha A = ) vagy B = (), akkor csak egy p = (A, B, R) reldcié értelmezhetd, s ez az iires
relacié, melynek grafikonja R = (). %

Legyen p = (A4, B, R) egy reldcié és X C A. A p(X) = {b € B|3 z € X : xpb} halmazt a p
relacié X részhalmazra vonatkozé metszetének nevezziik. Itt p(X) C B. Ha X = {z} egy
egyelemii halmaz, akkor jelolés: p({z}) = p(x) = {b € B : zpb}.

1.B.2. Példa. e Az 1.B.1/1. Példdban adott reldciéra p({a,b}) = {1, 2}, p({c,d}) = {1}, pla) =
{1,2}, p(d) = 0.

A kovetkez6 tulajdonsagoknak kizarélag homogén reldcidk esetén van értelmiik.

Legyen p = (4, A, R) egy homogén reldcié. Ekkor azt mondjuk, hogy p egy reldci6 az A halmazon
és

a) p reflexiv, ha minden = € A esetén zpx (Vo € A = xpzx), azaz ,minden elem reldciéban van
onmagaval”;

b) p tranzitiv, ha minden z,y,z € A, xpy és ypz esetén xzpz (Va,y,z € A : xpy Aypz = xpz),
azaz ,valahanyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elemmel és ez utébbi elem reldciéban van
egy harmadikkal, akkor az els6 is relaciéban van a harmadikkal”;

¢) p szimmetrikus, ha minden z,y € A, zpy esetén ypxr (Vr,y € A : xpy = ypx), azaz
y,valahanyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elemmel, akkor ez utébbi elem is relaciéban
van az elsé elemmel”;
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d) p antiszimmetrikus, ha minden z,y € A, xpy és ypz esetén x =y (Va,y € A : xpy ANypr =
x =vy), azaz ,valahdnyszor, ha egy elem reldciéban van egy maésik elemmel és ha ez utébbi elem is
relaciéban van az elsovel, akkor a két elem egyenls”;

e) p ekvivalenciareldcid, ha p reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus;

f) p rendezési relacid, ha p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor (A, p) neve rendezett
halmaz.

1.B.3. Példdk. e 1) Az egész szdmok Z halmazéin az oszthatdsdgi reldcié reflexiv és tranzitiv,
de nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus, mert példdul 3| — 3 és —3|3, de —3 # 3.

e 2) Az N* halmazon az oszthatdsag rendezési relacié és (N*,|) rendezett halmaz.

¢ 3) A Z halmazon az a = b (mod n) <nla — b kongruencia reldcié ekvivalenciareldcio.

e 4) Az (A, A, A x A) univerzalis reldcié ekvivalenciareldcié.

Ha p ekvivalenciareldcié az A halmazon, akkor a p(z) = {y € A : zpy} metszeteket, ahol x € A,
ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. Egy rogzitett ekvivalenciaosztalyba tartoznak az egyméssal
relaciéban 1évé elemek. Az ekvivalenciaosztalyok egy-egy tetszdleges elemét reprezentansoknak
nevezziik. Azt mondjuk, hogy a kivélasztott elem reprezentalja a megfeleld ekvivalenciaosztélyt.
Az ekvivalenciaosztdlyok halmazat a p-hoz rendelt faktorhalmaznak nevezziik: A/p = {p{(z) : z €
A}.

1.B.4. Példak. e 1
faktorhalmaz: Z/p = {
n,k,k+mn,k+2n,..}.

2) Ha n = 6, akkor a (mod 6) kongruencia reldciéhoz tartozé ekvivalenciaosztélyok: 0,1,2,3,4,5.
A faktorhalmaz {6, T, 5, g, Z, 3} Az1 osztalynak példaul 1 egy reprezentansa, de 7, 13, —5 is reprezen-
tansak.

3) A/1a={{z}: 2 € A} és AJ/(A x A) = {A}.

Legyen A egy nemiires halmaz és legyen (B;);c; az A részhalmazainak egy rendszere (itt I egy
un. indexhalmaz): B; C A minden i € I-re. Azt mondjuk, hogy (B;);cs egy osztalyfelbontasa
vagy osztalyozasa A-nak, ha

a) B; #0,Viel,

b) B, N B; =0, Yi,j € I,i # j, azaz barmely két kiilonboz6 részhalmaz diszjunkt,

¢) A =U;er By, azaz a (B;)ier-beli részhalmazok unidja az adott A halmaz.

1.B.5. Példa. e Az A ={1,2,3,4,4,6} halmaznak a By = {1,2}, B2 = {3,4}, Bs = {5}, By =
{6} részhalmazok egy osztdlyfelbontdsat adjak.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy az ekvivalenciarelacidk és az osztdlyfelbontdsok kolesénosen
meghatarozzdk egymast. Ha ugyanis adott egy ekvivalenciarelacié, akkor gyijtsiik 6ssze az egymas-
sal relaciéban levo elemeket és egy osztalyfelbontast kapunk. Ha pedig adott egy osztalyfelbontas,
akkor képezziik azt a relaciot, mely szerint két elem relaciéban van, ha ugyanahhoz az osztalyhoz
tartoznak. Ez ekvivalenciareldcié lesz. Pontosabban,

1.B.6. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

1) Ha p egy ekvivalenciareldcié az A-n, akkor az A/p = {p{x) : © € A} faktorhalmaz egy
osztalyfelbontdsa A-nak.

2) Legyen (B;);cs egy osztalyfelbontdsa A-nak és értelmezziik a kovetkezd reldcict: p = (A, A, R),
ahol R = U1 (B; X By), azaz xpy<=3i € I : x,y € B; (v és y ugyanahhoz a B;-hez tartoznak). Akkor
p ekvivalenciareldcié az A-n. O

1.B.7. Feladatok. Vv 1) Legyen A = {1,2,3,4}.

a) Ha p = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3),(3,1)}, hatdrozzuk meg a
megfelel6 osztalyfelbontést.

b) Ha m = {{1, 2}, {3}, {4}}, hatdrozzuk meg a megfelelé ekvivalenciareldciot.

Vv 2. Az N x N halmazon a p relaciét igy definidljuk: (a,b) p(c,d) < a+d=0b+ec.

Igazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacio.

v 3. A komplex szdmok halmazdn tekintsiik a p; és pa reldcidkat, ahol zpyw < |2| = |w| és
zpow < z = w = 0 vagy argz = argw. Igazoljuk, hogy p; és po ekvivalenciarelacidk és dbrazoljuk
grafikusan a C/p; és C/ps osztélyokat.

Vv 4. Adjuk meg az Osszes ekvivalenciarelaciét az A = {1, 2,3} halmazon.

A Z halmazon az el6bbi, a = b (mod n) kongruencia reldciéhoz rendelt
1,2,

)
0, ...,n/;\l}, ahol k = {x € Z: 2z =k (mod n)} = {....k —2n,k —
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V¥ 5. Az A halmazon értelmezett p homogén relécié neve cirkularis relacié, ha Va,y, z € A, xpy,
ypz = zpx. Igazoljuk, hogy p akkor és csak akkor ekvivalenciarelacio, ha p reflexiv és cirkularis.

Utmutatas. Ha p reflexiv és cirkuldris, akkor szimmetrikus, mert ha zpy, akkor xpy, ypy (re-
flexivitds miatt) =ypx és tranzitiv, mert xpy, ypz = zpr=xpz (szimmetria).

Vv 6. Hol a hiba a kovetkezoben? ,Minden szimmetrikus és tranzitiv p relacié reflexiv. Bizonyités:
ha zpy, akkor a szimmetria miatt ypz, innen zpy és ypz, tehdt zpxr, mert a relacié tranzitiv.”

Utmutatds. Az 4llitds nem igaz. Adjunk ellenpélddt. A | bizonyitdsban” ott a hiba, hogy
feltételeztiik, hogy adott z-hez van olyan y, hogy reldcidban legyenek, ilyen y nem biztos, hogy
1étezik.

1.C. Fiiggvények

Az f = (A,B,F),F C A x B reldciét fliggvénynek (vagy leképezésnek) nevezziik, ha minden
a € A esetén az f(a) metszet egyelemii részhalmaza B-nek. Ez azt jelenti, hogy az f fiiggvény az A
halmaz minden elemének megfelelteti a B halmaz egy és csak egy elemét.

Ha f = (A, B, F) egy fiiggvény, akkor A-t az f értelmezési halmazanak vagy értelmezési
tartomanydanak nevezziik, jel6lés A = dom f (f doméniuma). A B halmaz az f értékkészlete,
jelolés B = codom f (f kodoméniuma), az f(A) metszet az f fiiggvény értéktartomanya vagy
képe, jelolés f(A) =Im f, F pedig a fiiggvény grafikonja.

Ha f = (A, B, F) egy fiiggvény, akkor a kovetkez6 jeloléseket hasznéljuk:

f:A— B vagy AL B Haace A, akkor az f(a) = {b} egyenléséggel meghatdrozott b € B elem
jelolése b = f(a) vagy a — b= f(a).

Megjegyzések. a) Az f: A — Bés f': A’ — B’ fiiggvények akkor és csak akkor egyenl6ek
(f=f),haAd=A" B=DB és f(a) = f(¢') minden a € A esetén.

b) Ha f: A — B egy fiiggvény és X CA Y C B,yeY, akkor f(X)={be BTz X: f(z)=
b} = {f(x) : x € X} az X részhalmaz képe az f fiiggvényben, f~1(Y)={a € ATy € Y : f(a) =
yt={a€A: f(a) €Y} az Y inverz képe f-ben, Y = {y} esetén f~'({y}) = f'(y) ={a € A:
f(a) =y}, a fiiggvény grafikonja pedig F' = {(a, f(a)) : a € A}.

1.C.1. Példdk. e 1) A fenti 1. Példdban szerepld reldcié nem fiiggvény, mert példaul p(a) =
{1, 2} kételem(i halmaz. A p' = (A,B,R’),A={a,b,c,d}, B={1,2}, R" = {(a,1),(b,1),(c,2),(d,2)}
relécié fliggvény.

2) Bérmely A halmaz esetén az 14 = (A4, A, A 4) diagondlis reldcié egy fiiggvény, ennek neve az
A halmaz identikus fiiggvénye: 14 : A — A, 14(a) = a minden a € A esetén.

Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvények. Legyen f : A — B egy fliggvény. Azt mondjuk,
hogy

f injektiv, ha A kiilonboz6 elemeinek kiilonbozé képelemek felelnek meg, azaz, ha V xq, x5 €
A, x1 # xo=f(x1) # f(22). Ez egyenértékii a kovetkezd éllitdssal: V a1, 29 € A, f(21) = f(z2)=x1 =
T2;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, haVy € B3z € A: f(z) =y. Ez a
feltétel {gy is frhaté: f(A) = B;

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, ha Vy € B 3!z € A (létezik egy és csak egy © € A):
flz)=y.

1.C.2. Példdk. e Az f : R — R, f(z) = 2? fiiggvény nem injektiv, mert pl. —1 # 1 és
f(=1) = f(1) = 1 és nem is sziirjektiv, mert pl. y = —1 € R esetén nem létezik € R 1dgy, hogy
f(z) = 2% = —1 legyen.

e A g:[0,00) — R, g(x) = 2? fiiggvény injektiv és nem sziirjektiv,

h:[0,00) — [0,00), h(z) = 2% pedig injektiv és sziirjektiv, tehat bijektiv.

e Bérmely A halmaz esetén az 1,4 identikus fiiggvény bijektiv.

Az f: A— Bésag: B — C fiiggvényeknek ilyen sorrendben vett 8sszetétele (vagy kompozi-
ciéja vagy szorzata) az a go f : A — C fiiggvény, amelyre (g o f)(a) = g(f(a)) minden a € A-ra.
Ez az a leképezés, amelyet elébb az f majd a g leképezés egymdsutani végrehajtasa révén kapunk.

A g(f(z)) fiiggvényben a g-t kiils6, az f-et pedig belsd fiiggvénynek nevezziik.

Diagrammal szemléltetve:
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1.C.3. Tétel. a) Ha f: A— B,g: B— C,h: C — D tetsz6leges fiiggvények, akkor
(hog)of=ho(gof),

azaz a fiiggvények szorzasa asszociativ.
b) Minden f : A — B fiiggvényre

foly=1gof=Ff.

c) A fiiggvények szorzdsa nem kommutativ.

Bizonyitds. a) A definicié alapjén (hog)of: A— D ésho(gof): A— D, tehat mindkét
esetben A az értelmezési halmaz és D az értékkészlet, tovdbbd minden a € A-ra ((hog)o f)(a) =
(hog)(f(a)) =h(g(f(a))) és (ho(go f))(a) = h((go f)(a)) = Rh(g(f(a)))-

¢) Legyen példdul f,g : R — R, f(z) = 2 + 3 és g(z) = 2. Akkor (go f)(z) = g(f(z)) =
g(xz+3)=(z+3)2és (fog)(z) = f(g(x)) = f(2?) = 2%+ 3, ahonnan kovetkezik, hogy go f # fog.
O

Ha f: A — B egy bijektiv fiiggvény, akkor az f inverz fiiggvénye az f~': B — A, f~1(b) =
asf(a) = b fiiggvény. Ekkor az f~! fiiggvény is bijektiv és f~1 inverze az eredeti f fiiggvény :
(f~1)~! = f. Igaz tovédbb4, hogy

flof=14, fof =15

1.C.4. Feladatok. V¥ 1. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fiiggvényeket, amelyekre
2f(z)+3f(1—z)=4x -1, VazeR.

Megoldas. z helyett (1 — xz)-et frva: 3f(z) + 2f(1 — x) = —4x + 3, az eredetivel egyiitt ez egy
egyenletrendszer. Kapjuk, hogy: f(z) = —4x + 11/5.

Vv 2. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fliggvényeket, amelyekre
f(z)— f(-x) =2 VazeR

Megoldas. z = 1-re: f(1)— f(—=1) =1, x = —1-re: f(—1)— f(1) = 1, ellentmond4s, nincs ilyen
fiiggvény.

v 3. Igazoljuk, hogy f : R — R, f(z) = 22* + 32® + 4 nem injektiv fiiggvény, g : R — R,
g(z) = 23 + = + 2 pedig injektiv fiiggvény.

Megoldés. f(z) = 232z + 3) + 4, itt 23(2z +3) = 0, ha 2 = 0 vagy = = —3/2, tehdt
f(0) = f(—3/2) =4, f nem injektiv.

Ha g(z1) = g(x2), akkor 3 + x1 = 23 + 22, (1 — 22)(2% + 2122 + 23 + 1) = 0, ahol a mésodik
zéréjel (z3 + 22/2)? + 323/4 + 1 # 0, tehdt x1 = 29, g injektiv.

Vv 4. Injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve bijektivek-e a kovetkezd fiiggvények:

a) f:{1,2,3} = {a,b,c}, f(1) =b, f(2) = ¢, f(3) = a;

b) f:Z—7Z, f(x) =2z +1, c) f:R-R, f(z) =2z +1,

d) f:R—R, f(z) =322+ 4, e) f:Z — 7, f(xr) = -2+ 4x.

f) f:R— R, f(x) =2* — 222 + 3.

Vv 5. Legyenek A és B egyenld szamossagi véges halmazok és legyen f : A — B egy fiiggvény.
Igazoljuk, hogy a kovetkezo allitdsok egyenértékiiek:

i) f injektiv, ii) f sziirjektiv, iii) f bijektiv.

Vv 6. Hatdrozzuk meg az f o g és g o f Osszetett fiiggvényeket, ahol

a) f,g:R—R, f(z)=22+1, g(z) =3z +1, b) f,g:R—R, f(z) =2°-2, g(z) =1 -2z,

¢) f,g: R>R, f(r)=2x—1ésg(x) ==z, hax <1, g(z) =242, haz>0.

Vv 7. A kovetkez6 fiiggvények koziil melyeknek van inverze ? Ha létezik inverz, adjuk meg !

a) [:R—=R, f(z)=2+1, b) f:R—R, f(z) =4z + 2,
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¢) f:N=N, f(z) =4z +2, d) f:R—=R, f(z) = 2% +3.
v 8. Legyen f A — B egy fiiggvény. Az A halmazon az aj pas<f(a;) = f(az) elbirdssal
értelmezett p relaciot az f magjanak nevezziik, jelolés: p = ker f.
Igazoljuk, hogy a) ker f egy ekvivalenciareldcié az A hamazon,
b) f injektiv < ker f = 14,
Utmutatas. a) Azonnali, hogy a ker f reldcié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, mert az
relacio is az.
b) Ha f : A — B egy tetszbleges fiiggvény, akkor Vai,as € A : a1laas=a; = as=f(a1) =
f(az)=aq ker f as, Tovédbbd, ha f injektiv és aq ker f aq, akkor f(a1) = f(az), ahonnan a; = ag,
azaz aj ker fay. Forditva, ha Vaj,as € A : ayker fas=a114as, akkor Vai,a2 € A : f(a1) =
f(az2)=a1 = as és kovetkezik, hogy f injektiv.
Vv 9. Legyen f: A — Bés g: B — C két fiiggvény. Igazoljuk, hogy:
a) Ha f és g injektiv (sziirjektiv), akkor g o f is injektiv (sziirjektiv).
b) Ha g o f injektiv (sziirjektiv), akkor f injektiv (g sziirjektiv).

c¢) Ha g o f injektiv és f sziirjektiv, akkor g injektiv.

d) Ha g o f sziirjektiv és g injektiv, akkor f sziirjektiv.

”__9

1.D. Halmazok szamossaga

Az A és B halmazokat ekvivalens halmazoknak nevezziik, ha létezik egy f : A — B bijektiv
fiiggvény. Jelolés: A ~ B. Ez egy, a halmazokra vonatkozé reldcié.

1.D.1. Tétel. A ~ reldcio egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitds. Ha A egy tetszéleges halmaz, akkor az 14 : A — A, 14(a) = a fiiggvény bijektiv,
tehat ~ reflexiv. Ha A ~ B és B ~ C, akkor léteznek az f : A — B és g : B — C bijektiv
fiiggvények. Mivel go f : A — C is bijektiv, kovetkezik, hogy A ~ C, tehit ~ tranzitiv. Ha
f: A — B bijektiv, akkor f~1: B — A is bijektiv, tehat ~ szimmetrikus. O

Az A halmaz ekvivalenciaosztélyat az A szamossaganak vagy kardindlis szamanak nevezziik.
Jelolés: |A| ={B: A~ B}.

Barmely halmazt 6sszehasonlithatunk olyan halmazokkal, amelyek elemei természetes szamok.
Azt mondjuk, hogy az A halmaz véges és n szdmossdgu, ahol n € N*, ha A ekvivalens az {1,2,3,...,n}
halmazzal: A ~ {1,2,3,...,n}, vagy ha A = 0. Jelolés: |A| = n,n € N* |0] = 0. |§] = 0. Egy halmaz
végtelen, ha nem véges.

Az N halmaz végtelen, szdmosséga |[N| = Xy (alef null), itt X a héber abécé elsd betiije.

Az Ny szdmossagu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik. fgy egy
A halmaz akkor és csak akkor megszamldlhatéan végtelen, ha létezik egy f : N — A bijektiv
fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy az A halmaz elemei egy végtelen sorozatba rendezhetdk, amelyben
nincs ismétlédés, azaz A felirhaté A = {ay,as, ..., ay, ...} alakban.

Példaul az egész szamok Z halmaza megszamlalhatd, mert
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4, ...}, itt

0, han =0,
f N—>Z, f(n) =< 2 han paratlan ,
—%, han pdros,

bijektiv fliggvény.

A raciondlis szdmok QQ halmaza is megszamlalhaté. A valds szamok R halmaza nem megszam-
lalhaté.

1.D.2. Tétel. Legyen A egy véges halmaz és f : A — A egy fiiggvény. Akkor egyenértékiiek a
kovetkezé allitasok:

1) f injektiv,

2) f sziirjektiv,

3) f bijektiv.

Bizonyitds. A definiciék alapjan azonnali, hogy 3) = 1) és 3) = 2).

1) = 3) A véges halmaz, legyen A = {aj,as,...,a,}. Az f fiiggvény injektiv, ezért f(A) =
{f(a1), f(az), ..., f(an)}, ahol f(a;) # f(a;) hai # j. Igy az f(A) halmaz n-elemfi és mivel f(A) C A
kovetkezik, hogy f(A) = A, azaz [ sziirjektiv, tehdt bijektiv.
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2) = 3) Legyen A = {aj,az,...,a,}. Az f fiiggvény sziirjektiv, ezért f(A) = A, innen |f(A)| =
|A| =n. Haaz f(ay), f(az2), ..., f(ay,) elemek nem lennének paronként kiilonbszdek, akkor az f(A) =
{f(z) : © € A} halmaz elemeinek a szdma n-nél kisebb lenne: |f(A4)| < n, ami ellentmond az
|f(A)] = n feltételnek. O

1.D.3. Feladatok. ¥ 1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeinek a szamat:

C ={(z,y) € N* x N* | 22 4+ 3y = 2000}.

Vv 2. Ha A, B, C tetszdleges véges halmazok, akkor

a) [AUB| = || + |B| - |AN B,

b) JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANnC|—|BNC|+|AnBNC|.

Altaldnositas.

Vv 3. Legyenek A és B véges halmazok, |A| =k, |B| = n.

a) Hany f: A — B fiiggvény van ?

b) Hény f : A — B injektiv fiiggvény van ?

¢) Ha k = n, akkor hény bijekt{v fiiggvény van ?

Megoldéas. a) n*, b) ha k < n, akkor n(n—1)(n—2)---(n—k+1),¢c)n! =n(n—1)(n—2)---2-1.

V¥ 4. Mutassuk meg, hogy N* x N* ~ N*.

Utmutatss. Tekintsiik az f : N* x N* — N*, f(m,n) = 2~ 1(2n — 1) fiiggvényt. Igazoljuk,
hogy f bijektiv.
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2. Algebrai miiveletek

2.A. Algebrai miiveletek

Legyen S egy nemiires halmaz és ¢ : S xS — S, (z,y) — p(z,y) egy fuggvény. -t az S
halmazon értelmezett (algebrai) miiveletnek nevezziik és azt mondjuk, hogy (S, ¢) egy grupoid.
Jelolés: ¢(x,y) =z *y (vagy x oy, Ay, stb.), a grupoid pedig (5, *) (vagy (S, o), (S, A), stb.).

2.A.1. Példdk. e (Z,+), (R,-), (2Z,+) grupoidok, ahol "+ és -7 a szokésos Osszeadds, illetve
SZOrz4s,

o (N,—) és (2Z + 1,+) nem grupoidok, itt "—” nem miivelet az N halmazon, mert pl. 3 —7 =
—4¢N.

Ha egy halmazon legaldbb egy algebrai miiveletet értelmeziink, akkor algebrai struktirardl
beszéliink. Pl. a grupoid, a félcsoport és a csoport egymiiveletes algebrai
strukturak, a gylri és a test kétmiiveletes algebrai strukturak.

Ha p(z,y) = x+y egy tetszbleges miivelet, akkor ezt gyakran multiplikativ irasmdéddal jelsljiik:
o(z,y) = ¢ -y = xy, amelyet az x és y szorzatinak neveziink, itt = és y a szorzat tényezdi.

Hasznalatos az additiv irasméd is: ¢(z,y) = x +y és ezt az x és y Osszegének nevezziik, itt
x és y az Osszeg tagjal.

2.A.2. Feladat. v Algebrai struktirat alkot-e

i) N a szorzdsra nézve ii) {2n + 1 : n € N} az Osszeaddsra nézve
iii) 2Z az 6sszeadasra nézve iv) R* az osztdsra nézve.

_ x—1 4
V) Zaz xxy = ES) megfeleltetéssel.

2.B. Asszociativitas, kommutativitas, félcsoport. Az S halmazon értelmezett * miivelet
asszociativ, ha minden z,y, 2z € S esetén (x *y) * z = x * (y * z). Ekkor (.59, *) neve félcsoport.

2.B.1. Példak. e (Z,+), (R,-) félcsoportok,

e 7Z-n a kivonds miivelet: Yo,y € Z: x —y € Z, de ”—" nem asszociativ, mert pl. (3—7)—1=
—5#£-3=3—-(7-1).

Az S halmazon értelmezett * miivelet kommutativ, ha minden z,y € S esetén xxy = y*x. Ha
az S-en értelmezett * miivelet kommutativ, akkor (.9, *) neve kommutativ grupoid. Ha az S-en
értelmezett * miivelet asszociativ és kommutativ, akkor (S, *) neve kommutativ félcsoport.

2.B.2. Példak. e (Z,+), (R,-) kommutativ félcsoportok,

e nem kommutativ miiveletek pl. a méatrixok szorzdsa és a fliggvények Osszetétele (kompozi-
ci6ja), pontosabban pl. a 2 x 2-es Z-beli elemekbdl all6 métrixok M¢(Z) halmazan a szorzas nem
kommutativ, de speciélis métrixhalmazokon a szorzas lehet kommutativ, ldsd 2.B.3/ 1. Feladat.

2.B.3. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk, hogy az

s={(5 §): wez}.

halmaz a matrixok szorzasaval kommutativ félcsoport.
V¥ 2. Mutassuk meg, hogy
a) az N* halmazon az = * y = z¥ miivelet nem kommutativ és nem asszociativ,
b) az S = [0, 00) halmazon az x * y = ¥ miivelet nem asszociativ, de kommutativ,
¢) az S = (0,00) halmazon az x * y = ™Y miivelet kommutativ és asszociativ.

2.C. Altalanositott asszociativitds és kommutativitds. A kovetkezd két tételben a multi-
plikativ irasmoédot hasznaljuk.

2.C.1. Tétel. (dltaldnositott asszociativitds) Ha ”” egy, az S halmazon értelmezett asszociativ
miivelet,n € N,n > 1ésay,as, ...,a, € S, akkor az ajas...a,, szorzat értéke nem fiigg a zdrdgjelezéstdl,
csak a tényezOk sorrendjétdl fiigg.

% Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy minden szorzat egyenld a

b= (...((ar1a2)asz)as...)an

szorzattal.

n-szerinti indukcidval bizonyitunk. Ha n = 1 vagy n = 2, akkor ez evidens, n = 3-ra pedig
kovetkezik az asszociativitasbol. Tegyiik fel, hogy n > 4, s hogy ez a tulajdonsig igaz minden k
tényezOs szorzatra, ahol k < n.
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Egy tetszleges szorzat biby alaku, ahol by az aq,as, ..., a,, elemeknek ebben a sorrendben vett
szorzata, be pedig az Gmy+1, Gmt2, --., @y, elemeknek ebben a sorrendben vett szorzata valamely m-re,
ahol 1 <m < n—1. Példdul, ha n = 4, akkor (a1a2)(asas) esetén m = 2, (a1 (azas3))as esetén pedig
m = 3.

Ha m = n — 1, akkor az indukcids feltétel miatt

b1 = (...((alag)ag)...)an_l, b2 = Qp, b1b2 =b.

Ha 1 < m < n — 2, akkor bi-re és by-re is alkalmazzuk az indukciés feltételt, majd az asszocia-
tivitast:
b1ba = ((...((ara2)az)...)am)((...((@mt10m+2)@mt3).-)an) =
= (((...((a1a2)asz)...)am) ((---((@m+10m+2)Am+3)-..)an-1)) Gn.

Most az a,, el6tti tényezbkre haszndlva ismét a feltételt (k =n — 1), kapjuk, hogy
b1b2 = (...((alag)a;;)...)an = b7

azaz a tulajdonsag igaz k = n-re. [k

2.C.2. Tétel. (dltaldnositott kommutativitds) Ha ™7 egy, az S halmazon értelmezett asszo-
ciativ és kommutativ miivelet, n € N,n > 1 és ay,as,...,a, € S, akkor az aias...a, szorzat értéke
nem fiigg a tényezbk sorrendjétdl.

Bizonyitas. FEzt is indukciéval lehet bizonyitani. Itt csak arra hivatkozunk, hogy egy adott
szorzatbdl kiindulva a tényezdk tetsz6leges sorrendjéhez (permutdcijdhoz) eljuthatunk szomszédos
elemek cseréjének egymads utani alkalmazasaval, s haszndlva az dltalanositott asszociativitast. Pl
n = 4-re

aj1ao2a3ay4 = al(a2a3)a4 = ax ((lgag)a4 = (alag)a2a4 = (agal)a2a4 = asa1a2a4 = ... O

2.D. Semleges elem

Legyen (S, *) egy grupoid. Az e, € S elem bal oldali semleges elem, ha minden = € S esetén
ep*x = 2. Az e; € S elem jobb oldali semleges elem, ha minden z € S esetén x xe; = =.
Tovébbd e € S elem (kétoldali) semleges elem vagy neutrilis elem, ha minden = € S esetén
exTr==r*xe=ux.

2.D.1. Példdk. e (Z,+)-ban e = 0 semleges elem, (R,-)-ban e = 1 semleges elem,

e Legyen S = {a,b,c,d} és xxy =z, Vzx,y € S, itt S minden eleme jobb oldali semleges elem
és bal oldali semleges elem nem létezik.

2.D.2. Tétel. Ha (S,*) egy grupoid és létezik egy e, € S bal oldali semleges elem és létezik
egy e; € S jobb oldali semleges elem, akkor e, = e; = e semleges elem.

Bizonyitas. Feltétel szerint minden x € S-re e, * x = x és minden y € S-re y xe; = y. Legyen
x =e; és Yy = ey, akkor e x €; = ¢, e x ¢; = €5, ahonnan e, = ¢;. [

Innen azonnali, hogy

2.D.3. Kovetkezmény. Ha egy grupoidban létezik semleges elem, akkor az egyértelmiien
meghatdrozott (ezért ekkor ,a” semleges elemrdl beszéliink). O

Multiplikativ frasméd esetén a semleges elem neve egységelem, ezt e-vel vagy 1-gyel jeloljik,
additiv irdsmdd esetén a semleges elem neve zéruselem, ennek jel6lése 0.

Az egységelemes félcsoportot sok szerz6 monoidnak nevezi.

2.D.4. Feladat. ¥ Az R halmazon tekintsiik az x *x y = = + y + xy miveletet. Igazoljuk, hogy
ez a muvelet asszociativ, kommutativ és rendelkezik semleges elemmel.

Igazoljuk, hogy ”*” miivelet az [—1, 00) halmazon, azaz ¥V z,y € [-1,00) = z*xy € [—1, 00).

2.E. Szimmetrikus elem. Legyen (S,x*) egy egységelemes (semleges elemes) grupoid, az
egységelem e. Az x € S elemnek z; € S bal oldali szimmetrikusa, ha 2} x 2 = e, az 2 € S
elemnek z’; € S jobb oldali szimmetrikusa, ha z * 2 = e és z-nek 2’ € S szimmetrikusa, ha
' +x = xx2’ = e. Ha x-nek létezik szimmetrikusa, akkor azt mondjuk, hogy x szimmetrizalhaté.

2.E.1. Példak. e (Z,+)-ban minden = szimmetrizalhaté és @’ = —z, (R, -)-ban az egységelem
az e = 1 és minden x # 0 szimmetrizalhaté: 2’ = x~! = 1/2, 2 = 0 nem szimmetrizalhato,
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e Ha (5, %) egységelemes grupoid, akkor az e egységelem szimmetrizdlhaté és szimmetrikusa
onmaga: € = e,

e Legyen S = {e,a,b} és egy "+” miivelet, amelynek miivelettabldja, in. Cayley-féle miivelet-
tablaja:

* e a b
e e a b
a a e e
b b e a

Itt e a semleges elem és a mivelet kommutativ, mert a mivelettdbla szimmetrikus a f6atlora
nézve, tovabba a x a = e, a * b = b x a = e, tehat a-nak a is és b is szimmetrikusa.

2.E.2. Tétel. Ha (S, *) egy egységelemes félcsoport (a miivelet asszociativ) és az x € S elemnek
létezik x, bal oldali szimmetrikusa és létezik x’; jobb oldali szimmetrikusa, akkor r, = 2/, = 2’ az x
szimmetrikusa.

Bizonyitas. Feltétel szerint

zy=ap ke =xyx (zxa)) = (v x)x 2 = exa) = O

2.E.3. Kovetkezmény. Ha egy egységelemes félcsoportban egy elemnek létezik szimmetrikusa,
akkor az egyértelmiien meghatarozott. [

Multiplikativ frdsméd esetén a szimmetrikus elem neve inverz elem, ezt x~'-nel jelsljiik, s azt
mondjuk, hogy x invertalhatd, additiv irdsmdd esetén a szimmetrikus elem neve ellentett elem,
ennek jelolése —x.

Az elébbi példdban a miivelet nem asszociativ, pl. (bxb)xa=axa=eésbx*(bxa) =bxe =10,
ezért fordulhat eld, hogy egy adott elemnek két szimmetrikusa is van.

2.E.4. Tétel. Ha (S,*) egy egységelemes félcsoport és x,y € S invertalhatok, akkor az x *y
elem is invertdlhatd és (x xy) =y * ', tovdbbd (x') = x.

Bizonyitas.

(Y xs2 )« (zxy) =y * (@ x2)xy=y xexy=y xy=e,
(zxy)x (Y x2)=zx(yxy)xa' =zxexa’ =zxa' =e. 0O

Multiplikativ frdsméddal: (zy)~! = y~tz~!, (z71)~! = 2. Ha kommutativ a mfivelet, akkor
(zy)’ = 2'y’, de nem kommutativ esetben lényeges a sorrend.

2.E.5. Feladat. V¥ Legyen Z[i] = {a +bi: a,b € Z} C C. Igazoljuk, hogy (Z[i],-) kommutativ
egységelemes félcsoport. Melyek az invertalhato elemek ?

Vélasz: +1,+i, mert ha z = a + bi € Z[i], akkor 271 = 1 = o = 8 — b itt a,b £ 0
esetén |a| < a? + b2, [b] < a® 4 b* és ekkor 27! ¢ Z[i]. Ha a = 0, akkor 2! = —4i € Z[i] alapjan
b = £1, hasonléan, ha b = 0.)

2.F. Elem hatvanyai

Legyen (5, ) egy egységelemes félcsoport és x € S. Ertelmezziik x hatvanyait:

=z =z-z,..a" M =z"-2, neNn>1 2°=e.

Azonnali, hogy z"a™ = x"t™ és (2)™ = 2™ minden n,m € N esetén.
2.F.1. Tétel. Ha az (S5,-) egységelemes félcsoportban az x € S elem invertdlhaté akkor z™ is
invertalhaté minden n € N-re és

(@)t = @

Bizonyitas.
e =gr.xr e o =g (e )T = =e. O
—
~——
n n n—1 n—1
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Additiv jeloléssel:
le=z2zc=z+z,..,n+1)z=nx+2, neNn>1 0x=0, —(nz)=n(—2x).

% 2.G. Kongruenciarelacié félcsoportban

Legyen (S, -) egy félcsoport és p egy ekvivalenciarelacié S-en. Azt mondjuk, hogy p egy kongru-
enciarelacié S-en, ha p kompatibilis a félcsoportbeli miivelettel, azaz

Vo, o'y, y' € S wpa!, ypy =wyp 'y

(a p szerinti kongruencidk dsszeszorozhatdk).

2.G.1. Példa. e (R,-) félcsoport és az "=" egy kongruenciarelacié.

S-nek egy p kongruenciareldciéhoz tartozé osztélyozasit, vagyis az S/p faktorhalmazt kompa-
tibilis osztalyozasnak nevezziik.

Ha (S, ) egy félcsoport és X, Y C S, jelolje XY ={zy:z € X,y € Y}.

2.G.2. Tétel. Legyen p egy ekvivalenciarelacio az S félcsoporton. Akkor egyenértékiiek a
kovetkezé allitasok:

a) p kongruenciareldcid,

b)VX,Y € S/p=3Z€S/p: XY C Z.

Bizonyitas. A definici6 alapjdn. Részletezve:

"a) = b)” Legyenek tetszéleges X,Y € S/p és legyenek x € X,y € Y tetsz6leges reprezentansok,
azaz X = p(z),Y = p{y).

Legyen Z = p(xy) az xy osztélya. Akkor Vo' € X,y € Y=apx',ypy' =aypx'y'=a'y € plzy) =
Z,azaz XY C Z.

"b) = a)” Legyen Va, 2’ y,y' € S:  xpx’, ypy'. Jelolje X = pla) = p(z’) és Y = p(y) = p{y').
Feltétel szerint létezik Z = p(z) € S/p tgy, hogy XY C Z.

Akkor zy € XY C Z, 2’y € XY C Z. Tehat zypz, 2’y pz=zypzr’y’. O

2.G.3. Feladat. ¥ Ha (S,-) egy félcsoport és p egy kongruenciareldcié S-en, akkor

Ve, o' y € G : xpx’=xypx'y, yxpyr’ (egy kongruencidt lehet szorozni jobbrdl ill. balrdl egy
tetsz6leges elemmel).

Megoldés. Ha zpz’, akkor mivel ypy (reflexivitds) kovetkezik, hogy zypz'y és yrpyz'. %k

A tovabbiakban a grupoidokkal és félcsoportokkal részletesebben nem foglalkozunk. A csoport
fogalmat a kovetkezd szakaszban adjuk meg. A csoport mar elég altalanos ahhoz, hogy a matematika
legkiilonb6zobb teriiletein fellelhet6 legyen, masrészt elég specidlis, hogy a csoportokrol altaldban,
vagy az egyes csoporttipusokrol mélyrehaté eredmények legyenek levezethetok.

2.H. Feladatok

v 1. Adott A= {1,—1,4,—i}. Igazoljuk, hogy a szorzds miivelet az A halmazon. Készitsiik el a
miivelettablat.

v 2 Legyen E= R\ {1/\/5771/\/§} és F = {f13f27f3}7 ahol flvf?af?) B - Ea

z+V3 -3
@) =a @)= )=
Igazoljuk, hogy (F, o) egy algebrai struktira. Készitsiik el a miivelettablat.
Vv 3. Vizsgaljuk a kovetkezd miiveletek tulajdonsigait:
i) m*n =m", ahol m,n € N*,
ii) @ * b = v/ab, ahol a,b € (0, 0),
i) zxy=2y—x—y+2,ahol z,y € R,
iv) x xy = /22 + 42, ahol z,y € [0, c0),
v) (z,y) + (z,w) = (z + z,y + w), ahol (z,y), (z,w) € Z x Z.
Vv 4. Hatarozzuk meg a,b € R értékét ugy, hogy az x xy = xy + 2ax + by, x,y € R miivelet
kommutativ és asszociativ legyen.
Valasz. a =b=0vagy a =1/2,b=1.
V¥ 5. A Z x Z halmazon legyen (a,b) o (¢,d) = (ac + bd, ad + bc). Igazoljuk, hogy (Z x Z,0) egy
egységelemes félcsoport. Melyek az invertalhaté elemek ?
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Vv 6. Legyen S egy n elemii halmaz.

i) Hény miivelet értelmezheté az S halmazon ? (Vélasz: n™)

ii) Ezek koziil hiany miivelet kommutativ ? (Vélasz: n™("+1)/2)

iii) Hény mfiveletre nézve van semleges elem ? (Vélasz: n("_l)z*‘l)

Vv 7. Ha (S, %) és (5,0) grupoidok és f: S — S’ olyan fiiggvény, amelyre f(axb) = f(a) o f(b),
YV a,b € S, akkor f-et miivelettarté fiiggvénynek vagy homomorfizmusnak (morfizmusnak)
nevezziik.

Igazoljuk, hogy ha (S,x*) félcsoport, akkor (f(S),o) is félcsoport (félcsoport homomorf képe
félcsoport).
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3. Csoportok és morfizmusok

3.A. A csoport fogalma

A (G,-) egységelemes félcsoportot csoportnak nevezziik, ha minden = € G elem invertdlhato.
A (G,-) struktiira tehdt csoport, ha G-n értelmezett egy (multiplikativ) miivelet, az in. csoport-
szorzas, amelyre

(G1) (zy)z = z(yz) minden z,y, z € G-re, azaz a miivelet asszociativ,

(G2) létezik e € G gy, hogy xe = ex = x minden z € G-re, azaz létezik egységelem,

(G3) minden z € G-re létezik x~! € G tgy, hogy zx~! = z7'x = e, azaz minden elem
invertalhaté.

Ha még teljesiil

(G4) xy = yx minden zy € G-re, azaz a miivelet kommutativ,

akkor kommutativ csoportrdl vagy Abel-csoportrdl beszélink (Niels Henrik Abel, XIX.
szézadi norvég matematikus).

Ha a G csoportban az z,y elemekre xy = yx, akkor azt mondjuk, hogy = és y felcserélhetd
elemek. Pl. az e egységelem minden mas elemmel felcserélhetd. A csoport akkor kommutativ, ha
barmely két eleme felcserélhetd.

Azt mondjuk, hogy (G,-) véges csoport, ha a G halmaz véges, ellenkezd esetben végtelen
csoportrdl beszéliink. Ha G halmaz n elemi: |G| = n, akkor n-et a G csoport rendjének nevezziik
és azt mondjuk, hogy G egy n-edrendii csoport.

A tovéabbiakban a csoportokra a multiplikativ irdsmédot hasznéljuk. Megjegyezziik, hogy kom-
mutativ csoportokra szokasos az additiv irasmaéd is.

3.B. Példak csoportokra

3.B.1. Példak. e (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) Abel-csoportok,

e (Z,-),(Q,-), (R,-), (C,-) nem csoportok, csak egységelemes félcsoportok, de (Q*, -), (R*,-),(C*, )
Abel-csoportok.

Az el6bbi példdk mind végtelen csoportok, véges csoportra példak kovetkezok:

3.B.2. Példa. e Ha n € N*, akkor (U, = {z € C : 2" = 1},-) kommutativ csoport. V¥
Igazoljuk ezt! U,-et az n-edik egységgytkok csoportjanak nevezziik, pl. Us = {—1,+1}, Uy =
{=1,+41, —4,+i}.

3.B.3. Példa. e Ha n € N*| legyen Z, = {6, 1, ,7751} a maradékosztélyok halmaza (mod
wkkor (Zy,,+) Abel-csoport, a maradékosztalyok (additiv) csoportja (mod n), ahol T+y =
T+y.

3.B.4. Példa. e Tekintsiink az S sikban egy olyan ABCD téglalapot, amely nem négyzet
és vizsgdljuk ennek az egybevdgosagi transzformdcidit, vagyis az olyan tavolsagtarté f : S — S
fliggvényeket, amelyek a téglalapot 6nmagaba viszik at. Ezek a kovetkezok, lasd 1. abra:

o 180°
-
D c )9O
g
A B
1. abra

) az e identikus fiiggvény, amelyre e(A) = A, e(B) = B, e(C) = C, e(D) = D,
) a téglalap kézéppontja koriili 180°-o0s 0 forgatds: 0(A) = C, 0(B) = D, 6(C) = A, (D) = B,
) az AB oldal felezémerdlegesére, mint szimmetriatengelyre valé o tiikrozés: o(A) = B, o(B) =
A, 0(C) =D, o(D) = C,

) a AD oldal felez6merdlegesére, mint szimmetriatengelyre valé 7 tiikkrozés: 7(A) = D, 7(B) =
C, 7(C)= B, (D) = A.
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Legyen a miivelet a transzforméciék kompozicidja (egymdasutdni elvégzése), szorzédssal jelolve,
amely asszociativ. Figyeljiikk meg, hogy a 0, o, 7 koziil barmely két kiilonb6zo6 transzformacio szorzata
a egyenlé a harmadikkal, pl. o = 7, o7 = 0, stb. és mindegyik négyzete egyenld e-vel: 02 = o2 =
™ =e.

A miivelettébla:

54 Q9 ™0

49 9 |0
Q a0
o 3 99
o Q9 3|3

A miivelet kommutativ, mert a mivelettabla szimmetrikus a féatléra nézve. Az e egységelem és
minden elemnek énmaga az inverze. K = {e,0,0,7} tehdt Abel-csoport, ezt Klein-csoportnak
nevezziik (Kleinsche Viergruppe).

3.B.5. Példa. e Legyen n € N* és tekintsiik a o : {1,2,....,n} — {1,2,...,n} bijektiv
fliggvényeket. Ezeket n-edfokti permutaciéknak nevezziik, jelolés

o= 1 2 e n
“\o(1) a(2) ... o(n))"
Az n-edfoki permutécidk S, halmaza csoport a fiiggvényosszetétel (kompozicié) miivelettel. Az
(S, 0) csoport neve n-edfokd szimmetrikus csoport vagy n-edfoku teljes permuticidcso-

port, amelynek rendje n! és amely nem kommutativ, ha n > 3.
2 3

A csoportmiiveletet itt gyakran ”-"-tal jeloljiik, o o 7 helyett tehat o7-t irunk és 0 = o oo,0° =
2
1 2

0200, sth. Az egységelem az e identikus permutdcié, amelyre e = (

ol <0(1) o(2) ... oa(n)

1 2 n

n , .
n) , és 0 inverze

1 2 3 1 2 3
3.B.6. Feladatok. Vv 1. Legyen o = (2 3 1), T= (1 3 2).
3 2 2

a) Igazoljuk, hogy S3 megadhaté igy: S3 = {e, 0,02, 7,07, 027}, ahol 03 = e, 72 = ¢, T0 = o*7T.
b) Az elébbi 6sszefiiggések alapjan toltsiik ki a Cayley-téablazatot.

Megoldas.
el ol o?| 7|orlo?r
el el ol o?| T|orle?r
ol o®| elorlp?r| r
d?l o?| el ol?r| 71l|oT
7| Tlo?r|or] e| o] o
or|lor| Tl%r| o el o?
alrlo?r|or| 1| 0% ol e

Vv 2. Igazoljuk, hogy n > 3 esetén az .S,, csoport nem kommutativ.
Csoportstruktirakra fontos példak a matrix-csoportok is.
3.B.7. Példa. e Legyen

M (C) = {A = (aij)i<ij<n 1 aij €C, Vi, j € C}

az n X n-es komplex elemii matrixok halmaza (C helyett vehet§ R vagy egy tetszdleges (K, +,-)
kommutativ test). Ekkor (M, (C),+) Abel-csoport és (M, (C),) egységelemes félcsoport. Az in-
vertalhaté métrixok csoportot alkotnak a szorzésra nézve, ennek neve altalanos linearis csoport
(general linear group), jelolés: (GL,(C),-), ahol

GL,(C)={A € M,(C): 34 € M,,(C)} = {A € M,,(C) : det A # 0}.
A specidlis linedris csoport (special linear group) a kévetkezd: (SL,(C},-), ahol

SLn(C) = {A € M,(C): det A =1},
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3.B.8. Példa. e A kvaterniék csoportja. Legyenek 1 = <(1) (1)) i = (8 —Oz>’ j=

(_01 (1)> k= <(Z) é) € Mc(C) és Q = {1, £i, +j, +k}. Akkor (@, ) nem kommutativ csoport.

Valéban, az adott matrixok szorzdsaval lathaté, hogy i? = j2 = k? = —1 ésij = k,jk = i, ki =
jji= —k.kj=—i,ik = —j. Q igy is megadhaté: Q = {1,1,i2,i%,,1j,i%),i%j}. A Cayley-téblizat a
kovetkezo :

| o1l-1| il-i] jl-jl kl-k
1] 1-1] i|-i] j|—j| k-k

—jl=jl il k|-k| 1|-1|—i| i
k| kl-k| j|-j|—i| i]-1] 1
—k|-k| k|—j| j| i|-i| 1}]-1
3.B.9. Példa. e Legyen (G1,-) és (Ga,-) két csoport, két nem feltétleniil azonos, multiplikativ
moédon jelolt miivelettel, e; és es egységelemekkel. A Gy x Gy halmazon definidljuk a kovetkezd
miiveletet: (g1,92)(h1,h2) = (g1h1, g2hsa). Ekkor (G1 X Ga, ) csoport, az adott csoportok tn. direkt
szorzata. Ennek egységeleme (e1,e3), (g, h) inverze pedig (g,h)~! = (g7, h™1). ¥ Igazoljuk ezt!
Ez a konstrukeié elvégezhetd dltaldnosabban is, ha (G;);cr csoportok egy tetszéleges rendszere.
3.B.10. Feladatok. V¥ 1. Legyen G = (0,00) \ {1} és z * y = z!"¥. Igazoljuk, hogy (G, *)
Abel-csoport.
Vv 2. A Z halmazon értelmezziik az x *y = = +y — 1 miiveletet. Igaz-e, hogy (Z, *) Abel-csoport?
v 3. Csoport-e az 2.H/2. Feladatban adott (F,o) struktira?

3.C. Félcsoport invertalhaté elemeinek csoportja

Egy egységelemes félcsoport invertdlhatd elemei (egységei) csoportot alkotnak, 1ldsd aldbbi tételt,
ez egy fontos eljaras csoportok szerkesztésére.

3.C.1. Tétel. Legyen (S,-) egy egységelemes félcsoport és U(S) = {x € S : x invertalhat6}.
Akkor (U(S), ) csoport.

Bizonyitdas. U(S) C S és U(S) zart a miiveletre nézve: Va,y € U(S)=zy € U(S), mert ha z
és y invertalhatd, akkor zy is invertdlhaté (1dsd 2.E.4). A miivelet asszociativ U(S)-en, mert S-en
is asszociativ. S-nek az e egységeleme U(S)-ben is egységelem, itt fontos, hogy e € U(S). Tovdbba
minden z € U(S) invertdhaté az U(S) definiciéja szerint, ahol =1 € U(S), mert ha z invertalhato,
akkor #71 is invertdlhat6 (ldsd 2.E.4). O

3.C.2. Példak. e Az (4,-), A =Q,R,C félcsoportok esetén U(A) = A\ {0}.

3.C.3. Feladat. V (Z,) esetén mi lesz az (U(Z), ) csoport ?

3.C.4. Példék. e 1. Az (M, (C)),-) félecsoport esetén U(M,,(C)) = GL,(C), lasd 3.B. szakasz.

e 2. (Z,, ) kommutativ egységelemes félcsoport, ahol T -y = zy. Itt az invertdlhatd elemek
halmaza U(Z,,,-) = {Z € Z,, : (x,n) = 1}, ¥ Igazoljuk ! , amely csoport a szorzdsra nézve és ennek
rendje p(n) (Euler-fiiggvény). Ha n = p primszam, akkor (Z;,-) egy (p — 1)-edrendii csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 7 invertalhaté, akkor létezik 7 tigy, hogy Zy = 7y = 1, azaz
xy=1+nk,k € Z, zy —nk =1, s innen (z,n) = 1.
Forditva, ha (z,n) = 1, akkor ismert, hogy létezik k, ¢ € Z gy, hogy kx + ¢n =1 és innen

T=ka+0n=ks+0n=ki+0n=Fka+00=ka,

tehét 7 invertalhat6 és inverze k.

Egy tovabbi fontos példat ad a kovetkezd

3.C.5. Tétel. Legyen M egy tetszéleges nemiires halmaz és F(M) = {f|f : M —
M fiiggvény}. Akkor

1) (F(M),o0) egységelemes félcsoport a fiiggvények dsszetételére nézve és U(F(M)) ={f: M —
M)|f bijektiv}.
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2) Sy ={f: M — M|f bijektiv} csoport a fiiggvények dsszetételére nézve, ennek neve az M
halmazon értelmezett szimmetrikus csoport, mds jelslések: Sym (M), Perm(M).

Bizonyitds. FErtelmezés szerint, ha f,9: M — M, akkor ezek Gsszetétele go f : M — M, ahol
(go f)(x) = g(f(x)). Ez asszociativ miivelet: ha f,g,h : M — M tetszbleges fliggvények, akkor
(hog)of=ho(gof).

Minden f : M — M fiiggvényre foly = 1y 0 f = f, hiszen (f o 1p)(z) = f(1p(x)) = f(x),
Qa0 f)(x) =1p(f(x)) = f(x) minden z € M-re.

Belédtjuk, hogy U(F(M)) = {{ : M — M|{ bijektiv }.

Ha f € U(F(M)), akkor f invertdlhatd, azaz létezik olyan [/ : M — M fiiggvény, amelyre
fofl=fof=1y, f(f'(x) = f(f(z)) =x,Ve € M. Kérdés, hogy f bijektiv-e, azaz tetszbleges
y € M-re létezik-e egy és csak egy x € M 1gy, hogy f(z) = y ? Legyen f/'(y) = a, akkor
fa) = f(f'(y)) =y, tehat vélaszthaté x = a. Ha f(a) = f(b), akkor a = f'(f(a)) = f'(f(b)) = b,
ezért x = a egyértelmi.

Forditva, ha f bijektiv, értelmezziik az f’ fiiggvényt igy: Vt € M, f'(t) = u, ha f(u) = t. Ekkor
F(F(0) = fu) = ¥ € M, f/(F(w)) = f'(t) = w,Yu € M. O

A 3.C.5. alapjan példaul az 6sszes f : R — R bijektiv fliggvény csoportot alkot a kompoziciéra
nézve (M =R). Ha M = {1,2,...,n}, akkor Sy; = S,, az n-edfoki szimmetrikus csoport, 1l4sd 3.B.5.

3.C.6. Feladat. V¥ Ha M-nek van legaldbb két eleme, akkor az (F(M),o) félecsoport nem
kommutativ.

Megoldas. Legyen a,b € M,a # b és f(x) = a, Vo € M és g(x) = b, Vo € M. Akkor
flg(x)) = f(b) =a, g(f(x)) =gla) =b, Vo € M, ezért go [ # fog.

3.D. Szamitasi szabalyok csoportban

3.D.1. Tétel. (szdmitdsi szabalyok csoportban) Ha (G, ) egy csoport, akkor

1) ab = ac=b = ¢ és ba = ca=b = ¢, Ya,b,c € G, azaz teljesiilnek a balrdl illetve jobbrdl valé
egyszertisités szabalyai,

2) Va,b € G esetén az ax = b egyenlet egyetlen megolddsa x = a~1'b és az ya = b egyenlet
egyetlen megolddsa y = ba~!.

Bizonyitas. 1) Ha ab = ac, akkor akkor mindkét oldalt szorozva balrdl az a inverzével:
a"t(ab) = a=(ac)b, (a~ta)b = (a~'a)c, eb = ec, ahonnan b = c. Hasonléan a masik.

2) Ha ax = b, akkor mindkét oldalt szorozva balrdl az a inverzével: a=!(az) = a='b, (a ta)r =
a~'b, ex = a~'b, ahonnan = = a~'b. Hasonléan a masik. O

Ha (G,-) egy csoport és a € G, akkor a t, : G — G, ty(x) = ax ést, : G — G, t)(x) = za
fliggvényeket bal oldali illetve jobb oldali transzlaciéknak nevezziik. Ezek bijektivek 3.D.1.
szerint.

Csoportban értelmezhetok az elemek egész kitevés hatvanyai:

¥=e a"l=2z".2, neN, z"= ()" =(a")"L.

Beldthaté, hogy ™*" = x™a™,  (z™)" =a2™" Vm,n € Z.

Megjegyezziik, hogy altaldban (zy)" # 2"y", de ha xy = yx (azaz ha x és y felcserélhetdk,
amelynek elégséges, de nem sziikséges feltétele, hogy a csoport kommutativ legyen), akkor (xy)" =
x"y".

Additiv jeloléssel: 0x = 0,(n+ )z = nx+2z, n €N, (—n)zr = n(—z) = —(nz), s ekkor
(m+n)x =mz+nx, m(nz)=(mn)z, Ym,n € Z.

Barmely véges csoport Cayley-tabldzataban minden sor és minden oszlop tartalmazza mindegyik
elemet és pontosan egyszer. Ez az egyszerisitési szabdly miatt van {gy (vizsgdljuk meg a 3.B. szakasz
miivelettabldit).

3.D.2. Feladatok. V¥ 1. Legyen (G,-) egy olyan csoport, amelyben (zy)? = 22y, V z,y € G.
Igazoljuk, hogy G kommutativ csoport.

v 2. A (G,-) csoportban 22 = e, V o € G (e az egységelem). Igazoljuk, hogy G kommutativ
csoport.

3.E. Csoportmorfizmusok
Legyen (G, x) és (G',0) két csoport. Az f : G — G’ fiiggvényt csoportmorfizmusnak vagy
csoporthomomorfizmusnak nevezziik, ha

flxxy)=f(x)o fly), Va,yed,
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azaz, ha barmely két elem G-beli dsszetételének a képe egyenld a képelemek G’-beli dsszetételével
(f miivelettartd), lasd 2. dbra, jelolés: f € Hom(G,G’).

2. abra

Multiplikativ irdsméddal (a tovabbiakban ezt haszndaljuk):

flzy) = f(2)f(y), Va,yeq,

azaz barmely két elem G-beli szorzatéanak a képe egyenld a képelemek G’-beli szorzatéval.

Az f csoportmorfizmus neve csoportizomorfizmus, ha f bijektiv. Ekkor azt mondjuk, hogy a
két csoport izomorf (algebrailag azonos), jelolés: G ~ G'.

Ha (G,-) = (G’,-) azonos csoportok, akkor az f € Hom(G, G) homomorfizmus neve endomor-
fizmus, jelolés f € End(G), az f : G — G izomorfizmus pedig automorfizmus, jellés f € Aut(G).

3.E.1. Tétel. (morfizmusok tulajdonsdgai) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus. Akkor

(i) f(e) =€, ahol e a G egységeleme, ¢’ pedig a G’ egységeleme,

(i) f(a1) = f(z), VzeG,

(iii) 1¢ : G — G, 1¢(z) = x morfizmus,

(iv) ha f': G' — G" egy tovabbi morfizmus, akkor ' o f : G — G" is morfizmus.

(v) ha f : G — G’ izomorfizmus, akkor f~' : G’ — G is izomorfizmus.

Bizonyitas. (i) f(e) = f(ee) = f(e)f(e), ahonnan szorozva f(e) l-nel: f(e) = ¢,

(i) f(2)f(z7h) = flza™") = fle) = ¢ és f(a™")f(x) = f(z71a) = fle) = €', ezért f(z™") =
fl@)=

(iil) 1a(zy) = 2y = 1a(2x)la(y), Yo,y € G,

(iv) (f o /)lzy) = f'(f(zy)) = [/ (f (@) f(y)) = f/(f (@) [ (f(y) =
= ([ o )@)(f o /)ly), Va,y

(v) Yu,v € G: legyen z = f~(u),y = f~!(v), akkor f~!(uv) = [ (f(2)f(y)) = [~ (f(zy)) =
zy = f Y w)f o). O

3.E.2. Példak. e 1. Haa > 0,a # 1, akkor f: (R,+) — (R%,-), f(x) = a® izomorfizmus, tehat
(R, +) ~ (R%,-), és f~(z) = log, =.

o2 f:(C* ) = (RY,:), f(2) = 2| és f: (C,+) — (R, +), f(2) = Rez morfizmusok.

3. f:(Z,+) = (Zn,+), f(x) =% morfizmus.

o4 f:GL,(C)— C*, f(A) = det A morfizmus.

3.E.3. Tétel. Ha (G, ) egy csoport, akkor (End(G), o) egységelemes félcsoport és U (End(G)) =
Aut(G), tehdt (Aut(G), o) csoport, ez a G automorfizmuscsoportja. O

3.E.4. Feladat. Vv Igazoljuk a 3.E.3. Tételt.

A csoportok kozotti izomorfizmus egy ekvivalenciarelacié és a megfelelé ekvivalenciaosztalyokat
csoporttipusoknak nevezziikk. A csoportelmélet a csoportoknak azokat a tulajdonsdgait tanul-
manyozza, amelyek ha igazak egy G csoportra, akkor igazak minden a G-vel izomorf csoportra is.
Altaléban, az algebrai vizsgalatokban két algebrai struktirat (csoport, gy{iri, test, sth.) azonosnak
tekintiink, ha egymadssal izomorfak (kivéve, ha egy halmaz kiilonbozé részeirdl van szd, ekkor ezek
nem azonosithatdk). Az algebra az izomorfizmusokkal szemben invaridns tulajdonsagokat vizsgalja.”

A csoportelmélet legfontosabb feladatai:

1) az osszes létezd csoporttipus leirésa,

2) olyan eljards keresése, amellyel két adott csoportrdl eldonthetd, hogy izomorfak-e vagy sem.
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Minden n > 1-re létezik n-edrendii csoport. Valéban tekintsiik pl. az n-edik egységgyokok (U, -)
csoportjat vagy a (Z,,+) csoportot.

3.E.5. Feladatok. Vv 1. Legyen f; : R* — R*, fi(x) = z, fo(x) = %,fg(l‘) = —x, f4(x) = f%.
Igazoljuk, hogy (G = {f1, f2, [3, f4},0) Abel-csoport, amely izomorf a Klein-csoporttal (készitsiink
Cayley-téblazatot).

Vv 2. Legyen G = (—1,1) és x vy =

a) (G, x) Abel-csoport.

b) f:(0,00) — (=1,1), f(z) = Lﬁ izomorfizmus a ((0,00),-) és (G, *) csoportok kozott.

c¢) Hatdrozzuk meg: x * x * ... * z, ahol n € N*.

—

n

Megoldas. c) zxz = %, THTHT = i’ﬁ%ﬁ, THRTHT*T = %, innen nehezen talalhaté
ki az eredmény.

A b) pontbeli f izomorfizmus inverze f=! : (=1,1) — ( o), f ( ) = }Jr—”” is izomorfizmus
és f~Hx*y) = fH(x)f(y), altaldnosabban: f~1(xq * . ) Yay)--- f~1(x,), ahonnan
Tk kxy, = () f N an)), Vo, € (—1,1). Haay = ... = 2, = @, akkor kapJuk hogy

TH ... kT = (1t =(1-2)

T_ (1+x)n+(1_x)n

Vv 3. Igazoljuk, hogy

1) (Zo x Zo,+) izomorf a Klein-csoporttal,

2) (Zg x Zs3,+) izomorf a (Zg, +) csoporttal.

Vv 4. i) Hatdrozzuk meg (Z, +) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Z, +),0) ~
(Ua, ).

ii) Hatdrozzuk meg (Q, +) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Q, +),0) ~
(Q*, )

Megoldas. i) f(z +y) = f(x) + f(y),Ya,y € Z, ahonnan = = 0-ra f(0) = f(0) + f(0),
f(0)=0; y=—z-re 0= f(0) = f(z) + f(—x), f(—x) = —f(x),Yx € N (*). Tovdbbd x =y = 1-re
72) = F(1) + £(1) = 2/(1), £(3) = £(1) + F(2) = 3f(L)f(n) = nf(1),¥n € N, és (*) miatt
flx)=af(1),Va € Z.

Tehét, ha f : Z — Z endomorfizmus, akkor f(z) = ax,Vo € Z, ahol a = f(1) € Z (a tetsz6leges
egész szam, amely csak f-t6l fiigg). Forditva, azonnali, hogy ezek mind endomorfizusok.

Az el6bbiek koziil csak fi(z) = x és f_1 = —x bijektiv: Aut(Z,+) = {f1, f2}. Legyen ¢(f1) =
o(f-1) = —1, ez izomorfizmus.

i) itt f(z+y) = f(x)+ f(y),Yz,y € Q, ahonnan az i) alapjan f(x) = 2 f(1),Vz € Z, most f(1) €
Q. tovibba £(1) = f(n-4) = nf(1), F(3) = LF(1),¥n € N°, £(2) = mf(3) = 2 F(1),¥m,n € N,
Itt f(—x) = —f(z),Vx € Q alapjan kapjuk, hogy f(x) =xf(1),Va € @

Tehét, ha f: Q — Q endomorfizmus, akkor f(x) = ra, Vo € Q, ahol r = f(1) € Q (r tetszbleges
raciondlis szdm, amely csak f-t6l fiigg). Ezek mind endomorfizusok és r = 0 kivételével mind
bijektivek, tehdt automorfizmusok.

Legyen ¢ : (Aut(Q,+),0) — (Q*,-), ¢(f) = f(1) = r, ez izomorfizmus.

v 5. Hatdrozzuk meg az f : (Zy, +) — (Z,+) csoportmorfizmusokat, ahol n € N*.

_Megoldas. fl@+y) = f@) + f(§),VT,§ € Zy alapjén £(0) =0, £(2) = 2f(1), ...,
k) = kf(1),0 < k < n. Itt f(0) = f(@) = 0 miatt f(1) = 0 és vélasz: f(Z) = 0 az egyediili
morfizmus.

3.F. A részcsoport fogalma, példak

Legyen (G, -) egy csoport és H C G. Azt mondjuk, hogy H a G részcsoportja (vagy
alcsoportja), ha a H elemei a G-beli miiveletre nézve maguk is csoportot alkotnak, jelolés H < G,
azaz

(i) Vaz,y € H : xy € H (H zért részhalmaz),

(ii) (H,-) csoport.

3.F.1. Példdk. e 1. (Z,+) < (Q,+) < (R

e 2. Han € Z, akkor nZ = {nk : k €
késébb), itt (—n)Z =nZ.

( v+)’ (Q*a) < (R*v) < ((C*7)

1) <
Z} < (Z,+) (és minden részcsoport ilyen alaki, ldsd
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e 3. Minden (G, -) csoportnak részcsoportjai a H = {e} és H = G, ezeket trividlis részcsopor-
toknak nevezzitkk. Ha H < G és H # {e}, H # G, akkor H-t valédi részcsoportnak nevezziik.

e 4. Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor z egész kitevés hatvanyainak H = {2* : k € Z}
halmaza a G kommutativ részcsoportja, ldsd 3.F.2. Feladat, jelolés H = (x), ennek neve az = elem
altal generalt részcsoport.

e 5. Ha n € N*| akkor az n-edik egységgyokok U, csoportjara (Up,,-) < (C*,-).

e 6. A valds szdmsorozatok Abel-csoportot alkotnak az 6sszeaddsra nézve és a korldtos, illetve a
konvergens sorozatok ennek részcsoportjai.

3.F.2. Feladat. V Legyen (G,-) egy csoport és © € G. Akkor H = {zF : k € Z} a G
kommutativ részcsoportja.

3.F.3. Tétel. Ha H < G, akkor H egységeleme a G egységeleme és minden elem H-beli
inverze éppen a G-beli inverz.

Bizonyitas. H csoport, ezért H-ban létezik egy u egységelem legyen ez u € H. Azi: H — G,
i(z) = z,Vx € H fiiggvény csoportmorfizmus, ezért i(u) = e a G egységeleme (3.E.1. Tétel). De
i(u) = u, ahonnan u = e.

Tovéabbd, jelolje 2’ € H az x H-beli inverzét és =1 € G az o G-beli inverzét. Ekkor i(z') = =
(3.E.1. Tétel), ahonnan 2/ = x~1. O

3.F.4. Feladat. Vv Részcsoportjdt alkotjik-e az (R, +) csoportnak a kovetkezé halmazok: N,
7,27, 27 + 1, Q, a negativ racionélis szamok, az irracionalis szamok?

3.F.5. Tétel. Egy csoport két részcsoportjanak metszete is részcsoport:

VH{,H, <G=H NHy <G. Altalénosabban, részcsoportok tetszbleges rendszerének a metszete
is részcsoport:

-1

V(H;)icr, Hi <G = ﬂHz el
il

Bizonyitas. Valéban, Va,y € NierH; = z,y € H;,Vi € I = xy € Nier H;, tovdbbd N;cr H;-n
a miivelet asszociativ, e € H;,Vi € I = e € MierH; és Vo € NiesH; = v € H;,Vi € I = 27! €
H; Viel= z'€nerH;, tehdt Nier H; csoport. O

Egy csoport két részcsoportjanak unidja éltaldban nem részcsoport. Pl. (Z,+)-nak (2Z,4) és
(3Z,+) részcsoportja, de 2ZU3Z nem az, mert pl. 2,3 € 2ZU3Z, de 2+3 = 5 ¢ 2ZU3Z (ugyanakkor
27 N 3Z = 6Z részcsoport,).

3.F.6. Feladatok. v 1. Tekintsiik a (G, *) Abel-csoportot, ahol G = (0,00)\ {1} és z*y = 2™V,
lasd 2.B.3/2 Feladat. Igazoljuk, hogy H = {e* : z € Q,z > 0} részcsoportja G-nek.

Vv 2. Legyen (G,-) egy csoport és H = {g € G : gx = xg, Vo € G} azoknak a G-beli elemeknek
a halmaza, amelyek minden mds elemmel felcserélhetdk. Igazoljuk, hogy H < G (itt H a G csoport
centruma, jelolés H = Z(G), G akkor és csak akkor kommutativ, ha Z(G) = G).

Vv 3. Legyen (G, ) egy csoport és Hq, Ho, H3 < G. Igazoljuk, hogy

a) Hi U Hy < G&Hy < Hy vagy Hy < Hi,

b) HiUHy; =G&H, =G vagy Hy =G,

C) H; C HHUHysHs < Hy vagy Hs < Hs.

3.G. Elem rendje

Legyen (G, -) egy csoport és x € G. Tekintsiik az x, 2%, 22, ... € G elemeket. Ha van olyan k € N*
szdm, amelyre ¥ = e, akkor a legkisebb ilyen szdmot az x elem G-re vonatkozé rendjének
nevezziik és azt mondjuk, hogy = véges rendii, jelolés: og(r) = o(z) = min{k € N* : ¥ = e}.
Ellenkez$ esetben (ha nincs ilyen szam), akkor azt mondjuk, hogy = végtelen rendii, jelslés:
o(x) = 0.

Additiv frasmdddal x rendje az a legkisebb k € N*, amelyre kx = 0.

3.G.1. Példak. e 1. Minden csoportban o(z) = 1&<x =e.

e 2. (C*,-)-ban o(i) = 4,0(—1) = 2,0(3) = cc.

e 3. Az S3 szimmetrikus csoportban legyen 7 € S3,7(1) = 2,7(2) = 1,7(3) = 3, amelyre jelolés:

1 2 3 . 1 2 3 .
T= <2 1 3>, ennek rendje 2: o(1) =2, 0 = <2 3 1> rendje 3: o(c) = 3.
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Ha x véges rendi, o(z) = n, akkor az e, x, 22, ..., 2" ! elemek paronként kiilonbézdek és minden

, k € Z hatvany ezek egyikével egyenld. Valoban ha 2 = 27, ahol 0 < i < j < n — 1, akkor
IJ =e, 1< j—1i<mn, ellentmondés, tovdbb4 x"“ ="z =ex = x, 2" 2 = 2"2? = ex? = 22,
altaldban, ha k = ng +r, 0 < r < n alaki, akkor 2¥ = (2™)%2" = 2. Innen kovetkezik, hogy

3.G.2. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, * € G, o(x) = n € N*. Ha z¥ = e valamilyen
k € Z-re, akkor n|k. O

Ha o(z) = oo, akkor az x*, k € Z hatvanyok mind kiilonbézéek, mert ha létezne 4,5 € Z,i < j
Ugy, hogy z' = 27, akkor /=% = e, j — i > 0, ellentmondés.

* Ezért, ha o(x) = oo, akkor G végtelen csoport. Kovetkezik, hogy ha G véges csoport, akkor
minden z elemének a rendje véges. De vannak végtelen csoportok is, amelyekben minden elem rendje
véges.

3.G.3. Példa. e Legyen U = {z € C: 3In € N* : z™ = 1} a komplex egységgyokok halmaza.
Ekkor (U, ) végtelen csoport, itt ha z1 és z5 ni-edik ill. no-edik egységgyok, akkor zq2ze nineg-edik
egységgyok, lasd 3.B.2., és ha z n-edik egységgydk, akkor o(z) < n véges.

3.G.4. Feladatok. v 1. Igazoljuk, hogy U = {z € C: 3n € N : z™ = 1} (végtelen) csoport a
szorzasra nézve.

V 2. Hatarozzuk meg a kovetkez6 = elemek rendjét a megadott csoportokban:

a)z =1, =2,x = -3 a (Z,+) csoportban,

b) z = fl,x = 1,2 = 2i a (C*,+) csoportban,

c)x= 1,;10 = 2 x = 4 a (Zs,+) csoportban,

d)z=1,2=2,2=14a (Z3,+) csoportban.

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy H = {z* : k € Z} = (z) a G kommutativ
részcesoportja (3.F. szakasz). Erre vonatkozik az aldbbi

3.G.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, x € G és H = (x) < G.

1) Ha o(x) = oo, akkor H izomorf a (Z,+) csoporttal.

2) Ha o(x) = n, akkor H = {e,z,2?,...,2" "'} és H izomorf a (Z,,+) maradékosztélycsoporttal.

Bizonyitds. A fentieket haszndlva, ha 1) o(x) = oo, akkor :(Z,+) — (H,-), f(k) = 2*
izomorfizmus, mert bijektiv és miivelettarté: f(k + ¢) = xk"‘z ¥ .1‘( = f(k‘)f(ﬁ) minden k, ¢ € Z
esetén. Tehdt (H,-) ~ (Z,+).

Hasonléan, ha 2) o(z) = n, akkor f : (Zn,+) — (H, ), f(k) = 2* izomorfizmus, mert bijektiv és
miivelettartd, tehat (H,-) ~ (Zn,+). O

3.G.6. Tétel. Ha (G,-) egy véges n-edrendii Abel-csoport, akkor

i) minden x € G elemre z" = ¢,

ii) minden x € G elem rendje osztdja G rendjének: o(x)|n.

Bizonyitds. i) Legyen G = {g1, 92, ..., gn } és legyen tetszéleges x € G. Akkor az xg1, 292, ..., Tgn
elemek kiilonbozéek és szdmuk n, tehdt G elemeinek egy permutédcidjat adjék, ahonnan G = {xgy, xga,

s Tgn }. Kapjuk, hogy: g1g2 - ... - gn = (zg1)(2g2) - ... - (zgn), innen a kommutativitdst alkalmazva:
G192 * oo G = T"G1G2 + oo Gn, és T = €.

ii) azonnali i) és 3.G.2 alapjén. O

Latni fogjuk, hogy a 3.G.6 tulajdonsagok, nemcsak Abel-csoportok, hanem tetszdleges véges
csoportok esetén igazak.

A szamelméletbdl ismert Euler-féle és Fermat-féle kongruenciatétel kovetkezik a 3.G.6 allitasbol.

3.G.7. Tétel. a) (Euler-tétel) Ham € Nyn > 2 ésa € Z,(a,n) = 1, akkor

—1

a?™ =1 (mod n).
b) (Fermat-tétel) Ha p primszam, a € Z és p Ja, akkor
a*"' =1 (modp).
Bizonyitdas.  a) Alkalmazzuk a 3.G.6. A&llitast az (U(Z,),-) Abel- csoportra, amely ¢(n)-
edrend(l, mert U(Z,,) ={a € Z,, : 1 <a <n,(a,n) =1} és kovetkezik, hogy

ar =1, Va € U(Zy).
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b) Specidlis esete a)-nak, ahol n = p primszam és p(p) =p—1. O

3.G.8. Feladatok. V¥ 1. Legyen (G,-) egy csoport és z,y € G. Akkor o(z™!) = o(x) és
o(zy) = o(yx).

Megoldas. (z71)" = (2")~1,Vn € N*, ezért (z71)" = ea™ = ¢, tehdt o(z~1) = o(x). Minden
n € N* esetén (zy)" = z (yz)(yx)...(yx)y = z(yz)"ly, ezért (zy)" = es(yz)" ! = a7y~ =

n—1

(yz) "t (yn)" =e.

% V 2. Ha egy csoportban az egységelemen kiviil 1étezik végesrendii elem, akkor létezik primrendii
elem.

Megoldas. Legyen z € G,z # e, o(x) = n véges. Ha n prim, akkor kész. Ha nem, akkor legyen
p|n, p prim és y = x™/P. Akkor y # e és o(y) = p, mert yP? = e és ha k < p, akkor y* # e, mert
kn/p < n.%

3.H. Ciklikus csoportok

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy (z) = {z* : k € Z} < G. A G csoportot
ciklikus csoportnak nevezziik, ha létezik olyan x € G elem, hogy G = (). Ekkor G minden eleme
z* alaki, valamely k € Z-re, itt 2 a G generalé eleme. Ha G ciklikus csoport, akkor kommutativ.

3.H.1. Példak. e 1. A (Z,+) csoport ciklikus: Z = (1) = (—1),

2. A (Zy,+) csoport ciklikus minden n € N* esetén: Z,, = (T>,

e 3. Az n-edrendii egységgyokok U, = {z € C: 2" =1} = {g = COS%T7T + isianT7r k€
{0,1,2,...,n — 1}} csoportja ciklikus csoport, mert U,, = (&1).

* Azokat az ey, szdmokat, amelyek U,, generdls elemei, azaz (¢;) = U, n-edik primitiv egység-
gyo6koknek nevezziik. Itt e akkor és csak akkor primitiv egységgyok, ha (k,n) = 1, lasd 3.H.4.
Feladat. %

e 4. (Q,4) nem ciklikus csoport, 14sd 3.H.2. Feladat.

3.H.2. Feladat. Vv Igazoljuk, hogy (Q, +) nem ciklikus csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 3¢ € Q: Q = (q) = {ng:n € Z}. Akkor Vo € Q=3In € Z : x = nq.
Legyen = = q/2, akkor ¢/2 = ng=n = 1/2, ellentmondas.

A ciklikus csoportok a legegyszeriibb szerkezetii csoportok. A 3.G.5. Tétel alapjan azonnali:

3.H.3. Tétel. (A ciklikus csoportok leirdsa) 1) Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor G
izomorf a (Z,+) csoporttal (a végtelen ciklikus csoportok tehat mind izomorfak egymdssal).

2) Ha G egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G izomorf a (Z,,,+) maradékosztaly-csoporttal.
O

A végtelen ciklikus csoport jelolése C(00), az n-edrendii ciklikus csoporté pedig C(n), ezekre
gyakran a Z, illetve Z,, additiv csoportokkal hivatkozunk.

% 3.H.4. Feladat. V¥ Legyen G egy n-edrendii ciklikus csoport, amelynek x generald eleme.
Tgazoljuk, hogy z" akkor és csak akkor generald elem, ha (r,n) = 1.

Megoldés. Ha G = (27), akkor létezik k gy, hogy = = x*", innen kr = 1 (mod n), azaz
n|(kr — 1). Ha d|r és d|n, akkor kévetkezik, hogy d|1, tehét (r,n) = 1.

Forditva, ha (r,n) = 1, akkor Ju,v € Z 1gy, hogy ru+ nv =1, innen 2™ = z és kapjuk, hogy
r=(z") 2% = (2")%, ... %

% 3.1I. Megjegyzések

A 3.A. szakaszban adott definici6 H. Weber "Lehrbuch der Algebra”, 1899 kényvében szerepel
el6szor.

A csoport fenti szokédsos definicidja helyett elegendd a kovetkez8ket megkovetelni: (G,-) egy
félcsoport, amelyben létezik jobboldali e; egységelem és minden elemnek létezik ej-re vonatkozd
jobboldali inverze, lasd 3.1.1/1,2 Feladatok.

A csoport egy masik, torténetileg elsé definiciéja (E. Cayley, 1854): A (G, -) nemiires félcsoportot
csoportnak nevezziik, ha G-ben az ax = b és ya = b egyenleteknek vannak megoldasaik, ldsd 3.1.3.
Feladat.

3.1.1. Feladatok. ¥ 1. Legyen (G, -) egy félcsoport. Tegyiik fel, hogy

i) létezik jobboldali egységelem: Je € G : xe = x,Va € G,

ii) minden elemnek létezik e-re vonatkozé jobboldali inverze:

Ve e Gz’ € G :axa’ =e.
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Igazoljuk, hogy ekkor G egy csoport.

Megoldas. Vo € G=a' € G=3(2') = y : 2’y = e, innen 2’z = (2'x)e = (2'z)(2'y) =
' (za")y = 2'ey = 2’y = e, tehdt 2’z = e, tovabbd ex = (za')r = x(a'z) = ze = x, azaz ex = x.
Kovetkezik, hogy e egységelem és x’ az x inverze, tehat G csoport.

Vv 2. Adjunk példat egy olyan félcsoportra, amelyben létezik e; jobb oldali egységelem, minden
elemnek van ej-re vonatkozé bal oldali inverze és amelyik nem csoport.

Megoldas. Legyen S = {a,b,c,d} és xy =z, Vax,y € S, ldsd 2.D.1, itt S minden z eleme jobb
oldali egysgelem, minden z-re és minden x € S-re zx = z, tehat x-nek z bal oldali inverze z-re nézve.

v 3. Legyen (M,-) egy (nemiires) félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor csoport,
ha M-ben az ax = b és ya = b egyenleteknek vannak (egyértelmii) megoldasaik. (Ez a feltétel gy
is megadhatd, hogy a t,,t, : M — M, t,(z) = ax,t,(x) = za transzliciék sziirjektivek minden
a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (Tétel). Az elégségesség: legyen ag € M, az apx = ap egyenlet-
nek 1étezik e € M megoldédsa, amelyre age = ag. Igazoljuk, hogy ae = a,Va € M.

Az yagr = a egyenletnek 1étezik y = yg € M megoldasa, amelyre ypag = a. fgy ae = (yoap)e =
yo(ape) = yoap = a, tehét e jobboldali egységelem.

Ve € M=32' € M : za’ = e (az vz = e egyenletnek van megolddsa), tehat ' az x jobb oldali
inverze.

Az el6z6 feladat szerint igy M csoport.

Vv 4. Legyen (M,-) egy (nemiires) véges félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor
csoport, ha Va,z,y € M : ax = ay=z = y és va = ya=x = y. (Ez a feltétel ugy is megadhatd,
hogy a t,,t., : M — M, t,(x) = az,t, () = za transzldcidk injektivek minden a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (egyszerlisitési szabdly). Az elégségesség: feltétel
szerint tq,t, : M — M injektiv, de mivel M véges, ezért t,,1, sziirjektiv is, és hasznéljuk az eléz6
feladatot.

Minden sikidomhoz, ill. testhez hozzarendelhetd a sik, ill. tér transzformécidinak egy csoportja,
amely azokbdl a transzformaciokbdl all, amelyek az sikidomot, ill. testet onmagédba viszik at. Ilyen
a 2.B.4. pontban definialt negyedrendl csoport és ilyenek az tn. diédercsoportok, lasd késGbb.

Az olyan csoportokat, amelyekben minden elem végesrendii torzidécsoportoknak nevezziik,
ilyen minden véges csoport és példaul az egységgyokok U csoportja, amely végtelenrendii torzide-
soport. Ha az egységelem kivételével minden elem végtelenrendii, akkor torziémentes csoportrol
beszéliink, ilyen példaul a pozitiv raciondlis szamok csoportja.

Ha a G csoportban léteznek olyan z,y elemek, amelyekre o(z) = oo, 2 < o(y) < oo, akkor G
neve vegyes csoport, példdul (Q*,-), ahol o(—1) = 2. %

3.J. Feladatok

v 1. Legyen S egy tetszbleges halmaz, (G, ) egy csoport és f : S — G egy bijektiv fiiggvény.
Igazoljuk, hogy =y = f~1(f(x)f(y)) egy csoportstruktiirdt definidl az S halmazon.

Vv 2. Igazoljuk, hogy a (Q,+) és (R, +) csoportok nem izomorfak.

Megoldas. 1. méd. Ha izomorfak lennének, akkor |Q| = |R| lenne, de tudjuk, hogy Q megszdm-
lalhaté, R viszont nem.

2. méd. Kozvetleniil: felt. létezik f : Q — R izomorfizmus, akkor f(0) = 0 és Ja € Q,a #
0:f(a) =Vv2,3beQb#0: f(b) =1 Legyen ¢ = = € Q, akkor na = mb, f(na) = f(mb),
nf(a) = mf(b), nv/2=m, V2 =" € Q, ellentmondds.

Vv 3. Legyenek M és N halmazok és f : M — N egy bijektiv fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
(SM’ O) = (SN’ o)'

Megoldas. Legyen F : Sy — Sy, F(p) = fopo f~1,Vp € Sy. Ez izomorfizmus. Valéban, F
morfizmus, mert F(po)) = fo(po)oft=(fopofo(forbof=1)=F(p)oF(y),és F
bijektiv, mert bijektiv fiiggvények sszetétele.

* V 4. Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f|f : M — G} halmazon
értelmezziik a kovetkezd miiveletet: (fg)(z) = f(z)g(z), Vo € M. Igazoljuk, hogy (G™,-) egy
csoport és G bedgyazhaté GM-be, azaz 1étezik egy ¢ : G — GM injektiv morfizmus.

Utmutatds. Va € G esetén legyen o(a) = fa, ahol f,(z) =a, Vo € M.

Vv 5. Igazoljuk, hogy (Z x Z,+) nem ciklikus csoport.
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Megoldas. Tegyiik fel, hogy (Z x Z,+) ciklikus, akkor - mivel végtelen - kovetkezik, hogy
izomorf a (Z,+) csoporttal, tehat létezik egy f : Z — Z x Z izomorfizmus. Legyen f(1) = (a,b),
akkor f(2) = (2a,2b), altaldban f(x) = (za,xb) minden z € Z-re. Itt f sziirjektiv, ezért létezik
n € Z ugy, hogy f(n) = (1,1). Innen (na,nb) = (1,1), na = nb = 1, tehdt n = a = b = 1 vagy
n=a=>b=—1. Els§ esetben f(1) = (z,x),Vx € Z, mésodik esetben f(1) = (—z,—z),Vz € Z. De
akkor pl. (1,0) nem képelem, ellentmondds. %

Vv 6. Legyen
11—z 0 T 1
K=(A(x) = 0 0 0 cx e R\ {=}
2
z 0 1—2

Igaz-e, hogy K csoport a matrixok szorzasara nézve 7

Megoldas. Igen ! Ugyanakkor a K-beli matrixok szingularisak, azaz nincs inverziik.

Megéllapithato, hogy (*) A(z)A(y) = A(z +y — 2zy),Va,y € R\ {3}, ahol z + y — 2zy # 1,
tehat K-n a szorzas miivelet.

A miétrixok szorzdsa asszociativ és (*) alapjan K-n kommutativ is. A(x)A(e) = A(x)-bdl e = 0,
tehdt A(0) semleges elem. A(z)A(z') = A(0)-bdl ' = tehat A(x) inverze (szimmetrikusa)
Alz5):

Kovetkezik, hogy (K, -) Abel-csoport.

% V 7. Legyen (A, +) és (B,+) két Abel-csoport. Ha f,g € Hom(A, B), legyen f+g¢g: A —
B,(f+g)(x) = f(z) + g(x),Vx € A. Igazoljuk, hogy

a) (Hom(A, B),+) Abel-csoport,

b) (Hom(Z, A),+) ~ (A, +),

¢) Hom(Q, Z) = {0}.

Megoldas. b) A 3.E.5/4 Feladat megolddsét kovetve, kovetkezik, hogy Hom(Z, A) = {f, : Z —
Alfa(z) = ax,a € A}, tovdbba ¢ : (Hom(Z, A),+) — (A, +), ¢(f.) = a izomorfizmus.

Mésképp: kozvetleniil igazolhatd, hogy I' : (Hom(Z, A), +) — (A, +), I'(f) = f(1) izomorfizmus.

c¢) Tegyiik fel, hogy f : (Q,+) — (Z,+), f # 0 egy morfizmus. Akkor létezik x € @) tgy, hogy
f(x) =z€Z" Innen z = f(x) = f(n- £) = nf(%) és kovetkezik, hogy n|z minden n € N* szdmra,
ellentmondaés.

Mésképp: f(x) = zf(1),Va € Q, ahol f(1) € Z, ez ugyanigy adédik mint a 3.E.5/4-ben. Ha

f(1) #0, legyen = = #(1), innen f(r) = 1 ¢ 7Z, ellentmondés.

T
2z—17

2
Vv 8. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és m,n > 2. Mutassuk meg, hogy

a) (Hom(Z,, A),+) ~ (A,,+), ahol 4,, = {a € A : na =0},
b) Hom(Z,,Z) = {0},

C) (Hom(Zn, Zm), +) ~ (Z(n’m), +),

d) (Aut(Z,,, +),0) ~ (U(Z,), ).

Megoldas. a) A korabbi feladatokhoz hasonléan:

Hom(Zy, A) = {f : Zn — A: f(Z) = za,a = f(1) € A,}.

Itt a = f(1) € A,, mert 0 = f(0) = f(A) = na. Ekkor T' : (Hom(Z,, A)+) — (A,,+), D(f) =
f(1) = a izomorfizmus.

b) Itt A=7Z, (Z), = {2z € Z:nz =0} = {0} és az a) pont szerint Hom(Z,,Z) = {f : Z, — L
F(@) = xa,a = f(1) = 0} = {0}. A

¢) Most A = Zy,, (Zp)n = {T € Zy, : nT = 0} és a) szerint (Hom(Zy,, Zy,), +) =~ ((Zm)n, +)-
Hatarozzuk meg (Z,,), elemeit. Ehhez megoldandé az nz = 0 egyenlet, ahol Z € Z,,. Itt nz =
mb,b € Z és legyen x € {0,1,...,m — 1}. Legyen d = (n,m) Inko., akkor (n/d,m/d) = 1 és
(n/d)x = (m/d)b alapjén (m/d)|x és
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d) Az A = Z,, esetben A,, = Z,, és End(Z,,,+) ={f : Zy, — Zyp, : [(T) = xa = Ta,a € Zy,}. Itt
f € End(Z,, +) bijektiv < f sziirjektiv < 3k € Z, : f(k) = 1 = ka (mivel Z,, ciklikus, 1 generals
elem és f morfizmus) < a € U(Z,,) (invertalhato).

Tovabbé kivetkezik, hogy W : (Aut(Zy, +),0) — (U(Zn),-), ¥ (f) = f(1) j6l értelmezett izomor-
fizmus. %
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4. Részcsoportok

4.A. Csoport részhalmazainak félcsoportja
Legyen (G, -) egy csoport és tekintsiik G részhalmazait. Ha H, K C G (H, K € P(G)) definialjuk
ezek szorzatat igy:
HK ={hk:he H ke K}.

Ha H = {h} egy elembdl 4ll, akkor jelolés:
hK = {hk : k€ K}.

Ha H = () vagy K = (), akkor HK = ().

Ha G egy csoport, akkor Vg € G : gG = Gg = G (mert ¢gG C G evidens és Vy € G : y =
g(g7'y) € gG, tehdt G C gG, ahonnan G = gG, hasonléan a mésik).

Additiv jelsléssel, ha H és K a (G, +) csoport részhalmazai és h € G, akkor

H+K={h+k:heHkeK}, h+K={h+k:keK}.

Ha H,, Hs, Hs C G, akkor (H1H)Hs = Hyi(H2Hs), ez kovetkezménye az elemek szorzdsa ass-
zociativitdsanak. Tovabbd eH = He = H minden H C G-re. Eszerint (P(G),-) egy egységelemes
félcsoport. Egy csoport részhalmazait régebbi konyvekben komplexusoknak is nevezik.

Ha H € P(G), akkor jelolés: H=' = {h™! : h € H}. Megjegyezziik, hogy ha H, K C G, akkor
(HK)™ = K'H™!, mert (HK) ! = {(hk)™ :he Hke K} ={k 'h™' :he Hk € K} =
K-'H~1

H~1 3ltaldban nem a H inverze a (P(G),-) félcsoportban. Ha H = {h} egyelemfi, akkor in-
vertalhaté és inverze éppen {h~'} = H~!. Ha H legaldbb kételemii, akkor nem invertdlhatd, lasd
kovetkezd Feladat.

4.A.1. Feladatok. v 1. Ha H legaldbb kételemii, akkor nem invertdlhaté a (P(G),-) félcso-
portban.

v 2. Ha G egy csoport és H, K C G, akkor (HUK) ' = H-'UK 1és (HNK) ' =H 'nK~%

4.B. Részcsoportok jellemzése

A részcsoport fogalmat a 3.F. szakaszban definidltuk.

4.B.1. Tétel. (részcsoportok jellemzése) Ha (G, -) egy csoport és H C G, akkor egyenértékiiek
a kovetkezo allitasok:

1) H < G, azaz H részcsoport,

2)H+# () ésVa,y€ H=ay € Hyx~' € H,

3) H+# 0 ésVa,ye H=ay ' € H.

Bizonyitds. 71) = 2)” Ha H < G, akkor e € H # () (Tétel) és definicié alapjén Vz,y € H :
ry € H. Ugyanakkor x~! € H,Vx € H (Tétel).

"2) = 3)” a feltételek alapjan H # () evidens, tovabba Vo,y € H :y~' € H és zy~' € H.

"3) = 1)” H # (), ezért létezik xp € H és e = :coxgl € H. Tovédbbé, Vo,y € H: 2 ' =ex~ ' € H,
vy =x(y~1)~! € H, ezért H zart a miiveletre nézve. A mfiivelet asszociatfv H-ban, mert G-ben az,
létezik egységelem H-ban, mert e € H, és minden H-beli z-nek van inverze: x~' € H. [

Megjegyzés. A Tétel 2) pontjdban szerepld feltétel {gy is frhaté: HH C H és H™* C H, a 3)
pontban pedig: HH ' C H. Ezekben egyenldség is irhat6, pontosabban igaz a kivetkezd

4.B.2. Tétel. (részcsoportok jellemzése ijra) Ha (G,-) egy csoport és H C G, akkor
egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:

1*) H < G, azaz H részcsoport,

2¥)H#0, HH =H és H™' = H,

3*) H#0 és HH ! = H.

Bizonyitas. "1*) = 2%)” Ha H < @G, akkor az el8zé tétel szerint H # (), HH C H és
H=' C H. Tovébba Yh € H : h = he € HH, tehat H C HH. Ugyanakkor H C H~', mert
Vhe H:h=(h1)~te H! hiszen H < G miatt h~! € H.

"2%) = 3*)” Azonnali 2*) alapjan: HH-' = HH = H.

"3%) = 1*) HH~' = H=HH ! C H és alkalmazzuk az el6z6 tétel 73) = 1)” implikdciéjat. O
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4.B.3. Példa. e Ha (G,-) egy csoport és H = Z(G) = {9 € G : gv = xg, Yz € G}, akkor
Z(G) <G, Z(G) a G csoport centruma, 1dsd 3.F.6. Feladat. G akkor és csak akkor kommutativ,
ha Z(G) = G.

Belatjuk, hogy Z(G) < G. Valéban, alkalmazva a jellemzési tételt: e € Z(G) # 0, mert Vo €
G :ex = ze (= e); ha g,h € Z(G), akkor Vz € G : (gh)z = g(hx) = g(zh) = (gz)h = (zg)h =
x(gh)=gh € Z(G) és ha g € G, akkor Vo € G : g~ 'z = (z71g)7! = (go=1)~! = xg~?, innen
g e Z(G).

4.B.4. Feladat. Vv Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Igazoljuk, hogy a B+ C =
{b+c:be B,ce C} halmaz az A részcsoportja (ez a B és C osszege). A (Z,+) csoportban mi lesz
27 és 3Z (&ltalanosabban nZ és mZ) dsszege 7

% Mi annak a feltétele, hogy egy tetszOleges csoport két részcsoportjanak szorzata részcsoport
legyen 7 Erre ad vélaszt a kovetkezd

4.B.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és H K < G. Akkor HK < G & HK = KH.

Bizonyitas. Legyen H,K < G. Ha HK < G, akkor 4.B.2. szerint HK = (HK)™!
K 'H ' = KH. Hapedig HK = KH, akkor (HK)(HK) = H(KH)K = HHK)K = (HH)(KK) =
HK és (HK)"' = K'H ' = KH = HK és kapjuk, hogy HK < G. O

Ha G Abel-csoport, akkor a HK = K H feltétel automatikusan teljesiil és H K mindig részcsoport,
ez az adott részcsoportok szorzata, lasd 4.B.4., ott additiv az frdasmod. %

4.B.6. Tétel. Legyen [ : G — G’ egy csoportmorfizmus.

a) ha H < G, akkor f(H) ={f(h) :he H} <&,

b) f(G) < G’, tehdt csoport homomorf képe csoport,

b) ha H' < G', akkor f~1(H') ={g€ G: f(g) e H} <G.

Bizonyitas. Hasznaljuk a részcsoportok jellemzési tételét: elég belatni, hogy

a) e € H miatt f(e) = ¢ € f(H) # 0, tovabba Vz,y € H : f(z)f(y)™' = f(x)f(y~!) =
fley™") € f(H).

b) az el6z6 specidlis esete: H = G.

c) e € f7HH') # 0, mert f(e) = ¢ € H’, tovdbba Va,y € f~1(H') : f(x),f(y) € H' és
ey ™) = F@)f ()1 € B, enért oy~ € fH(HY). O

4.B.7. Feladat. Ha (G, ) egy csoport, akkor (Aut(G),o) < (Sg, o).

4.C. Csoportmorfizmus magja és képe

Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor a Ker(f) = {z € G : f(z) = €'} halmaz az f magja,
Im f = f(G) = {f(z) : © € G} pedig az f képhalmaza vagy képe, lasd 3. 4bra.

f
G G’

D

3. abra

4.C.1. Tétel. Ha f:G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor

a) Ker f <G,

b) IIIlf S Gl:

tehdt minden csoportmorfizmus magja és képe (csoport homomorf képe) részcsoport.

Bizonyitds. A 4.B.6. kivetkezménye. Legyen H = G és H' = {e'}, amelyre Ker f = f~1({e}).
O

4.C.2. Feladat. Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus. [ akkor és csak akkor injektiv, ha
Ker f = {e}.

Megoldas. "=" e € Ker f, mert f(e) = ¢’. Tegyiik fel, hogy a € Ker f, akkor f(z) =€’ = f(e),
s mivel f injektiv, kdvetkezik, hogy = = e.
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"< Legyen z,y € G tgy, hogy f(x) = f(y). Akkor f(z)f(y)~! =€/, f(zy~!) = €', ahonnan
xy~ ! =e, x =y, tehdt f injektiv.

4.D. Ciklikus csoportok részcsoportjai

Most igazoljuk, hogy egy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus, pontosabban:

4.D.1. Tétel. (A ciklikus csoportok részcsoportjai) Egy ciklikus csoport minden részcsoportja
ciklikus. Tovabba

1) Ha G = {2* : k € Z} végtelen ciklikus csoport, akkor G-nek végtelen sok részcsoportja van és
ezek a kovetkezSk: H,, = (™) = {z*™ : k € Z}, ahol m € N.

2) Ha G = {e,x,22,...,2" '} egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G részcsoportjai-
nak szama egyenlé n pozitiv osztéinak szamé&val és a részcsoportok a kévetkezbk: H,, = (x™) =
{e, ™ x*™ ..., a"~™}, ahol m € N*, m|n, itt H,, rendje n/m.

Bizonyitds. Legyen G = (x) egy ciklikus csoport és legyen H < G. Ha H = {e}, akkor
H = (e) ciklikus.

Ha H # {e}, akkor 1étezik y € H \ {e} és ez az elem eléall x valamilyen hatvinyaként: Ik € Z :
y = ¥, ahol k # 0, mert 2° = e. Ekkor 2% = (z=1)* € H, mert H részcsoport. A k és —k koziil
az egyik pozitiv, ezért M = {k € N* : z¥ € H} nemiires. Legyen m = min M. Megmutatjuk, hogy
H = (x™), ami ciklikus.

Valéban, z € H = (z™) C H. Forditva, Vh € H = h = x*,{ € 7Z és legyen £ = mq + r, ahol
¢, € Z, 0 < r < m (maradékos osztds tétele). Akkor 2" = x/~™7 = 2f(z™)~% € H. De akkor m
minimalitdsabdl kévetkezik, hogy r = 0, ahonnan h = (z™)9 € (z™).

% 1) Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a H,, = (2™), m € N részcsoportok mind kiilon-
bozéek. Itt Hy = (e) = {e}, H1 = (z) = G.

2) Ha G = {e,z,2?,...,2" '} véges ciklikus csoport, akkor 2" = e € H,, minden m-re, ezért
n = mk alaki, azaz m|n. H,, elemei tehat %™, ahol 0 < u < n/m— 1, mert u = n/m-re 2(*/™m =
z™ = e. Ha m|n, akkor a H,,-ek kiilonboz8 részcsoportok, itt Hy = (z) = G, H,, = (") = (e) = {e}.
* [

Megjegyzés. 4.D.1. 2)-ben H,, igy is megadhaté: H,, = {g € G : g"/™ = e}, ahol m/|n.

4.D.2. Példdk. e A (Z,+) ciklikus csoport részcsoportjai: nZ = {nk : k € Z}, ahol n € N| itt
0Z = {0}, 1Z = Z.

e A (Zy,4+), n € N*, ciklikus csoport részcsoportjai: H,, = {67771, 2/77\1, ey n/—\m}, ahol m|n.

4.D.3. Feladat. ¥ Adjuk meg (Zg, +) részcsoportjait.

Valasz. H, = {0,1,2,3,4,5,} = Z¢, H, = {0,2,4}, Hs = {0,3}, Hg = {0}.

4.E. Generalt részcsoport

Ha (G, -) egy csoport és Hy, Hy részcsoportok, akkor 14ttuk, hogy Hy U Hy dltaldban nem részc-
soport. Tekintsiik ezért azt a legkisebb (a bennfoglaldsra nézve) részcsoportot, amely tartalmazza
Hi-et és Hy-8t. Altaldnosabban, definialjuk egy adott részhalmazt tartalmazé legkisebb részcsopor-
tot a kovetkezoképpen:

Legyen (G, -) egy csoport és X C G. Akkor

(X)=n{H:H<G,XCH)}

részcesoportja G-nek 3.F.5. szerint, neve az X altal generalt részcsoport, X neve generatorrend-
szer. Ez az X-et tartalmazé Gsszes H részcsoport metszete, tehat a legkisebb olyan részcsoport,
amely tartalmazza X-et.

Ha X = {z}, akkor (X) = () neve ciklikus részcsoport vagy az = elem &ltal generalt részcso-
port, amit méar kordbban definidltunk. Megjegyezziik, hogy () = {e}.

Ha X véges halmaz, akkor (X) végesen generalt részcsoport.

Az alabbi allitdsok kovetkeznek a definiciokbol:

4.E.1. Tétel. (a generdlt részcsoport tulajdonsdgai) Ha (G, -) egy csoport és X C G, akkor

a) (X) <G, XC(X),

b) ha X C H és H < G, akkor (X) < H,

c) legyen H C G, akkor H < G < (H)y=H. O
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Fontos tudni hogyan kapjuk meg az X &ltal generalt részcsoportot, ha ismerjiik az X elemeit.
(X) tartalmaz minden x € X elemet, ezek inverzeit és véges sok X U X ~!-beli elem szorzatdt is.
Ezek mar G egy részcsoportjat alkotjak. Pontosabban:

4.E.2. Tétel. Ha (G,-) egy csoport és ) # X C G, akkor

(X) = {z129..20nn € N*, 2, € X UX ', V1 <i<n},

ahol X~ = {27 Y2 € X}, azaz (X) az dsszes olyan véges sok tényezés szorzatbdl all, amelyeknek
tényezdi X-beli elemek vagy ezek inverzei (médsképp: az X-beli elemek pozitiv és negativ kitevds
hatvdnyainak szorzataibdl all).

% Bizonyitas. (részletesen) Legyen

K ={r1z9..0pn e N* |z, € X UX ' V1 <i<n}

Ez tartalmazza X-et: X C K, hiszen minden x € X-re x egytényezds szorzat (n = 1). Megmutatjuk,
hogy K < G. Valéban, X-nek van legaldbb egy z eleme és zz~! = e € K # (), tovdbba:

-1

Ve =x122...Cn,Y = Y1Y2...Ym € K = 2y~ = :Elxg...xn(ylyg...ym)_l =

= xlxg...xnyglly;lal...yfl e K.

(részesoportok jellemzési tétele 1) Ezért (X) = KN ( )Nn( )N..é (X) C K, pontosabban
(X)<K.

Belatjuk még, hogy K a legkisebb olyan részcsoport, amely tartalmazza X-et, azaz VH < G, X C
H esetén K C H. Valéban, ekkor Vy € K = y = z1T3...7, alakd, ahol z; € X U X! és kapjuk,
hogy y € H, mert H részcsoport. Tehdt K C (X).

A fentiek szerint (X) = K. Oy

Ha w1, ..., x,, paronként felcserélhetd elemek (specidlisan, ha a csoport kommutativ), akkor

(1, zn}) = (@1, oy ) = {2 bk € 7).

Additiv jeloléssel:
(@1y ey ) = k121 + oo + kpmy, - ki € Z}.

Az X = {2} esetben az x elem altal generdlt részcsoport: (z) = {z* : k € Z}, amit mér lattunk.
Additiv jeloléssel a tétel a kovetkezo :

(X)={r1+z2+..+apne Nz, € XU(-X),V1 <i<n},

ahol —X = {—z|z € X}, tovdbba (z) = {ka : k € Z}.

* 4.E.3. Tétel. Ha G egy csoport, H, K <G és HK = KH, akkor (HUK) = HK.

Bizonyitdas. Ha HK = KH, akkor HK < G, lasd 4.B.5. H = He C HK, K = eK C HK,
inmen HU K C HK, s mivel HK részcsoport, ezért (H U K) < HK. Tovédbbd, Vhk € HK=hk €
(HUK), innen HK < (H U K). Kapjuk, hogy (HUK)=HK. [k

4.E.4. Feladatok. Vv 1. a) Ha f : G — G’ egy homomorfizmus és X C G, akkor f((X)) =
(X)),

b) Ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, azaz ha f : G — G’ egy homomorfizmus és G
ciklikus, akkor f(G) is ciklikus.

Megoldas. a) X C (X), ezért f(X) C f((X)). Mivel (X) < G és f morfizmus kovetkezik, hogy
F((X)) < G'. Kapjuk, hogy (f(X)) € F((X)).

Forditva: igazoljuk, hogy f({X)) C (f(X))). Legyen Vg € (X) és kérdés, hogy f(g) € (f(X)).
Itt g = 21y, ahol x; € X UX ! és f(g) = ( 1) f(zn), ahol f(z;) € f(X) vagy f(x;) €
F(X1) = (F(X))L, tehiit f(g) € (X))

b) a fenti specidlis esete: ha G = (z) ciklikus, akkor f(G) = f((z)) = (f(z)) ciklikus.

v 2. Igazoljuk, hogy (Q, +) nem végesen generalt csoport.

Megoldés. Tegyiik fel, hogy Q = (q1,...,¢r) = {k1q1 + ... + krqr : k; € Z}, ahol ¢; = 74,
(mg,m;) = 1, adott raciondlis szamok. '
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Legyen ¢ = 5—— € Q. Akkor 3k; € Z :

21’7,1...71.,,

m m kiming..ng. + ... + krmpeny..n,._
q=Fkiqi+ o+ kg = ki— ok = T P
L3 Ny ny...NMyp

Innen % = kiming..n, + ... + kymyni..n,._1 € Z, ellentmondas.

4.F. Elemek és részcsoportok konjugaltjai

Legyen (G, -) egy csoport. Ha x,y € G, akkor azt mondjuk, hogy x konjugalt az y elemmel, jel5lés
r~y, hadg € G:y=grg ' Ezegy ekvivalenciareldcié a G-n és az x € G ekvivalenciaosztalyanak
elemeit, azaz a grg~! elemeket, ahol g € G, az = elem konjugdltjainak nevezziik, jelolés: 9o =
grg!.

4.F.1. Feladat. Vv i) Igazoljuk, hogy "~ ekvivalenciareldcié G-n.

it) Jelolje z ekvivalenciaosztalyat Z. Mutassuk meg, hogy = = {z}<x € Z(G).

Megoldas. i) reflexivitds:  ~ z, mert Je € G : v = exe™ !,

szimmetria: ha x ~ y, akkor 3g € G : y = gzg ‘=2 = g lyg=y ~ z,

tranzitivitds: o ~ y,y ~ 2=3g,h € G : y = grg ',z = hyh '=z = h(grg ' )h7! =
(hg)z(hg)t=x ~ 2.

il) "= Feltételezziik, hogy T = {z}. Kérdés, hogy z € Z(G)=Vy € G:ay = yasVy € G 1w =
yry ' ? Legyen yry ! = z=2 ~ x=2 = x a feltételbdl, kész.

"<” Legyen Vo € Z(G). Akkor € z={x} C T (evidens). Kérdés: ¥ C {a} ? Yy € G 1y ~
r=39€ G:y=grg ' = x99~ ! = x, hasznélva, hogy = € Z(G). Innen y = 2=7 C {z}.

Hasonléan, ha H < G, akkor a H részcsoport konjugaltjai a gHg ' = {ghg™! : h € H}
részhalmazok, ahol g € G, jelolés 9H = gHg '. A H részcsoport konjugaltjai részcsoportok, ez
kovetkezik az alabbiakbol.

4.F.2. Tétel. Legyen G egy csoport.

a) Ha g € G, akkor 7, : G — G, 7,(x) =% v = grg~ "' automorfizmusa G-nek (ennek neve belsd
automorfizmus),

b) Ho H < G, g € G, akkor gHg~ ' < G.

Bizonyitas. a) Minden 7, morfizmus, mert 7,(z122) = g(z122)g9~ " =
= (919 ") (gr29™") = 74(21)74(22), V21,29 € G. Tovdbbd ha y = gzg™
ahonnan kapjuk, hogy 7, bijektiv és inverze éppen 7,-1.

b) gHg™' = 74(H) < G a 4.B.6. alapjdn (csoport homomorf képe csoport). O

Azt mondjuk, hogy a H, K részcsoportok konjugdlt részcsoportok, jelolés H ~ K, ha Jg €
G:K=gHg "

4.F.3. Feladat. Vv Igazoljuk, hogy "~" ekvivalenciarelacié a G részcsoportjai halmazan.

1 akkor x = g lyg,

% 4.G. Abel csoport részcsoportjainak direkt 6sszege

Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C' < A. Akkor B+ C ={b+c:be€ B,ce C} < A, lasd
4.B.4. Azt mondjuk, hogy A direkt 6sszege B-nek és C-nek, ha minden a € A elem egyértelmiien
felirhaté a = b + ¢ alakban, ahol b € B, ¢ € C. Jelolés: A = B @ C (multiplikativ {rdsméddal
A = B® C, ekkor az elnevezés direkt szorzat).

4.G.1. Tétel. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Akkor

1) a kovetkez6 allitdasok egyenértékiiek:

i) A=BaC,
ii) A= B+ C és BN C = {0},
iii) f: BxC — A, f((b,c)) = b+ ¢ izomorfizmus,

2) ha A = B® C és A véges csoport, akkor |[A| = |B| - |C].

4.G.2. Tétel. Ha G egy ciklikus csoport, |G| = mn, ahol (m,n) = 1, akkor G felbonthaté6 egy
G = H ® K direkt szorzatra, ahol H és K ciklikus részcsoportok és |H| = m, |K| = n.

4.G.3. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk a 4.G.1. és 4.G.2. Aallitasokat.

Megoldas. 4.G.2. igazoldsa: Legyen G = (x). Igazoljuk, hogy G = (™) x (x™). Valdéban,
(m,n) =1 miatt Ir,s € Z: 1 = rm + sn és minden t-re xt = "M = (M)t (z")st € (™) (z™).
Tovébba, ha z*™ = 2™ € (z™) N (2™), akkor ¥~ = e mn|km — ¢n, innen n|km és (m,n) = 1
miatt n|k, k = nu és £F™ = 2" = e. Tehat H = (z"), K = (™).
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v 2. i) Alkalmazzuk 4.G.2.-6t a (Zy,n,+) csoportra és mutassuk meg, hogy Z, =~ Zpy, X Zn,
ahol (m,n) = 1.

ii) Mutassuk meg, hogy a (Z,x,+) csoport, ahol p prim, & € N*, nem bonthat6 fel két valédi
részesoport direkt szorzatara (ez minden primhatvanyrendi ciklikus csoportra is igaz).

Megoldas. ii) Tegyiik fel, hogy A = Z,x = B® C, ahol B,C < Z,, |B| = p', |C| = p*, ahol
1 <t,s <k Itt p* = |A| = |B|-|C|, l4sd 4.G.1. Akkor B-ben minden elem rendje < p' (mi t&bb,
osztéja pt-nek), C-ben minden elem rendje < p® (osztéja p*-nek). Kévetkezik, hogy A minden a
elemének rendje < p™@($) = p ahol r < k. Valéban, minden a € A-ra a = b+¢, aholb e B,c € C
(egyértelmiiek) és p"a = p"(b+ ¢) = p"~t(p'd) + p"~*(p°c) = 0, innen a rendje < p”. Ez ellentmond
annak, hogy 7, ciklikus, azaz van pF-adrendii eleme. %

4.H. Cayley tétele

A kovetkez6 tétel a szimmetrikus csoport fontossdgat mutatja:

4.H.1. Tétel. (Cayley) Minden (G,-) csoport bedgyazhaté egy szimmetrikus csoportba,
pontosabban G izomorf az S¢ szimmetrikus csoport egy részcsoportjaval.

Bizonyitds. Ha a € G, legyen ¢, : G — G, t,(z) = ax (bal oldali transzlcié), amely bijektiv
fiiggvény, tehdt t, € Sg. Legyen ¢ : G — Sg, ¢(a) = t,.

Igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, Va,b € G : p(ab) = tqp, ahol Vo € G : pqap(x) =
tap() = (ab)z = a(bz) = ta(ty(2)) = (ta 0 1) () = (p(a) 0 p(b))(x). Tehit (ab) = (a) o p(b)

Tovébbd, ha p(a) = 1¢g, akkor Vo € G : t,(x) = ax = z, innen a = e, ezért Kerp = {e} és
kovetkezik, hogy ¢ injektiv.

Az el8bbiek alapjan G izomorf ¢(G)-vel, amely részcsoportja Sg-nek. [

% 4.1. Részcsoportok megfeleltetési tétele

Sziikségiink lesz a kovetkez6 tulajdonsigra:

4.1.1. Tétel. (részcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G — G’ egy sziirjektiv csoport-
morfizmus. Akkor minden K < G’ esetén létezik egy és csak egy H < G gy, hogy Ker f < H
és f(H) = K, nevezetesen H = f~1(K). Tehdt H — f(H) bijektiv megfeleltetés G-nek a Ker f-et
tartalmazo részcsoportjai és G' részcsoportjai kézétt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy adott K < G’-re létezik olyan H < G, amelyre Ker f <
H és f(H) = K. Akkor ez csak H = f~!(K) lehet. Valéban, Vh € H=f(h) € f(H) =
K=h € f~YK)=H < f~1(K). Forditva, Yz € f~H(K)=f(z) € K = f(H)=3h € H : f(z) =
f(h)=zh™' € Ker f < H, innen z = zh~*h € H, f~1(K) < H.

Legyen most H = f~!(K). Tudjuk, hogy ez részcsoportja G-nek és Vo € Ker f=f(z) = ¢’ €
K=z ¢€ f71(K) = H, tehat Ker f < H.

f(H) = f(f"YK)) = K az f sziirjektivitdsa miatt igaz: ha x € H, akkor f(z) € K=f(H) C K,
és forditva, y € K=3x € G : f(x) = y (ide kell a sziirjektivitds), innen x € f~1(K) és y = f(x) €
FUFUE) = f(H)=K C f(H). O

4.1.2. Feladat. a) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus, H < G és N = Ker f. Akkor
f~Yf(H)=NH=HN.

b) Ha f : G — G’ egy sziirjektiv csoportmorfizmus és H' < G’, akkor f(f~*(H')) = H'.

Megoldés. a) Vo € f~Y(f(H))=f(z) € f(H)=3h € H : f(z) = f(h)=f(zh™1) = e=zh™! €
N=zh ! =n€ N=x=nhec NH.

Forditva, Vo = nh € NH=f(z) = f(n)f(h) = f(h) € f(H)=z € f~Y(f(H)), tehat f~1(f(H)) =
NH.

Tovébbé, f(H) < G'=f~1(f(H)) < G, lasd Tétel, ezért NH < G és innen a 4.B.5. Tétel szerint
NH =HN.

b) Alkalmazzuk a 4.1.1. Tételt. %

4.J. Feladatok

Vv 1. Legyen G csoport, H C G nemiires és véges. Igazoljuk, hogy H akkor és csak akkor
részesoportja G-nek, ha Vo, y € H=xy € H (azaz H zirt részhalmaz).

Megoldas. A sziikségesség evidens. Az elégségesség: mivel H véges, ezért minden = € H elem
H-ra vonatkozé rendje véges, legyen o () = n, ekkor 2" = e és v~ = 2"~ € H.

Vv 2. Egy végtelen csoportnak végtelen sok részcsoportja van.
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Megoldas. Legyen G egy végtelen csoport. Ha Jz € G,o(x) = oo, akkor (x) ~ (Z,+) és
ennek végtelen sok részcsoportja van. Ellenkez6 esetben Vo € G : o(x) < oo, ekkor {(z) : x € G}
részcsoportok végtelen halmaza.

v 3. Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G’).

Megoldas. "C"Vy € f(Z(G)=3z € Z(G) : y = f(x). Kérdés: y € Z(G'), azaz Vz € G' : yz =
zy? g€ G:z=f(g) ésyz = f(x)f(g) = f(zg) = f(gz) = f(9)f(x) = zy. Hasonlban forditva.

% V 4. Legyen G egy csoport és H < G, H # G. Igazoljuk, hogy (G \ H) = G.

Megoldas. Legyen K < G és G\ H C K. Akkor KUH = G, ahol K, H < (. Kovetkezik, hogy
K =G vagy H = G, lasd 3.F.6/3. Feladat, itt H = G kizart, ezért K = G, kész. %

v 5. Legyen G egy véges Abel-csoport és P a G elemeinek szorzata: P = [], ., =. Igazoljuk,
hogy:

1) P2 ) P = HwEG’,w:z*l €,

ii) Alkalmazés: ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p) (Wilson-tétel),

ili) Ha |G| péros, akkor 3z € G,z # e : o(x) = 2,

% iv) Legyen G ciklikus. Ha |G| paratlan, akkor P = e, ha G péros, akkor P # e. %

Megoldés. i) Minden 2 € G, # e elemet allitsunk parba az 2~ ! inverzzel. Itt » = 1~ 1<a? =
eo(x) =268 P =[], cqr=[l,1.- (@) [y o =[Leeo 2, PP =1],o 2% =

ii) Legyen p > 2 és tekintsiik a (Z* -) csoportot. Itt 2% = 1(:)p|(ac - 1) (x—=1)(z+1)ep|(z—1)
vagy pllz+1) ©F =1 vagy 2 = p— p— 1. i)-et alkalmazva: 1-2- p—1=p—1, innen (p—1!'=

—1= -1 (mod p).

iii) Az i)-beli pérositéssal, most \G\ {e}| paratlan, tehat 3z € G,z # e : o(x) = 2.

* iv) Legyen G = (z) = {e,x,2?,...,2" '}, o(z) = |G| = n. Akkor P =[] oo = ' T2l =
2""=V/2 Ha |G| =n=2k+1 paratlan, a = gF@RHD = (22k+1)k — ¢k — ¢ ha |G| = n = 2k péros,
P = gk@k=1) = 22K% =k — (g2kykyp—k — gk £ o (Mésképp: o(z*) = (O(i)) = 2e(o(x),k) =

O(x) sk = 0(@ , stb., lasd kés6bb a képletet). %

% V6. Mmden m,n € N* esetén

i) mZ C nZsn|m, il) mZNnZ = [m,n]Z,

iii) ({m,n}) = mZ + nZ = (m,n)Z, ahol mZ + nZ részcsoportok dsszege, [m,n] és (m,n) az m
és n legkisebb kozos tobbszorose, illetve legnagyobb kézos osztoja.

Megoldas. i) "= mZ C nZ=m € nZ=3j € Z : m = nj=n|m,

"< plm=3j € Z:m =nj=V mk € mZ: mk = njk € nZ.

il) mZNnZ = kZ, mert két részcsoport metszete is részcsoport és minden részesoport ilyen alaku.
Kérdés: k= [m,n] ?

kZ C mZ miatt i) alapjan m|k és hasonléan kZ C nZ miatt szintén i) alapjan n|k, tehat k kozos
tobbszordse m-nek és n-nek.

Legyen ¢ egy tetszOleges kozos tobbszoros: ml|l, n|l. Akkor i) szerint ¢Z C mZ, {7 C nZ, innen
(7 C mZ N nZ = kZ, ahonnan djra i)-bdl k|¢ addédik, ezért k a legkisebb kozds tobbszoros.

iii) Tétel alapjan ({m,n}) = {mk +nl : k,l € Z} = mZ + nZ, ez részcsoport, tehat dZ alku.
Megmutatjuk, hogy itt d = (m,n). mZ C dZ miatt 1)-b6l d|m és hasonléan d|n, tehét d kozos oszto.

Legyen § egy tetszOleges kozos osztd: d|m, dln. Akkor i) szerint mZ C 67, nZ C 67, innen
mZ + nZ = dZ C §Z, ahonnan tjra i)-bél §|d, azaz d a legnagyobb kozos osztd.
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5. Mellékosztalyok, Lagrange tétele

5.A. Bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok
Legyen (G, ) egy csoport, H < G egy adott részcsoport és x € G. Az

xH ={xzh:he H} és Hr={hx:he H}

részhalmazokat az x elem H szerinti bal oldali, illetve jobb oldali mellékosztalyainak nevezziik.

Azonnali, hogy ha a csoport kommutativ, akkor xH = Hx minden = € G-re.

5.A.1 Feladat. v Ha z € H, akkor tH = Hx = H.

5.A.2. Tétel. Legyen (G, ") egy csoport és H < G.

i) Haz,y € G ésy € xH, akkor tH = yH.

ii) Ha xH,yH két bal oldali mellékosztédly, akkor xtH = yH vagy xH NyH = (). (hasonld igaz a
jobb oldali mellékosztalyokra is).

Bizonyitas. i) y =ah € tH=yH = (zh)H = z(hH) = «H.

ii) Beldtjuk, hogy ha xH NyH # (), akkor tH = yH. Valéban, ha z € xH NyH, akkor i) alapjan
zH =xH és zH = yH, tehat «H = yH. O

5.A.3. Kovetkezmény. A kiilonbéz6 bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztédlyok a G egy
osztalyozasat adjak.

Egy bal oldali (jobb oldali) mellékosztaly elemeit az adott mellékosztdly reprezentdansainak
nevezziik.

5.A.4. Példdk. e Ha a (G,-) csoportban H = {e}, akkor xtH = Hxz = {2z} minden = € G-
re és olyan osztilyozast kapunk, amely G-t egyelemi részhalmazokra bontja. Ha H = G, akkor
G = Gz = G minden x € G-re és egyetlen osztaly van, maga a G.

e A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjdra nézve (most additiv a jelolés !): x + nZ =
{ +nk : k € Z}, amit Z-szel jeloliink és ez éppen egy (mod n) maradékosztély. A mellékosztaly
fogalma tehéat a maradékosztdly (mod n) fogalmanak dltaldnositdsa.

5.B. Bal oldali és jobb oldali kongruenciarelaciék

A bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok dltal meghatdrozott osztalyozdsoknak a kivetkezd
ekvivalenciarelaciok felelnek meg:

Ha (G, -) egy csoport és H < G, akkor legyen pg = pup és ply = pu,; 1gy értelmezett:

Vo,y € G: rpgyer ly € H, rpyery € H,

ezeket a H-szerinti bal oldali, illetve jobb oldali kongruenciarelaciéknak nevezziik.

5.B.1. Példdk. e Ha a (G, -) csoportban H = {e}, akkor zpgysar~tly € Hor ly=esar =y
és hasonléan zplyycry™! € Hery ! = esr = y, tehdt mindkettd az egyenléségi (diagondlis)
relacié: p = p/ = 1g. Ha H = G, akkor zpgy és zpny igaz tetszbleges x,y € G-re (univerzalis
reldcid).

e A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjira nézve zpyysa —y € nZen|(x — y), ez
a szamelméleti kongruenciareldcié (mod n), jelolés: z = y (mod n). A py relicié ugyanezt adja:
rpays — x +y € nZen|(—x + y)en|(x —y).

5.B.2. Tétel. Ha (G,-) egy csoport és H < G, akkor a H szerinti bal oldali, illetve jobb oldali
mellékosztéalyok dltal meghatdrozott osztalyozasoknak a py, illetve a p'y ekvivalenciareldcick felelnek
meg.

Bizonyitas. A bal oldali mellékosztdlyokra nézve azt kell beldtnunk, hogy Vy,z € G: (Jz €
G :y,z € tH&y 'z € H). Valdban, ha y,z € oH, akkor 5.A.2. szerint yH = xH = zH, innen
yH = zH, z = ze € zH = yH, tehét létezik h € H Ugy, hogy z = yh, innen y~ 'z = h € H.
Forditva, ha y~'z € H, akkor létezik h € H tgy, hogy z = yh, z € yH, innen yH = zH, tehat
y,z € yH (veheté z =vy). O

5.B.3. Feladat. Adjunk kézvetlen bizonyitast arra, hogy py és p/y ekvivalenciareldcidk.

Megoldéas. pg reflexiv, mert Vo € G : xpgrsar~le = e € H igaz,

pr szimmetrikus: tegyiik fel, hogy zppy, azaz v~y € H, akkor y~ 'tz = (x71y)~! € H, tehat
ypu teljesil,

pu tranzitiv: tegyiik fel, hogy xppy és yprz, azaz v~y € H,y~ 'z € H, akkor (z71y)(y~t2) =
v~z € H, tehat xpyz.
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Kapjuk, hogy pm ekvivalenciareldcid, hasonléképpen p’; is ekvivalenciareldcio.

5.C. A mellékosztalyok szamossaga

Az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztédlyai dltalaban kiillonboznek, tehdt x H #
Hz, de bijektiv megfeleltetés létesithetd kozottiik. Tovabbéd a G/py és G/ ply faktorhalmazok kozott
is bijekcid létesithetd, pontosabban

5.C.1. Tétel. Ha (G, ) egy csoport és H < G, akkor

a) Ve € G : |xH| = |Hx| = |H|, vagyis az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mel-
Iékosztalyai egyenlé szamossagiak és ez egyenlé a H szamossagaval,

b) G/pnl = IG/ply].

Bizonyitds. a) Minden © € G-re f: H — xH, f(h) = ah és g : H — Hzx, g(h) = ha bijektiv
fliggvények, ezek éppen a a 3.D szakaszban definialt transzlaciok.

% b) Legyen VM € G/ppy, akkor M = zH,z € G és M~ = (xH)™' = H'2=! = Hx ! ¢
G/ply, mert H-' = H, hiszen H < G. Hasonléan, ha N = Hx € G/p)y, akkor N™1 = 27 'H ¢
G/ppu. Ezért értelmezheték a kovetkezo fiiggvények:

¢:G/py — G/ply,  ¢@H)=Hz",

V:G/py — Glpy,  w(Hz)=z"'H,

Tovabba 1 (¢(xH)) = p(Hz ') = (x71)"'H = 2H = 1¢/,, (xH) és hasonléan
o(Y(Hz)) = Hx = 1¢g,,, (vH), tehat az adott fiiggvények egymas inverzei, s {gy mindkettd bijektiv.
* U

A |G/pul = |G/py| szdmot [G : H]-val jeloljiik és a H részcsoport G-beli indexének nevezziik.
Az index tehdt a kiilonbozd bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztélyok szama.

5.C.2. Példa. e ha n € N*, akkor nZ-nek (Z, +)-beli indexe [Z : Z,] = n,

e ha G egy csoport, akkor [G : G] =1, [G : {e}] = |G].

Véges csoportban az index véges, de végtelen csoportban is lehet egy részcsoport indexe véges,
pl. [Z : nZ) = n.

5.D. Lagrange tétele, elem rendjének tulajdonsagai

5.D.1. Tétel. (Lagrange tétele) Ha (G,-) egy véges csoport és H < G, akkor

Gl =[G : HI|H].

Tehdt |G| oszthaté |H|-val és |G : H]-val, azaz a csoport rendje oszthaté barmely részcsoportjanak
rendjével és a részcsoport indexével.

Bizonyitas. Az 5.C.1. Tétel szerint minden xH € G/py baloldali mellékosztaly azonos
szamossagu és szamossaga |H |, és mivel G/pp egy osztdlyozédsa (particiéja) G-nek, ezért |G| = |H|k,
ahol k az osztédlyok szdma: k = |G/py| =[G : H|]. O

A Lagrange tétel a csoportelmélet egyik alapvets tétele, amelybdl kovetkezik, hogy példéul egy
6-odrendli csoportnak nem lehetnek 4-edrendii részcsoportjai. Tovabbi kovetkezmények, ldsd 3.G.6.
Tétel.

5.D.2. Kovetkezmény. Legyen G egy véges n-edrendii csoport. Akkor minden x € G elem
rendje osztéja G rendjének és " = e.

Bizonyitas. a) Legyen o(x) = k. Tudjuk, hogy H = (z) = {e,z,22,...,2*"1}, ahol |[H| = k. A
Lagrange-tétel szerint |G| = |H||G : H| = k[G : H], s innen k osztéja |G| = n-nek.

b) A a) pont szerint |G| = n = k¢, ahonnan z" = (z%)! = e, kész. O

5.D.3. Példa. e Ha p prim, akkor egy p rendii csoport minden = # e elemének rendje p.

5.D.4. Tétel. Minden p-edrendii csoport, ahol p prim, ciklikus és barmely két p-edrendii
csoport izomort.

Bizonyitias. Legyen © € G,z # e, akkor 5.D.3. alapjin o(z) = p, ezért (z) = G, tehat G
ciklikus. [J

5.D.5. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a csoportokat, amelyeknek nincs valodi részcsoportjuk.

Megoldas. Biztosan ilyen a G = {e} egyelemii csoport és minden |G| = p primrend{i csoport,
lasd Lagrage tétel.
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Legyen G ilyen csoport és © € G,z # e, akkor (z) < G, amelynek 1 -nél t6bb eleme van, ezért
() = G kell legyen. G tehét ciklikus és |G| = o(x) nem lehet végtelen vagy Osszetett, mert ha
o(z) = st, s,t > 1, akkor (z°) = {x°, 2%, ..., 2? = 2°(*) = ¢} valédi részcsoport, ha o(z) = oo, akkor
(x?) = {2 : k € Z} valédi részesoport (masképp: hasznaljuk a ciklikus csoportok részcsoportjaira
vonatkozé Tetelt).

Tehét a vélasz: az egyelemil csoport és a primrendfi (ciklikus) csoportok.

5.D.6. Tétel. (A 4-edrendii csoportok leirdsa) Ha G egy csoport, |G| = 4, akkor vagy G ciklikus,
azaz izomorf Zs-gyel, vagy G izomorf a Klein csoporttal (G mindkét esetben kommutativ).

Bizonyitds.  Legyen G = {e,z,y,z}. Ha létezik negyedrendii elem, pl. o(z) = 4, akkor G
ciklikus, G = (z). Ilyen pl. a (Z4,+) csoport.

Ellenkezd esetben o(x) = o(y) = o(z) = 2, mert az elem rendje a csoport rendjének osztéja. Akkor
Yy = r=y = e nem lehet, zy = y=x = e nem lehet, vy = e=x = z~! = y nem lehet, tehdt zy = z
és G = {e,z,y, 2y} és yr =y~ lo7t = (zy)~! = 27! = 2 = 2y, a csoport kommutativ (készitsiink
miivelettablat). Itt x,vy, 2 koziil barmely kettd szorzata egyenld a harmadikkal és 22 = y? = e, ez a
Klein-csoport, 1lasd 3.B. szakasz és 3.E.5/1. Feladat. O

Hasonléképpen adhaté meg a 6-odrendfi csoportok lefrdsa: ha |G| = 6, akkor G vagy ciklikus:
G ~ (Z¢,+), vagy G ~ (S3,0) a harmadfoki permutédciécsoport, ez nem kommutativ. Ennek
levezetése azonban ily mdédon hosszadalmas, lasd késobb a struktiuratételeket.

* Jelolje v(n) az n-edrendii csoporttipusok szamat. Akkor v(p) = 1, v(4) = v(6) = 2, stb., a
Cayley-tételbél kovetkezik, hogy v(n) < 2™, mert |S,| = n! és [P(S,)| = 2™, de ez nagyon pontatlan
becslés. %

* 5.D.7. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és x € G, o(x) =n € N*. Akkor

a) minden k € 7 esetén o(x*) = ooy

b) ha k|n, akkor o(z*) = n/k.

Bizonyitds. a) Legyen (k,n) = d, k = dki,n = dny, ahol (k;,n;) = 1. Legyen o(z¥) = m.
Kérdés: m =ny ? Valéban, ()™ = z@1™ = (27)*1 = ¢ innen m|n; és e = (2F)™ = z*™ alapjan
n|km, dny|dkim, ny|kym, ahonnan ny|m, mert (k1,n1) = 1.

b) azonnali a) alapjén. O

5.D.8. Feladat. Legyen (G, -) egy csoport, x € G, o(x) =n € N* és k € Z. Igazoljuk, hogy

a) (x¥) = (x9), ahol d = (n, k),

b) (z*) = (z)=(n, k) = 1.

Megoldas. a) Az 5.D.7. jeloléseivel 2% = (z?)*1 € (2?), innen () C (29). Forditva, Ju,v €
Z:d=ku+nv, x4 = gkutnv = (zF)* € (2*)) tehdt (zd) C (aF).

b) Ha d = 1, akkor (z*) = (z). Forditva, ha x € (z*), akkor Ju € Z : z = 2F*, 2*"~! = ¢, innen
nlku—1,3v €Z: ku—1=nv, ku—nv =1, ezért (n, k) =1. %

* 5.E. Megjegyzések

Ha (G, -) egy csoport és @ € G, akkor az f : (Z,+) — (G,-), f(k) = 2" fiiggvény homomorfizmus,
mert f(k + () = 2F = 2Fzt = f(k)f(¢) és Im f = ().

A 4.C.1. Tétel szerint Ker f < Z. De tudjuk, hogy (Z,+) minden részcsoportja nZ alaku, ezért
Ker f = nZ, valamilyen n € N-re. Ha n = 0, akkor Ker f = {0}, f injektiv, azaz x¥ # 2 Vk, 0 €
Z,k # 0 és x végtelen rendli. Ha n > 1, akkor f nem injektiv és éppen ez az n lesz = rendje.

Igazolhatd a kovetkezo tulajdonsdg: Ha G egy véges csoport, H < G, akkor megadhaté a G
elemeinek egy olyan rendszere, amely H-szerinti jobb oldali és bal oldali reprezentansrendszer is. %

5.F. Feladatok

v 1. Legyen (G,-) egy csoport és ) # H C G egy zart részhalmaz. Ha minden H-beli elem
végesrendti, akkor H részcsoport (Specidlisan, ha H véges, akkor H < G, 14sd 4.J/1. Feladat).

Megoldés. Vo € H : o(x) = n € N*=2" = e=ax~! = 2" ! € H, mert H zart. Ha H véges,
akkor H minden z eleme végesrendi, mert ellenkez6 esetben z, 22, 23, ... € H végtelen sok kiilénb6z6
elem, ellentmondas.

v 2. Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus és x € G. Igazoljuk, hogy

a) o(f(x))[o(x),

b) ha f injektiv, akkor o(f(z)) = o(x),

¢) ha f izomorfizmus, akkor minden n € N*-ra |[{z € G : o(z) = n}| = {y € G’ : o(y) = n}|,
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Q) alkalmazds: (@,+) # (@), (R,+) # (R*, ), (C,+) # (C*, ), (R*,") % (C*, ).
Megoldas. a)Legyen o(z) = n, akkor (f(x)™ = f(a™) = f(e) =€, ezért o(f(x))In = o(x).
b) Kérdés: o(x)|o(f(z)) ? Legyen o(f(z)) = m, akkor ¢/ = (f(z))™ = f(z™), ¢ = f(e) és mivel
/ injektiv kovetkezik, hogy =™ = e, innen o(z) = n\m = o(f(x)),
c) A Db)alapjan F : {z € G : o(x) =n} — {y € G’ : o(y) = n}, F(x) = f(x) jOl értelmezett és
izomorfizmus (f lesz{ikitése).
d) Pl. (R, +)-ban nincs mésodrend(i elem (2z = 0<x = 0, de 0o(0) = 1), (R*,-)-ban z = —1
mésodrendii elem (2% = 1<z = +1, o(—1) = 2,0(1) = 1).
(R*, -)-ban nincs negyedrendti elem (z* = 1<z = +1,de o(1) = 1,0(—1) = 2), (C*,-)-ban z = +i
negyedrendfi elemek (z* = 1< = 41, ).
% V¥ 3. Legyen (G, ) egy csoport és z,y € G gy, hogy zy = yx, o(x) = m, o(y) = n. Igazoljuk,
hogy:
a) o(zy)|[m, nl,
b) Ha (z) N (y) = {e}, akkor o(zy) = [m, ],
¢) Ha (m,n) = 1, akkor o(zy) = mn és (zy) = {z,y}),
d) Létezik g € G gy, hogy o(g) = [m,n].
Megoldas. a) (zy)mm = glmnlylmnl — (gm)lmnl/mnyimnl/n — ¢ ezért o(zy)|[m,n].
b) Legyen o(zy) = ¢, akkor (zy)¢ = e=at = y=¢ € (x) N (y) = {e}=2" = y* = ¢, innen m|¢, n|¢
és [m,n]|l.
¢) Ha (m,n) = 1, akkor [m,n] = mn. Tovabba (z) N (y) = {e}, valéban: legyen H = (z) N (y),
akkor H < (x), innen |H|||{z)| = m (Lagrange-tétel), hasonléan |H||n és (m,n) = 1 miatt |H| =1,
H = {e}.
Azonnali, hogy (xy) < ({z,y}), tovdbba (m,n) = 1 miatt Ju,v € Z : mu + nv = 1, innen
y = ymutnv = ymu = (zy)™" € (ry), hasonléan = € (zy), tehat ({x,y}) < (zy).
d) Legyen pl. o(z) = m =22-3%.5 o(y) =n = 2-32 5% akkor [m,n] = 2233 .5% = m/n/,
ahol m/ = 22 - 33 (itt m kitevsi a nagyobbak), n’ = 5% (n kitevéi a nagyobbak). Legyen m” = 232
" =5 (itt a kitevok forditva), akkor o(z"") = o(2®) = 22-3% = m/, o(y™") = o(y?3’) = 5 =
Mivel (m/,n’) = 1 kdvetkezik, hogy o(z" y™") = [m,n]. Hasonléan altalanosan.
Vv 4. Ha G egy csoport és K < H < G, akkor igazoljuk, hogy [G : K| =[G : H|[H : K].
Megoldés. Legyen G = Ujcra;H, ahol o, H Nx;H = 0,Vi,j € I,i # j. Azt mondjuk, hogy
{z;:9 €I} C G egy H szerinti bal oldali reprezentansrendszer.
Legyen tovabba {y; : j € J} C H egy K szerinti bal oldali reprezentdnsrendszer. Elég igazolni,
hogy {z;y; : (i,7) € I x J} C G egy K szerinti bal oldali reprezentédnsrendszer.
Valéban, U jyerxstiy; K = Uierzi(Ujx gy;)) K = Uierz: H = G.
Tovabba, legyen (i, j) # (i',5'). Ha i # 4/, akkor x;y; K Nayyy K C x;HNayH = (. Ha i =4
és j #j', akkor z;y; K Nwpyj K = x;i(y; K Ny K) =0. %
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6. Normalrészcsoportok

6.A. Normalrészcsoportok és jellemzésiik

A (G, ) csoport egy H részcsoportjat normalrészcsoportnak (normadlis részcsoportnak vagy
normaloszténak vagy invaridns részcsoportnak) nevezziik, ha minden @ € G-re *H = Hz, azaz
ha minden x € G elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztélyai egyenléek, jelolés: H < G.

Kommutativ csoport esetén minden H < G-re és minden =z € G-re tH = Hzx, tehat kommutativ
csoport minden részcsoportja normélrészcsoport, de nem kommutativ csoport esetén is megtorténhet
ez valamely H részcsoportra.

6.A.1. Tétel. (normalrészcsoportok jellemzése) Legyen (G,-) egy csoport és H < G.
Egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:

1) H normélrészcsoport,

2)Vox € G,Yh € H : zha™ € H, azazVx € G: sHx ! C H,

3) pu = py (a H szerinti jobb oldali és bal oldali kongruenciareldcick egyenlGek).

Bizonyitas. ”1) = 2)"Vx € G,Vz € H : zh € xH = Hx=3h' € H : zh = h'z=xha~' =k’ €
H.

") = 3) Va,y € G : wppgysrty € Hex(x ly)z=! € H (a feltétel alapjan, ahol ha
r(x~ly)z=! € H, akkor szorozva balrél x~!-gyel és jobbrél (z71)~! = x-szel kovetkezik, hogy
vy € H) ©yz~! € Hoypyasapyy, tehdt pg = ply.

"3) = 1) puy = ply=Va € G : py{x) = ply(x), tehdt «H = He. O

6.A.2. Feladat. Legyen H < (. Igazoljuk, hogy egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:

1) H norméalrészcsoport,

2)Vzx € G :xHx ' =H,

3)VeeG:27'Hr = H.

Tehat H akkor és csak akkor normalrészcsoport, ha H minden konjugdltja egyenlé H-val, lasd
4.F. szakasz.

Ha H normélrészcsoportja G-nek, akkor a kovetkezd jelolést hasznaljuk: G/pg = G/ply = G/H
és gyakran H helyett N-et {runk.

6.B. Példak normalrészcsoportokra
6.B.1. Példak. e Minden G csoport esetén {e} és G normalrészcsoportok.

) (12 3\, _ (23
e Legyen H = {e,7} < S3 részcsoport, ahol 7 = 1 3 9)BTT=e Ha o = (2 3 1>,

akkor o H = {0, <; ? g)} # {a, (; ; i’)} = Ho, tehat H nem normaloszté Ss-ban.

e Egy csoport minden 2 index(i részcsoportja normélrészcsoport: ha H < G és [G : H] = 2, akkor
H QG. Valéban, G/p, = {H,G\ H} = G/pj, mert ez osztalyozés kell legyen és Haz egyik osztély.

Tovabbi fontos példakat ad a kovetkezd Tétel.

6.B.2. Tétel. 1) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor ennek magja normélrészcsoportja
G-nek: Ker f 4G.

Ha (G, ) egy csoport, akkor a Z(G) = {g € G : gv = xg,Vx € G} centrum normélrészcsoportja
G-nek: Z(G) < G.

Bizonyitas. 1) Valéban, Vx € G,Vh € Ker f=f(zha™1) = f(z)f(h)f(z™1) = f(z)e'f(z)~t =
e/, ahonnan zhz~! € Ker f.

2) Tudjuk, hogy Z(G) < G, tovébbéd Z(G) normélrészcsoport, mert Vo € G : 2 Z(G) = {zg: g €
Z(G)}y={gx:9€ Z(G)} = Z(G)x. O

A G csoportot egyszerii csoportnak nevezziik, ha {e} és G az egyediili normalrészcsoportok
G-ben, azaz G-nek nincs valédi normalosztéja.

6.B.3. Példédk. e (Z,,+), ahol p prim, egyszer(i csoport, dltaldnosabban minden (G,-) prim-
rendii csoport egyszerii, mert a Lagrange tétel szerint ekkor G-nek nincs valddi részcsoportja, tehat
nincs valodi normélosztoja sem.

e (Z,+) nem egyszeri csoport, mert nZ <Z,n > 1 val6di norméloszto.

%* 6.B.4. Feladat. V Vizsgdljuk az S5 permutacidcsoport részcsoportjait. Melyek a normal-
részcsoportok 7 (ldsd 3.B.6/1 Feladat)
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Megoldas. Sz részesoportjai: ha H < S3, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1,2, 3, vagy 6.
|H| = 1<H = Hy = {e}. |H| = 2&H = {e,z}, ahol 22 = ¢ és kapjuk, hogy Hs := {e, 7}, H3 :=
{e,o7}, Hy := {e, %7}, a miivelettabla szerint. Tovabba |H| = 3&H = {e,x, 2%}, ahol 2® = e és
kovetkezik, hogy H = Hs := {e,0,0%} = A3. |H| = 6&H = Hg := Ss.

Hy, Hs, Hg < S5 (itt [S3 : Hs] = 2), de Hs, H3, Hy nem normalrészcsoportok, 14sd 6.B.1. %

6.C. Normalrészcsoportok metszete

6.C.1. Tétel. Két normalrészcsoport metszete is normalrészcsoport. Altalanosabban, ha (G,")
egy csoport és (N;)i;er normalrészcsoportok tetszbleges rendszere, akkor

ANgG6,  ((JN) <G,

iel iel
Bizonyitas. Tudjuk, hogy Nie;NV; < G, (Ujer N;) < G részesoportok. Tovabbd,
VieG: VYneneN;, = neN,Viel = znz 'eN;,Viel=

=znz ! e NierN;.

* A 4.E.2. Tétel szerint Vn € (U;erN;)=n = ning...n, alakd, ahol minden j € {1,2,...r} esetén
vagy n; € UserN;, vagy nj_l € UierN;. Kovetkezik, hogy Vj € {1,2,...,r}-re Ji; € I : nj = n;; gy,
hogy vagy n;; € N;;, vagy ni_jl € Ni,, de ez utébbi esetben is n;; € N;;, mivel N;, részcsoport.
Kapjuk, hogy n = n;, n;, - - - n;, és kihaszndlva, hogy minden N;; normalrészcsoport, Vo € G :

xnae”t = ang ni,.ng et = (eng e (znga ) L (eng, 2T € (Uier N Ok

EN;,y ENi, ENi,
6.D. Kongruenciarelacié csoportban
Legyen (G, -) egy csoport és p egy ekvivalenciareldcié G-n. Azt mondjuk, hogy p kongruencia-
relacié, ha
Vo, o' y,y' € G oxpa!, ypy =aa'p gy

(a p szerinti kongruencidk dsszeszorozhatdk), lasd 2.G. szakasz.

G-nek egy p kongruenciareldciéhoz tartozé osztélyozdsat, vagyis a G/p faktorhalmazt kompa-
tibilis osztalyozasnak nevezziik.

6.D.1. Példa. e Tekintsiik a (Z,+) csoportot és a szdmelméleti kongruenciareldciét (mod n).
Ez ilyen tulajdonsag:

Vo,y,2’,y' €Z: x =2 (modn), y=y (modn) =z+y=2+vy (modn).

Z-nek a (mod n) maradékosztdlyok halmazaira valé bontésa egy kompatibilis osztélyozés.

% 6.D.2. Feladat. Ha G egy csoport és p egy kongruenciarelacid, akkor igazoljuk, hogy

1) Va,2’ € G : zpx’=a"1p(x’)~!, azaz ha két elem egy osztdlyban van, akkor az inverzeik is
azonos osztalyban vannak,

2)VX €G/p=3Y €G/p: X1 CY.

Megoldés. 1) Ha zpa’, akkor 2~ '-nel szorozva (lasd 2.G.3. Feladat): e = xa~!pa'z~
(2")~L-gyel szorozva: (z')~! 'zt =g~h

L most

pl )tz =2

2) VX € G/p-re legyen X = (x) és legyen Y = (z~ 1) az x~! osztélya.

V(z')"l € X '=2' € X=xpx’, ahonnan 1) alapjan z~1p(z')"'=(2')"t € Y, tehdt X! C Y.
O

6.D.3. Tétel. (normalrészcsoportok és kongruenciarelacick kapcsolata) Legyen G egy csoport.

a) Ha N<G, akkor pn kongruenciareldcid (tehdt a normalis részcsoportok szerinti mellékosztalyok
a csoport egy kompatibilis osztédlyozdsat adjdk),

b) Ha p egy kongruenciareldcié, akkor G/p = {xN : x € G}, ahol N = p(e) < G (minden
kompatibilis osztalyozés osztédlyai valamely normdlis részcsoport szerinti mellékosztdlyok).
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Bizonyitds. a) Lattuk mér, hogy pn ekvivalenciareldcié. Tovabbé:

1

Vo, o'y, € G: xpna’,ypny =zl € Ny 'y € N=

=(zy) Ny =y ey = (y a7 2y) (y'Y) €N,
M~ ———

eEN EN
| —

enN
tehdt zypnx'y'.

% b) N = ple) # (), mert epe. Tovabba Va,y € N=-ep x,epy. Deepy és y~tpy~
utébbi a reflexivitdasbol) ey~ 1p yy 1=y !p e, tehat N < G.

Megmutatjuk, hogy Vo € G=xN = Nz = p(z). Valéban, N C p(x), mert Vzn € x N=npe, zpx
=nxpr. Forditva, p(z) C xN, mert Vy € p(x)=ypr,z " pr~! (reflexivitds) =z~ lype=z~ly € N,
tehat y = x(x~'y) € N. Hasonléan Nz = p(x). Tehat *N = Nz, azaz N < G.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy minden = € G-re p(z) = =N, tehdt az osztélyok az N szerinti
mellékosztalyok. % [

% 6.E. Normalrészcsoportok megfeleltetési tétele

6.E.1. Tétel. (normdlrészcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G — G’ egy csoportmor-
fizmus. Akkor

1) minden K < G’ esetén f~1(K) <G,

2) ha f sziirjektiv és H Q G, akkor f(H) < G’,

3) ha f sziirjektiv, akkor H — f(H) bijektiv megfleleltetés G-nek a Ker f-et tartalmazé normdl-
részcsoportjai és G' normaélrészcsoportjai kozott.

Bizonyitas. 1) A 4.B.6. Tétel szerint f~1(K) < G és Vo € G,Vh € f~HK)=f(h) €
K, f(zha™Y) = f(z)f(h)f(x)~! € K, mert K <G’. Tehat f~1(K) < G.

2) f(H) < G' (lasd ua. a Tétel) és Vy € G',Vk € f(H)=3x € G : y = f(x), mert f sziirjektiv,
és3h € H : k = f(h), innen yky ! = f(z)f(h)f(z)~! = f(zha~') € f(H), mert zhx~! € H. Tehdt
J(H) <G

3) Kovetkezik 1) és 2)-bél valamint a részcsoportok megfeleltetési tételébél (4.1.1. Tétel). O

6.E.2. Kévetkezmény. Ha f : G — G’ csoportmorfizmus, akkor Ker f = f~1({¢'}) < G, mert
{e'} S G'. Ker f tehdt normalrészcsoport, ezt mar lattuk kozvetlen ellendrzéssel. %

% 6.F. Megjegyzések

Bemutatjuk a 6.D.3. tétel els6 részének egy méas bizonyitdsat részhalmazok (komplexusok) segft-
ségével. Bizonyos esetekben ezek hasznalata lerdviditi, atlathatébbé teszi csoportelméleti tulajdon-
sagok megfogalmazasat és bizonyitasat.

a) Ha N < @G, akkor az N = Nz mellékosztalyok (a G/p faktorhalmaz elemei) paronként
diszjunktak, tehdt egy osztdlyozast adnak. Legyen zN,yN két mellékosztaly, akkor (zN)(yN) =
(Ny)N = z(yN)N = (zy)(NN) = (axy)N ismét egy N szerinti mellékosztaly(ban van), tehdt
kompatibilis osztdlyozas a 2.G.2. Tétel szerint.

b) Forditva, ha adott egy kompatibilis osztalyozds, legyen N az e-t tartalmazé osztdly: N = p(e).

Belatjuk, hogy NN € N és N~! C N. Valéban, Yoy € NN=xpe, ype=xypee = e=xy € N
(méasképp: NN része egy osztélynak, lisd 2.G. szakasz, és e € NN, ezért ez az osztaly csak az N
lehet: NN C N), tovabbd Va—! € N~l=x € N=xpe, 27 1pr~! (reflexivitds) =z~ per l=epr~!
=271 € N (médsképp: N1 része egy osztalynak, ldsd 6.D.2. Feladat, és e € N~! miatt ez csak az
N lehet: N~ C N). Tehat N < G. [O%

% 6.G. Feladatok

v 1. Legyen (G, -) egy csoport.

a) Egy N < @ részcsoport akkor és csak akkor normélosztd, ha minden K komplexus esetén
KN =NK.

b) Ha H < G és N <G, akkor HN = NH < G és ez éppen a H és N &ltal generélt részcsoport:
(HUN)=HN = NH.

Megoldas. a) Ha N <G és K komplexus, akkor KN = UyegaxN = U,exk No = NK. Forditva,
ha KN = NK minden K komplexusra, akkor legyen K = {z},2 € G és kapjuk, hogy *N = Nz,
Vx € GG, ahonnan N < @G.

L miatt (ez
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b) HN = NH az a) pont szerint és innen HN < G kovetkezik, 1d4sd 4.B.5 Tétel. Tovdbba:
(HUN) = HN, lasd 4.E.3. Tétel.

Vv 2. Legyen G egy csoport, N <G egy ciklikus normélis részcsoport és H < N. Akkor H < G.

Megoldas. Legyen N = () és H = (z™), m > 1. Kérdés: Vg € G,Vz*™ € H=gz""g~' € H
? Mivel N < G kévetkezik, hogy grg™' = 2™ € N, innen gz*"¢~' = gxg 'gzg™'---gxg~! =
(gxg—l)km — phnm cH.

Vv 3. Vizsgaljuk a @ kvaterniécsoport részcsoportjait, lasd 3.B.8. Igazoljuk, hogy @) minden
részcsoportja normélrészesoport. Adjuk meg @ centrumat és faktorcsoportjait.

Megoldas. @ részcsoportjai: ha H < @, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1,2,4, vagy 8.
|H| = 1&H = Hy := {1}. |H| =2&H = Hy := {£1} = (—1), a tdbldzat szerint ez az egyediili
2 elemti részcsoport. |H| = 4&H = Hy := {+1,+i} = (i), vagy H = Hy := {+1,+j} = (j), vagy
H = Hj := {£1,+k} = (k) ciklikus részcsoportok. (1)-ben csak egy masodrendii elem van, az i,
ezért Klein-féle 4 elemfi részcsoport nincs. |H| = 8<H = Hg := Q.

@ nem kommutativ, de @-nak minden részcsoportja normalrészcsoport. Valdban, a 4-edrendii
részesoportok ilyenek, mert indexiik 2, 14sd 6.B. szakasz, Hy-re pedig x Hy = Hox = {z, —2},Vz € Q
(Mésképp: Ho az egyediili masodrendii részesoport, ezért normalrészesoport, ldsd késébbi Tétel).

Q centruma Z(Q) = {1, -1}.

A H;,1 <1 <6 részcsoportok szerinti faktorcsoportok:

Q/Hl = {{1}5 {71}a {i}v {7i}a {j}7 {7.1}’ {k}7 {7k}}7

Q/H = {21}, {i}, {=i}, {=k}},

Q/Hz = {{+1,+i}, {£], +k}},

Q/H4 = {{ilv ij}v {ii’ ik}},

Q/H5 = {{:I:]-v ik}a {:l:iv :l:j}}a

Q/Hg = {{£1, £i, +j, £k}}.

Itt a Hy = N szerinti mellékosztdlyok: N,iN = {&i},jN = {£j}, kN = {£k} és a Q/N
faktorcsoport (ldsd 7. szakasz) izomorf a Klein-csoportttal. s
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7. Faktorcsoportok és a homomorfizmus-tétel

7.A. Faktorcsoport

Legyen (G, -) egy csoport és N < G egy normadloszté. Lattuk, hogy ekkor py = p/y és G/N-nel
jelsltiik a G/pn = G/p/y faktorhalmazt, ahol G/N = {xN : x € G}, ennek elemei az xN = {zn :
n € N} = Nz mellékosztdlyok.

Az xN mellékosztélyok szorzdsa miivelet a G/N halmazon. Valéban, két tetszbleges N szerinti
mellékosztaly szorzata: (xN)(yN) =2 (Ny)N = 2(yN)N = (zy) NN = (xy)N ismét egy N szerinti
mellékosztaly, ahol hasznéaltuk, hogy NN = N, lasd 4.B.2. Tétel.

7.A.1. Tétel. Ha G egy csoport és N < G, akkor a G/N halmazon az (xN)(yN) = (zy)N
miivelet egy csoportstrukturat hataroz meg, ennek neve G-nek N szerinti faktorcsoportja, jelélés
(G/N,-).

Ha G véges csoport, akkor

G
G/N|= 1.
IG/NT= 1§

Bizonyitds. A miivelet asszociativ, eN = N az egységelem és xN inverze (zN)~! = 271N,
mert (xN)(z7!N) = (zz~')N = eN = N és hasonléan (z"'N)(zN) = N.

Ha G véges, akkor |G/N| =[G : N] = |G|/|N|, a Lagrange tétel szerint. O

Ha G kommutativ, akkor minden faktorcsoportja is kommutativ.

7.A.2. Példa. e Hatdrozzuk meg a (Z,+) csoport faktorcsoportjait.

Tudjuk, hogy a (Z,+) részcsoportjai az (nZ,+) csoportok, ahol n € N, ezek mind normalrészc-
soportok a kommutativitds miatt. Jelolés: Z,, = Z/nZ, a megfeleld faktor-
csoportok. Ha n =0, akkor 0Z = {0} és Zo =Z/{0} ={x + {0} :x € Z} = {{z} : 2 € Z} ~ Z. Ha
n=1,akkor 1Z =767, =722 ={ax+7Z:x €} ={Z}.

Han > 2, akkor Z, = {z+nZ:x € Z} = {Z: = € Z} = {0,1, ...,n/f\l}, ahol x +nZ = T jelolés.

* Ha N <G, akkor a py : G — G/N, py(x) = xN leképezést kanonikus projekciénak
nevezziik. Ez a fentiek szerint homomorfizmus, sziirjektiv és ennek magja éppen az N: Kerpy = N.
Valéban, Kerpy = {x € G: N = N} = N. Tehét minden normdlrészcsoport egy homomorfizmus
magja.

Az is igaz, hogy ha N < @, akkor a G/N faktorhalmazon egyetlen csoportstruktira létezik
ugy, hogy a py : G — G/N kanonikus projekcié homomorfizmus legyen. Egyértelmiiség: ha py
homomorfizmus, akkor py(zy) = pn(2)pn (y)=(2y)N = (zN)(yN),Vz,y € G. %

7.B. Homomorfizmus-tétel
7.B.1. Tétel. (homomorfizmus-tétel) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor az

f:G/Ker f — Im f, f(zKer f) = f(x)

fiiggvény csoportizomorfizmus, tehat G/ Ker f ~ Im f.

f
G > G
D i
G/Kerf > Imf
f
4.abra
Bizonyitas. Ha zKer f = 2/ Ker f, akkor xpge f2’, ahonnan értelmezés szerint z(z')~! €

Ker f, f(z(2")7Y) = ¢, f(x)f(2')" =€, f(x) = f(a'), tehat f helyesen értelmezett (nem fiigg a
reprezentansoktol).
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f csoportmorfizmus, mert Vz Ker f,y Ker f € G/ Ker f=f((z Ker f)(yKer f)) = f((xy) Ker f) =

F(ry) = F(2)f(y) = FlwKer f)F(y Ker f). )

f szirjektiv, mert Vz € Im f=3x € G : z = f(z) és igy f(zKer f) = f(x) = z. Tovdbbd
f injektiv, mert f(zKer f) = f(yKer f)=f(z) = f(y)=f(ay~!) = /=2y~ ! € Ker f=xKer f =
yKer f. O

Ha f: G — G’ egy csoportmorfizmus legyen ¢ : Im f — G’ i(y) = y az tin. kanonikus injekcié
és p = Prery : G — G/Kerf, p(xr) = xKer f a Ker f szerinti kanonikus projekcié. Akkor az
homomorfizmus-tétel szerint i o f o p = f, azaz a 4. dbran 1évé diagram kommutativ.

7.C. Feladatok

Vv 1. Legyenck a,b € R, a #06s fop : R = R, fop(z) = ax +b.

i) Igazoljuk, hogy G = {fu» : @ € R*,b € R} csoport a fiiggvénykompoziciéra nézve és H =
{fa,0 1 @ € R*}, valamint N = {f1, : b € R} ennek részcsoportjai.

ii) Igazoljuk, hogy H részcsoportja G-nek, N normadlrészcsoportja G-nek és (G/N,o) ~ (R*, ).

iii) H normalrészcsoportja-e G-nek ?

Megoldas. i)-ii) Hasznéljuk a részcsoportok jellemzési tételét. G csoport, mert részcsoportja
az Osszes f : R — R bijektiv fliggvény csoportjanak. Valéban, V fop, fed € G fap © fed =
fac.adtv € G, fap inverze f1,, _p/q € G. Ugyanigy H,N < G és H G, mert ¥V fo5,€ G, f1.a € N:
fab© f1,4° f1/a,~bja = faad+b © f1/a,/—bja = f1,14ad € N.

iii) H nem normaloszto.

v 2. Legyen (G,-) egy csoport és A(G) = {(g,9) : g € G}. Igazoljuk, hogy

i) A(G) <G x G, A(G) ~G,

i) A(G) akkor és csak akkor normalrészcsoport, ha G kommutativ,

iii) Ha G kommutativ, akkor (G x G)/A(G) ~ G.

Megoldas. i) f: A(G) — G, f((g,9)) = g izomorfizmus.

ii) A(G) normélis G x G-ben < (2,9)(g,9)(z,y)"t = (wgr~L,ygy™') € A(G), V(x,y) € G x
G,V(g,9) € AG) & (¥)zgz~t =ygy~',V(z,y) € G x G,Y(g,9) € A(G). Ez ekvivalens azzal, hogy
G kommutativ. Val6ban, ha G kommutativ, akkor a fenti (*) egyenldség: g = g igaz, ha pedig (*)
igaz, akkor legyen ebben g = y és kapjuk, hogy zy = yz.

iii) Ha G kommutativ, legyen F' : Gx G — G, F((g,h)) = gh™!. Ez izomorfizmus, Ker F' = A(G)
és alkalmazzuk a homorfizmustételt.

* V3. Legyen H={z2€C:|z| =1} ésU ={z € C|3In € N*: z" = 1}, ahol (H,") és (U,-)
csoportok, U az egységgyokok csoportja. Igazoljuk, hogy

a) (C/R,+) ~ (R, +),

b) (C*/H,+) ~ (R3."),

C) (C*/Riv ) = (Hv ')a

d) (R/Z,+) ~ (H,"),

) (Q/Z,+) = (U,).

Megoldas. Alkalmazzuk a homomorfizmus-tételt a kovetkez6 homomorfizmusokra:

a) f:C - R, f(z) =Imz, b) f:C* = R* f(2) = |2|,¢) f:C* —>(C*,f(z):|—§|, d) f:R —

C*, f(x) = cos(2mx) +isin(2mx), e) f: Q — C*, f(m/n) = cos(2mrm/n) + isin(2rm/n). %
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8. Permutaciécsoportok

8.A. Inverzid, elGjel, alternailé csoport

Az n-edfoku szimmetrikus csoportot vagy teljes permutaciécsoportot, jelolése S,,, 3.B.5-ben
definidltuk.. Ttt |S,| = n!. Ha o € S, akkor az (i,j) elempdr inverzidja o-nak, ha i < j és
o(i) > o(j). A o permutdcié inverzidinak szamét Inv(o) jeloli.

sgn(o) = (1)) a o permuticié el8jele, ¢ paros permutacié, ha sgn(c) = 41 és o parat-
lan permutécio, ha sgn(o) = —1.
Az (i,7), i < j parok széma (), ezért 0 < Inv(o) < (5). Itt Inv(c) = 0<0 = e az identikus
permutédci6. Tovabbé Inv(c) = (5)<o(i) =n —i+ 1,V1 <i < n, azaz

(1 2 ....on
= \n n-1 ... 1

Han >2és j <k, akkor a 7j, € Sy,

k, i=j,
k(i) = 4, =k,
i, Q4 gk
permutaciét transzpozicionak nevezziik, itt
(1 =1 G 41 k=1 k k+1 .. om
T\ -1 k j41 . k=1 j k+1 .. n

Itt j (k — j) inverziét alkot, j + 1,5 + 2, ...,k — 1 mindegyike 1 inverziét alkot és mas inverzié
nincs, tehdt Inv(7;) = (k —j) + (k—j — 1) = 2(k — j) — 1, ezért 7;;, paratlan permutacio.
8.A.1. Tétel. a) Minden o € S,, esetén

sno) = [] o(j) —o(1)

i
1<i<j<n J

b) sgn : S, — {—1,+1}, sgn(o) = (—1)"v() sziirjektiv csoportmorfizmus,

¢) A,, részcsoportja S,-nek, mi tébb: A, = Ker sgn <5,,, A,, neve n-edfokii alterndlé csoport
és |A,| = nl/2.

Bizonyitas. a) o bijektiv, ezért Vi, j € {1,2,...,n},i < j=3k, L € {1,2,....n} : (k) =i,0(() =
J és k > (<(i,7) inverzidja o-nak. Kovetkezik, hogy a

[ o-c

i
1<icj<n  J

szorzat egyszeriisithet és a —1 tényezOk szdma éppen az inverzidk szama.
b) ha o,7 € S,,, akkor

sgn(ocort) =
1<i<j<n

= sgn(o) sgn(7),

L @ et )t
1<i<j<n 7(j) = 7(2) 1<icj<n  J 1
itt a 7(1),7(2), ..., 7(n) szdmok megadjdk az 1,2, ...,n szdmokat 7 bijektivitdsa miatt.
sgn sziirjektiv, mert sgn(e) = 1 és sgn(7;x) = —1, ahol 7j; egy transzpozicié.
c)e € A,, tovdbba, ha o, 7 € A,,, akkor mivel sgn morfizmus: sgn(o7) = sgn(o)sgn(r) =1-1 =1,
tehat or € A,; hao € A, akkorsgn(oc~1) = (sgn(c))~! = 17! =1, ahonnan o~ ! € A,,. Kévetkezik,
hogy A, < S,.
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Legyen 7 € S, egy rogzitett transzpozicié. Mivel sgn morfizmus, kovetkezik, hogy ¢ : A, —
S\ A, ¢(0) = o7 egy jolértelmezett bijektiv fiiggvény. Innen kapjuk, hogy |A,| = |S, \ 4,| = 2.
Ugyanakkor A,, <5, mert az eléz6ek szerint [S,, : A,] = 2.

Misképp: A homomorfizmus-tételbdl S, /A, ~ Uy = {—1,+1}, innen |S,,/A,| =[Sy : Ap] = 2
és |S,| = [Sn : An]|An|, ahonnan n! = 2|A,| és |A,| =n!/2. O

8.A.2. Feladat. v Hatarozzuk meg az S,-beli transzpoziciék szamat.

Viélasz. (g)

8.B. Diszjunkt permutacidk, orbitok, ciklus

A o és 7 permutécidkat diszjunkt permutdciéknak nevezziik, ha minden i € {1,2,...,n} esetén
a o(i) =i vagy a 7(i) = i egyenléségek koziil legaldbb az egyik fennall.

8.B.1. Példa. ¢ A

02(123456) T:<123456>65
52 6 4 1 3) 1 4325 6 ¢
permutacidk diszjunktak.
8.B.2. Tétel. Ha o és 1 diszjunkt permutaciok, akkor ot = 70.
Bizonyitds. Legyen Vi € {1,2,...,n}. Ha o(i) = 7(¢) = 4, akkor o(7(i)) = 0(i) =i = 7(0(i)).
Ha o(i) = j # 4, akkor o(j) # j és 7(i) = 4,7(j) = j. Kovetkezik, hogy o(7(i)) = o(i) = j és

7(o(i)) = 7(j) = j. Hasonléan, ha 7(i) #i. O
Legyen o € S, rogzitett és tekintsiik a kovetkezd reldcidt: @ ~7 j<3Ip € Z: oP(i) = j.

8.B.3. Példa. e A
_ (12345 6) g
7=\3 2 1 5 6 4 6

permutdciéra pl. 1 ~% 3 és 4 ~° 6, mert (1) = 3, 0%(4) =6, de 1 £ 4.

8.B.4. Tétel. Minden o € S,, estén ~? egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitds. i ~7 i, mert 0(i) = e(i) = i. Ha i ~? j, akkor Ip € Z : oP(i) = j=o P(j) =
i=j ~% 0. Ha i ~% j,j ~% k, akkor Ip € Z : 0P (i) = j,3q € Z : 09(j) = k=0PTI(i) = k=i ~° k.
O

Tekintsiik a ~7 reldcié szerinti {1, 2, ...,n}/ ~7= {01, O, ..., O,.} faktorhalmazt, ennek véges sok
eleme van, hiszen 5, is véges. Itt O1,0o,...,0,-et a ¢ permutacié palyainak vagy orbitjainak
nevezziik.

8.B.5. Példa. e Az elébbi példdban O = {1,3},02 = {2},03 = {4,5,6} (ugyanahhoz az
orbithoz tartoznak, azaz relaciéban vannak azok a szamok, amelyek kozott ,kapcsolat”, ,atjaras”
van alkalmazva a o-t).

Ha i € {1,2,...,n} tetszéleges, akkor az i-t tartalmazé orbit, jeldlés Oj,, megadhaté igy: O;, =
{oP(i) :p € Z} = {..., 07 (i),i,0(i),02(i),...}, de ez véges sok elembdl &ll, hiszen részhalmaza az
{1,2,...,n} halmaznak, ezért a oP(i) elemek nem lehetnek mind kiilonbozéek. Létezik olyan k, £,
k > ¢, amelyekre 0% (i) = (i), innen o*~*(i) = 0°(i) = i, tehat van olyan pozitiv p kitevé, amelyre
oP(i) = i (Masképp: az S, csoportban o™ = e (ldsd 5.D.2), innen o™ (i) = e(i) = i és kovetkezik,
hogy van olyan pozitiv p kitev6, amelyre oP(i) = i). Legyen ¢; a legkisebb ilyen pozitiv kitevo:
6; = min{k € N* : o*(i) = i}. gy 0;, = {i,0(i),02(i),...,0%"1(i)} és az Oj, elemeinek széma
|O;,| = 4;, ezt az orbit hosszanak nevezziik.

A o permutaciot ciklusnak nevezziik, ha legfeljebb egy olyan orbitja van, amely 1-nél hosszabb.
Ez azt jelenti, hogy o € S,, egy ciklus, ha léteznek olyan iy, is, ..., i¢ € {1,2,...,n} kiilonboz8 szdmok,
ahol 1 < ¢ < n, hogy o(i1) = ig,0(ia) = i3,...,0(ie—1) = ig,0(ig) = i1 és o(i) = i, ha i ¢
{i1,42,...,7¢}. Azt mondjuk, hogy ekkor o egy f(-hosszisdgu ciklus, jelolés o = (i1ig...7¢) és az
O, = {i1,42,...,4¢} halmazt a o palydjanak vagy orbitjdnak nevezziik.

8.B.6. Példak. e A

7 8
7 8) € Sy

12 3 45
72(1536):(5 2 6 4 3

= o

permutéacié egy 4 hosszisagu ciklus,
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o A

(12345 6) g
77\3 21 5 6 4 6

permutacié, lasd 8.B.3., nem ciklus, de felbonthaté ciklusok szorzatara:
o= (13)(2)(456).

e Minden transzpozici6 egy 2 hosszisagu ciklus: 7;; = (i j).

A v ciklus hossza akkor és csak akkor 1, ha v = e az identikus permutacié. Ha ~ egy ciklus,
akkor minden i € O, esetén v = (iv(i) v2(i) ... v 71(d)) és v(i) =i.

8.B.7. Tétel. Egy { hossziisagu ciklus felbonthaté ¢ — 1 transzpozicié szorzatara, igy elGjele
(71)471‘

Bizonyitas. Azonnali, hogy o = (i142...%) = (i140)(i14¢—1)...(¢192). Mivel sgn(r;) =
sgn(ij) = —1, kovetkezik, hogy sgn(s) = (=1)~1. O

A v = (iyig...ip) és 0 = (J1J2...Jm) ciklusok akkor és csak akkor diszjunktak, ha orbitjaik
diszjunktak, azaz ha {i1, 12, ..., 70} N {j1, 52, -, Jm } = 0.

8.B.8. Feladat. v Hatarozzuk meg az S,-beli ¢ hosszusagu ciklusok szamat.

Vilasz. (¢ —1)!(7).

8.C. Felbontasi tétel

8.C.1. Tétel. Minden n-edfoku permutacié felirhaté diszjunkt ciklusok szorzataként és ez a
feliras egyértelmt, eltekintve a ciklusok sorrendjétol.

8.C.2. Példa. e A
(123456789
7 \3 26 5 9 1 8 7 4 9

permutdcié orbitjai O; = {1, 3,6}, Oy = {2}, O3 = {4,5,9}, Oy, = {7,8} és 0 = (136)(2)(459)(78) =
(78)(136)(459), ahol az 1 hosszisdgu ciklus elhagyhatd.

Ennek a permutdciénak a tipusa (1,1,2,0,0,0,0,0,0).

A’ltalébam azt mondjuk, hogy a o € S,, permutécié tipusa (k1, ko, ..., k), ha o felbonthaté ky
szamu 1 hosszusagu, ko szamu 2 hosszusagu,..., k, szdmu n hosszusagu diszjunkt ciklus szorzatara,
akol kl + 2]{32 —+ ...+ nkn =nN.

8.C.3. Kovetkezmény. A transzpoziciok halmaza generalja Sy-et, azaz minden n-edfoki
permutacio felirhaté transzpoziciok szorzataként, de ez a felbontds nem egyértelmii.

Bizonyitas. Az el6z6 Tétel alapjan elegendd beldtni, hogy minden nemtrividlis (nem 1
hosszisagn) ciklus eléallithaté transzpozicidk szorzataként, de ez kovetkezik a 8.B.7-bdl. Ez a fel-
bontds nem egyértelmi, mert példaul (123) = (13)(12) = (12)(13)(23)(12). O

Ha egy o permutécié paros (pdratlan), akkor o-nak barmely transzpozicidk szorzata-
ként valf felirdsdban a tényez6k szdma péros (paratlan).

8.D. Feladatok

v 1. Ha n > 3, akkor S,, nem kommutativ csoport, mi tébb, S,, centruma Z(S,) = {e}. Ha
n > 4, akkor Z(A,,) = {e}.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Jo € Z(S,,) : 0 # e=3i : j = o(i) # i. Mivel n > 3, kovetkezik,
hogy 3k # i,k # j, és tekintsiikk a 7 = (j k) transzpoziciét. Akkor (o7)(i) = o(7(i)) = o(i) = j és
(t0)(i) = 7(c(?)) = 7(j) = k, ellentmond4s.

* Ha Jo € Z(A,) : 0 # e=Ti: j = o(i) # i. Mivel n > 4, kovetkezik, hogy Ik, ¢ gy, hogy
i, 7, k, ¢ paronként kiilonbozdk, s legyen 7 = (jk¢) € A,. Akkor (o7)(i) = o(7(i)) = o(i) = j és
(ro)(i) =7(0(i)) = 7(j) = k, ellentmondds. %

Vv 2. Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 halmazok generaljak A, -et:

a) a 3 hosszusagu ciklusok,

* b) {(123),(124),....,(12n)}. %

Megoldas. a) Ha a,b, ¢ kiilonbozéek, akkor (ab)(b,c¢) = (abe), (a,b)(c,d) = (cad)(abe), ezért
barmely 2 transzpozicié szorzata felirhatd 3-ciklusok szorzataként, és hasznaljuk, hogy minden paros
permutacié paros szamu transzpozicié szorzata.
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9. Strukturatételek

9.A. A diédercsoport

Legyenn € N,n > 3 és legyen P, egy szabalyos n-szog az S sikban. Tekintsiik a P,, egybevagdsdgi
transzforméciéit, vagyis az olyan tavolsagtarté f : & — S fiiggvényeket, amelyek a P, sokszoget
onmagaba viszik at.

As

2m/n

Ay

An

5. abra

A P, egybevagdsagi transzforméciéi a kompoziciéo miivelettel egy 2n-edrendii nemkommutativ
csoportot alkotnak, amelyet n-edfoki diédercsoportnak neveziink. Jelolés: (D,,, o) vagy (Dp, ).

Valéban, legyen O a P, kozéppontja és legyenek Aj, As, ..., A, a csticsai, ldsd 5. dbra. Minden
ilyen f transzforméciét meghatirozza az, hogy hova keriil két csics, pl. A; és Ao, tehdt f-et
meghatarozza f(A;1) és f(Asz).

Jellje p = par/y a O koriili 27 /n szoggel vald rotaciét (tehdt p(A1) = Ag, p(A2) = As) és jeldlje
o az OA; egyenesre valé tikkrozést (0(Aq1) = A1,0(A2) = A,).

Akkor p¥ = popr/n & 2k /n szdggel valé rotécio, ahol 1 < k < n—1 (itt p* (A1) = Apyr1, pF(Ag) =
Ak, ahol konvencié: A, ;1 = Ay) és p" = pg = e az identikus transzformdcié. Tovabbd o2 = e
és e, p,...p" L o, po, ..., p" Lo kiilonbozé transzformécidk. Valéban, ha 0 < k < n — 1, akkor
(0F0)(A1) = pH(0(A1)) = p* (A1) = Ay 65 (p*0)(A2) = p(o(A)) = pF(A,) — Ay,

Ha most f egy tetszOleges egybevégdsagi transzformacié és f(A;) = Ajq1, ahol 0 < j < n —1,
akkor f(As)-re két lehetéség van: f(As) = Aj vagy f(As) = Ajio, ahol konvencié: Ay = A,
Ani1 = Ay, Tehat f vagy a p/ rotécié vagy a p’o transzforméacié. Tehdt f = p/ vagy f = plo.

Ezzel igazoltuk, hogy az n-edfokd D,, diédercsoportra |D,,| = 2n és

1

Dy =A{e,p,p°,....p" " 0,p0,p%0, ... p" '},

ahol p és o az el6bbiekben definialt transzformaciok.

Megjegyzések: 1. Itt pFo egy t szimmetriatengelyre valé tiikrozés. Ha k = 2m — 1 pératlan,
akkor t az A,, Ap41 szakasz felezOmerélegese, ha pedig k = 2m péros, akkor ¢ az OA,,4+1 egyenes.

2. Igazoljuk, hogy op = p"“lo = p~lo. Valéban, (0p)(A1) = o(p(41)) = o(4s) = A,,
(") (A1) = P Lo (A1) = p" (A1) = Ay és (o) (Az) = 0(p(A2)) = 7(As) = Anor, (o7 1) (A2) =
P o(A2)) = p" 1 (A,) = A,_1. A mésodik egyenldség pedig p” = e miatt igaz.

3. A pt =e,0% =eés op = p" o dsszefiiggések meghatarozzik D, miivelettdbldjat.

4. Ugyanakkor p¥o inverze onmaga: (pFo)~1 = p¥o, azaz (pF0)? = e, 0 < k < n. Ez kovetkezik
abbdl, hogy p*o egy szimmetriatengelyre val6 tiikrozés, lasd fennebb, és szdmolassal is igazolhaté:
(pho)? = propFo = pMap)p"~to = pF(p~lo)pFlo = pFloph e = = popo = plop)o =
p(p~lo)o =o0% =e.

5. A D,, diédercsoport absztrakt definiciéja a kovetkezo :

_ 2 n—1 2 n—1
Dn_{€7x7x 7"'71‘ 7y7my7m y?"'7x y}7

~ly. Méasképp:

1

D, = (z,y|z" = y* = e,yz = 2" 'y).
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Itt = és y a generdléelemek és rajuk a fenti definidlé relaciok vonatkoznak.

6. Ha a P, sokszog cstcsait 1,2,...,n-nel jeloljiik, akkor minden f transzformacié egy S,-beli
permutécié. Igy D,, azonosithaté S, egy részcsoportjdval (izomorf vele).

7. Han = 3, akkor mivel D3 < S3 és | D3| = 6, kovetkezik, hogy D3 = S5, pontosabban D3 ~ Ss.

Definidlhatjuk a Do és Dy csoportokat is. Do az olyan téglalap transzformaciécsoportja, amely
nem négyzet, ez éppen a Klein-csoport: Dy = (z,y|lz? = y* = e,yx = xy), |D2| = 4.

Tovabba D az egyenlszért (nem szabdlyos) haromszog transzformaciécsoportja. Ez két transz-
forméciobdl all: az e identikus (0°-kal valé rotacid) és az alap felezémerdlegesére vett s szimmetria,
ahol s2 = e. Itt Dy = {e, s}, |D1| = 2.

9.A.2. Feladat. V a) Készitsiik el D, miivelettablajat.

% b) Hatdrozzuk meg D, részcsoportjait és normélosztoit.

Megoldas. a)

Dy = {67 Ps p2a ,037 g, po, pQUa p30}7

ahol p* = e,0? = e,0p = p’o.

% b) Dy részcsoportjainak rendje 1,2,4, 8 lehet. Ezek H; = {e}, a mdsodrend{i részcsoportok
H = {e,x} alakiiak, ahol 2 = e. Ot ilyet taldlunk: Hy = {e,o}, Hs = {e,po}, Hy = {e, p’c},
Hs = {e,p®c}, Hs = {e, p*}.

A negyedrendii részcsoportok H = {e,z, 2%, 2%}, 2* = e alaku ciklikusak vagy Klein-félék: H =
{1,2,y, 7y}, ahol 22 = y* = e,zy = yx. Bgy ciklikus részcsoport van: H; = {e, p, p?, p°} és 2
Klein-féle: Hg = {e, p?,0,p*c} és Hy = {e, p?, po, p*o}.

Van még a Hyy = D4 részcsoport.

A fenti 10 részcsoportbdl 6 normalrészcsoport: Hy, Hyg a trividlisak, Hr;, Hg, Hg indexe 2, Hg
pedig két normaélrészcsoport metszete: Hg = Hy N Hg. A tobbi 4, tehat Hy, Hs, Hy, H5 nem normél-
részcsoport, mert pl. pop~t = pop? = p(op)p? = p(p*c)p? = ptop? = op® = pPop = p?c ¢ Ho.

Megjegyzés: {e,o} < {e, p?,0,p?c} < Dy (rendre 2 indextiek), de {e,o} AD,. %

9.B. A 2p rendii csoportok

A csoportelmélet egyik fontos feladata az sszes 1étezé csoporttipus leirdsa. Lattuk mér, hogy
csak egyfajta primszamrendl csoport létezik. Tehat egy-egy olyan csoport van, amelynek rendje
2,3,5,7,11,13,17,19, ..., ezek ciklikusak (és kommutativak).

Nézziik most a 2p rendii csoportokat, ahol p primszam. Sziikségiink van a kovetkezd eredményre:

9.B.1. Tétel. Legyen (G,-) egy véges csoport tgy, hogy Vo € G : 2? = e. Akkor G
kommutativ és létezik k € N tigy, hogy |G| = 2*.

Bizonyitds. Vz,y € G:e = (zy)? = zyxy, e = ee = 2%y? = zayy=zy = Y.

A mésodik allitast |G| = n-szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha |G| = 1 vagy |G| = 2, akkor az
allitds igaz. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz minden n-nél kisebbrendii csoportra és legyen |G| = n.
Legyen z € G,x # e és N = () az x 4ltal generdlt részcsoport, N = {e,z}, hiszen 22 = e. Tovdbba
G kommutativ, ezért N <G és G/N =|G|/2=n/2 <n ésVyN € G/N : (yN)?> =y>N =eN = N,
ami a G/N faktorcsoport egységeleme.

Igy G/N-re alkalmazva az indukcids feltételt: |G| = 2%, ahonnan |G| = |G/N||N| = 21, O

A kovetkezo tétel a a diédercsoport fontossdgara is ravilagit.

9.B.2. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = 2p, ahol p > 2 primszdm, akkor G ~ (Zsy,+) vagy
G ~ (Dp,0).

% Bizonyitds. Minden 2 € G elem rendje osztdja a csoport rendjének (Tétel), azaz Va € G :
o(z) =1,2,p vagy 2p. Ha 3z € G : o(x) = 2p, akkor G ciklikus: G = (z) =~ (Zap, +).

Ellenkez$ esetben Vo € G,z # e : o(x) = 2 vagy o(z) = p. Ha p = 2, akkor Vo € G,z # e :
o(x) = 2 és a miivelettabla elemzésével a Dy ~ Zg X Zo Klein-féle csoportot kapjuk.

Ha p > 3, akkor |G| # 2% és az eléz6 Tétel alapjan kovetkezik, hogy létezik € G : o(z) = p
és legyen N = (x) = {e,x,2%,...,2P71}. Mivel |[N| = p, ezért |G/N| = 2, azaz N egy 2 indexfi
részesoport, ezért N < G, 14sd 6. szakasz, és Vy € G\ N : G/N = {N,yN}, yN = Ny, (yN)? =
N (mert (yN)? = yN=yN = N, nem lehet) és (yN)? = yN (p pératlan). Ugyanakkor yz €
yN=yN = (yx)N. Tehét y? # e, (yx)? # p, s mivel minden elem rendje 2 vagy p, kovetkezik, hogy
o(y) = o(yz) = 2.
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Tovabba, yr € yN = Ny=3k € {1,2,...,p — 1} : yz = ¥y, itt k # 0, mert k = 0-ra yz =
y=x = e, ellentmondés. Itt e = (yx)? = yryxr = 2¥y?z = 2! tehdt o(z) =p=k + 1=k =p — 1,
yr = 2P~ ly.

[gy G = NUNy = {e,z, 2%, ..., 2P~ L y, zy, ...,aP~ 1y}, ahol o(z) = p, o(y) = 2 és yx = aP~ 1y,
tehdt G ~ D, a diédercsoport. [l¥

Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,6, 10, 14,22, ..., ezek egyike ciklikus, a masik
a diédercsoport.

9.C. A p? rendii csoportok

Igazolhaté tovabba:

9.C.1. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = p?, ahol p > 2 primszam, akkor G kommutativ és
G ~ (Zp2,+) vagy G ~ (Zp X Lp,+). O

Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,9,25, ..., ezek kommutativak, az egyik cik-
likus, a masik két ciklikus csoport direkt szorzata.

A legkisebb rendd csoport, amely nem szerepel a fentiekben, a 8-adrendii. Igazolhatd, hogy
a G kommutativ esetben 3 lehetéség van: G ~ (Zs,+) ciklikus, vagy G ~ (Zg X Z4,+) vagy
G ~ (Zy X Ly X Za,+). Ha G nem kommutativ, akkor 2 eset van: G ~ D, a diédercsoport vagy
G ~ () a kvaterniécsoport.

Tovabba a 12 elemi csoportok szama 5, 15 elemi csoport egyféle van, a ciklikus csoport, a 16
elemii csoportok szama pedig 14. Ezek meghatarozasa tobb elGismeretet és tobb szamolast igényel.

2006. apr. 4.



