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Bevezetés

Ez az anyag tartalmazza a ,Bevezetés az algebraba és a szamelméletbe I1.” cimii targy kotelezo elméleti
anyagat és a feldolgozandé feladatoknak a nagy részét. Tartalmaz tovabba olyan kiegészité részeket is, amelyek
nem kotelezOek, ezek % ¥ jelek kozott szerepelnek. A feladatok el6tt ¥ jel all. A nehezebb feladatokat ¥V
jeloli.

Az els6, ,Halmazok, relacidk, fliiggvények” cimii fejezetben azoknak a kordbbiakban tanult algebrai alapfogal-
maknak az attekintése szerepel, amelyeket hasznalni fogunk. Hasznalni fogjuk tovdbbé a kovetkez6 fogalmakat
és az ezekre vonatkozé alaptulajdonsagokat: logikai miiveletek, szamhalmazok, komplex szdmok, egész szamok
oszthatdsdga, legnagyobb kozos oszt6, legkisebb kozos tobbszorss, maradékosztalyok (mod n), Euler-fiiggvény,
matrix, determindns.

A tételek, allitdsok és bizonyitasok végét a [ jel mutatja.

Felhivom a figyelmet

— a definiciék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kévér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példdkra (ezek dltaldban e jel utdn szerepelnek); adjanak, keressenek tovabbi
példékat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazéasara és a bizonyitdsokra,

— a kitlizott feladatok megoldésara.
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1. Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.A. Halmazok

A halmaz bizonyos jél meghatérozott dolgok (targyak, fogalmak), a halmaz elemeinek az 6sszessége. Azt,
hogy az a elem hozzatartozik az A halmazhoz igy jelsljiik: a € A (a eleme A-nak); b ¢ A jelentése: b nem
eleme A-nak.

Egy halmazt egyértelmiien meghataroznak az elemei. Egy halmazt megadhatunk tgy, hogy felsoroljuk az
elemeit, pl. A = {1,2,3,4}, B = {z,y, z} vagy dgy, hogy megadunk egy, a halmaz = elemeire jellemz6 T'(x)
tulajdonsdgot: A ={z|T(z)} ={z:T(z)}, pl. A={zlx e Rés 0 <z <3}

Itt és a tovdbbiakban a szamhalmazokra az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

N =1{0,1,2,3,...} a természetes szdmok halmaza, N* = {1,2,3,...} = IN\ {0} a nulldtdl kiilonboz6 termés-
zetes szdmok halmaza, Z = {..., =3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza, Q = {}[a,b € Z,b # 0} a
raciondlis szdmok halmaza, R a valds szémok halmaza, C a komplex szdmok halmaza. Tovédbbd Z* = Z \ {0},
Q*=Q\ {0}, R* =R\ {0}, C* = C\ {0}, 2Z a péros egészek halmaza, 2Z + 1 a pératlan egészek halmaza.

Az iires halmaz (egyetlen eleme sincs) jele: . Az A és B halmazokat egyenl6knek nevezziik, ha ugyanazok
az elemei, azaz Vx:x € A x € B, jel. A= B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz V x : x € A=x € B,
jel. AC B.

Jegyezziik meg, hogy A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B és B C A.

Miiveletek halmazokkal. Az A és B halmazok metszete a kozos elemek Osszessége: AN B = {z|lr € A
és x € B}. Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt vagy idegen halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése vagy unidja azoknak az elemeknek az Gsszessége, melyek hozzatartoznak
legalabb az egyik halmazhoz: AUB = {z|xr € A V z € B}.

Itt V a "logikai vagy” miivelet, A pedig a "logikai és” miivelet.

Az A\ B kiilonbséghalmaz az A olyan elemeinek a halmaza, melyek nem tartoznak a B-hez: A\ B =
{z|lzr € A N = ¢ B}.

Ha A C E, akkor F \ A-t az A halmaz E-re vonatkozé kiegészit6 vagy komplementer halmazinak
nevezziik, jelolés: Cp(A). Ha E, neve alaphalmaz, rogzitett, akkor a 0(A) vagy A jeloléseket is hasznaljuk.

Az A és B halmazok szimmetrikus kiilénbsége az AAB = (A\ B) U (B '\ A) halmaz.

1.A.1. Tétel. Ha A, B,C C FE tetszbleges halmazok, akkor

1) (AnB)NC=AnNn(BNC), (AUB)UC =AU (BUQC) (asszociativitds),

2)ANB=BNA, AUB=BUA (kommutativitds),

3) AN(AUB)=A4, AU(ANB)= A (abszorbcid),

4) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AuU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (disztributivitds),

5) AUCg(A)=E, AnCg(A)=0,

6) C(ANB)=C(A4)ul(B), C(AuB)=C((A)NC(B) (de Morgan képletek),

7VANA=A, AUA=A,

8) C(C(A) =4, A\B=AnNC(B),

9) AAB=(AUB)\ (AN B),

10) AAB = BAA, AAD=A, AAA=0

11) (AAB)AC = AA(BACQC),

12) AN (BAC)=(ANB)A(ANC). O

Az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak nevezziik az A X B = {(z,y) : © € A A y € B} halmazt.
Itt (z,y) rendezett elempart jelol, ahol lényeges az elemek sorrendje: (x,y) = (z,t) akkor és csak akkor, ha
r=zésy=t.

Ha A és B elemeinek a szdma m, illetve n (m,n € IN*), akkor A x B elemeinak a szdma mn.

1.A.2. Példa. ¢ A ={1,2,3}, B = {a,b} esetén A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.

Altalémosam7 az Ai, Asg, ..., A, halmazok Descartes-szorzata: A; x As X ... x A, = {(x1, 29, ...,x,) : 1 €
Ay ANz € Ay Ao Az € Ay}, abol (24, 29, ..., 2,) Gn. rendezett elem n-es. Ha A) = Ay = ... = A, = A,
akkor jelolés: A x A x ... x A= A"

Példaul, R? és R? azonosithaté a sik, illetve a tér pontjainak halmazéval.

Az A halmaz részhalmazainak az dsszességét P(A)-val jelsljiik: P(A) = {B: B C A}, ez az A hatvanyhal-
maza.

Ha A elemeinek a szama n (n € IN*), akkor a részhalmazok szdma 2", azaz a hatvanyhalmaz 2" elembél 4ll.

1.A.3. Feladatok. ¥ 1. Milyen A és B halmazokra igaz, hogy A\ B=B\ A?
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v 2. Ha ANC = 0, akkor igazoljuk, hogy A\ (B\C) = (A\ B)\C.
Vv 3. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:

A={(z,y) e NxN|2? - (y+1)*=12}.
Vv 4. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:
B={(v,y) € Nx N | 2% + 2y* = 5}.

Vv 5. Igazoljuk, hogy ha ANC=BNCé AUC =BUC, akkor A = B.

Vv 6. Igazoljuk, hogy ha A, B, C, D tetszoleges halmazok, akkor:

a) (ANB)x (CND)=(AxC)N (B x D).

b) Az (AUB) x (CUD) = (Ax C)U (B x D) éllitas nem igaz dltaldban.

¢) (AUB)xC=(AxC)U(Bx().

d) (A\B)xC=(AxC)\(BxCQC).

1.B. Relacidk

Legyenek A és B tetszOleges halmazok. Bindris reldciénak, réviden reldciénak nevezziikk a p = (A, B, R)
rendszert, ahol R C A x B.

Itt az R halmaz a p grafikonja, jelolés: (a,b) € R < apb, olvasd: a p reldciéban van b-vel. Ellenkezd esetben
(a nincs p relaciéban b-vel) a jelolés: (a,b) & R<a gb.

Azt mondjuk, hogy p homogén reléacié, ha A = B; p az iires relacid, ha R = 0); p az univerzalis relacid,
ha R= A x B.

Az A halmazon értelmezett diagondlis reldciénak nevezziik az 14 = (A, A, A4), Ax = {(a,a) : a € A}
relaciét. Itt al 4bsa = b.

A p reldciét gyakran azonositjuk R grafikonjaval, igy A x B az univerzalis reldcié, () az iires reldci6, A4
pedig a diagonalis relacio.

1.B.1. Példak. e 1) Legyen A = {a,b,c,d},B = {1,2} és p = (A, B,R), ahol R = {(a,1),(a,2),
(b,2), (¢, 1)}. Itt példaul apl, ap2 és c p2.

e 2) Egy sik hdromszogeinek A halmazdban a hasonlésigi reldcié grafikonja A x A-nak az a részhalmaza,
mely az egymassal hasonlé haromszogparokbdl all.

e 3) Az egész szdmok Z halmazén értelmezett oszthatdsdgi reldcié a kovetkezd homogén reldcié: p =
(Z,7Z,R), ahol R = {(a,b) € Z x Z : a|b} = {(a,b) € ZXZ :3c € Z :b= ac}.

% e 4) Ha A = () vagy B = (), akkor csak egy p = (A, B, R) reldcié értelmezhetd, s ez az iires relécid,
melynek grafikonja R = 0. %

Legyen p = (A4, B, R) egy reldcié és X C A. A p(X) ={b € B|3 2 € X : zpb} halmazt a p relacié X
részhalmazra vonatkozé metszetének nevezziik. Itt p(X) C B. Ha X = {z} egy egyelemi halmaz, akkor
jelolés: p({z}) = p(x) = {b € B : zpb}.

1.B.2. Példa. e Az 1.B.1/1. Példdban adott reldciéra p({a,b}) = {1,2}, p({c,d}) = {1}, p{a) =
{1,2}, p{d) = 0.

A kovetkez6 tulajdonsagoknak kizardlag homogén reldcidk esetén van értelmiik.

Legyen p = (A, A, R) egy homogén relacié. Ekkor azt mondjuk, hogy p egy reldcié az A halmazon és

a) p reflexiv, ha minden z € A esetén zpx (Vo € A = xpx), azaz ,minden elem reldciéban van énmagéval”;

b) p tranzitiv, ha minden z,y,z € A, zpy és ypz esetén xpz (Vx,y,z € A : zpy A ypz = xpz), azaz
,valahanyszor, ha egy elem relaciéban van egy masik elemmel és ez utébbi elem relacioban van egy harmadikkal,
akkor az elsé is relaciéban van a harmadikkal”;

c¢) p szimmetrikus, ha minden z,y € A, zpy esetén ypx (Va,y € A : xpy = ypzx), azaz ,valahdnyszor, ha
egy elem reldcidban van egy masik elemmel, akkor ez utébbi elem is relacidoban van az elsé elemmel”;

d) p antiszimmetrikus, ha minden x,y € A, xpy és ypx esetén x =y (Ve,y € A : xpy Aypr = x = y),
azaz ,valahanyszor, ha egy elem relacioban van egy masik elemmel és ha ez utébbi elem is relaciéban van az
elsével, akkor a két elem egyenld”;

e) p ekvivalenciareldcid, ha p reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus;

f) p rendezési relacid, ha p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor (A, p) neve rendezett halmaz.

1.B.3. Példdk. e 1) Az egész szdmok Z halmazdn az oszthatdségi reldcid reflexiv és tranzitiv, de nem
szimmetrikus és nem antiszimmetrikus, mert példaul 3| — 3 és —3|3, de —3 # 3.

e 2) Az IN* halmazon az oszthatdésdg rendezési relacié és (IN*, |) rendezett halmaz.
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e 3) A Z halmazon az a = b (mod n) <n|a — b kongruencia reldcié ekvivalenciareldcié.

e 4) Az (A, A, A x A) univerzalis reldcié ekvivalenciarelacié.

Ha p ekvivalenciareldcié az A halmazon, akkor a p(x) = {y € A : zpy} metszeteket, ahol z € A, ekvi-
valenciaosztalyoknak nevezziik. Egy rogzitett ekvivalenciaosztalyba tartoznak az egymadssal relacioban 1évé
elemek. Az ekvivalenciaosztdlyok egy-egy tetszéleges elemét reprezentansoknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
a kivélasztott elem reprezentalja a megfelel6 ekvivalenciaosztdlyt. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat a p-hoz
rendelt faktorhalmaznak nevezziik: A/p = {p(z) : x € A}.

1.B.4. Példak. e 1) A Z halmazon az elébbi, a = b (mod n) kongruencia reldciéhoz rendelt faktorhalmaz:

NN AN A A A

2) Ha n = 6, akkor a (mod 6) kongruencia reldciéhoz tartozé ekvivalenciaosztélyok: 0,1,2,3,4,5. A faktor-
halmaz {6, 1,2,3,14, S} Az 1 osztélynak példéul 1 egy reprezentansa, de 7,13, —5 is reprezentansak.

3) A/1a={{z}:x € A} és A/(Ax A) = {A}.

Legyen A egy nemiires halmaz és legyen (B;);cr az A részhalmazainak egy rendszere (itt I egy tin. indexhal-
maz): B; C A minden i € I-re. Azt mondjuk, hogy (B;)icr egy osztilyfelbontisa vagy osztalyozdsa A-nak,
ha

a) B; £0,Viel,

b) BiNBj =0, Vi,j € 1,i# j, azaz barmely két kiilonboz6 részhalmaz diszjunkt,

c) A = U;er Bi, azaz a (B;);er-beli részhalmazok unidja az adott A halmaz.

1.B.5. Példa. e Az A = {1,2,3,4,4,6} halmaznak a By = {1,2}, By = {3,4},B; = {5},By = {6}
részhalmazok egy osztalyfelbontasat adjak.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy az ekvivalenciareldcidk és az osztédlyfelbontdsok kolesondsen meghatéaroz-
zak egymast. Ha ugyanis adott egy ekvivalenciarelacié, akkor gytijtsiik 6ssze az egymaéssal reldciéban levd ele-
meket és egy osztalyfelbontast kapunk. Ha pedig adott egy osztalyfelbontas, akkor képezziik azt a reldcidt,
mely szerint két elem relaciéban van, ha ugyanahhoz az osztalyhoz tartoznak. Ez ekvivalenciareldcié lesz.
Pontosabban,

1.B.6. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

1) Ha p egy ekvivalenciareldcié az A-n, akkor az A/p = {p(x) : © € A} faktorhalmaz egy osztalyfelbontdsa
A-nak.

2) Legyen (B;);cr egy osztdlyfelbontdsa A-nak és értelmezziik a kovetkezd relaciét: p = (A, A, R), ahol R =
Uier(B; x B;), azaz xpy<3i € I : x,y € B; (x ésy ugyanahhoz a B;-hez tartoznak). Akkor p ekvivalenciareldcié
az A-n. O

1.B.7. Feladatok. V¥ 1) Legyen A = {1,2,3,4}.

a) Ha p = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3),(3,1)}, hatdrozzuk meg a megfelel§ osz-
talyfelbontast.

b) Ha m = {{1, 2}, {3}, {4}}, hatérozzuk meg a megfelel§ ekvivalenciareldciot.

¥ 2. Az IN x IN halmazon a p reldciét igy definidljuk: (a,b)p(c,d) <& a+d=b+c.

Igazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacié.

v 3. A komplex szdmok halmazan tekintsiik a p; és po relacidkat, ahol zpyw < |z| = |w| és zpow & 2z =
w = 0 vagy arg z = arg w. Igazoljuk, hogy p; és p2 ekvivalenciarelacidk és dbrazoljuk grafikusan a C/p; és C/po
osztalyokat.

Vv 4. Adjuk meg az Gsszes ekvivalenciareldciét az A = {1, 2,3} halmazon.

V¥ 5. Az A halmazon értelmezett p homogén relacié neve cirkuléris relacié, ha Va,y, z € A, xpy,
ypz = zpx. Igazoljuk, hogy p akkor és csak akkor ekvivalenciareldcid, ha p reflexiv és cirkularis.

Utmutatas. Ha p reflexiv és cirkuldris, akkor szimmetrikus, mert ha xpy, akkor xpy, ypy (reflexivitas miatt)
=ypz és tranzitiv, mert xpy, ypz = zpr=rpz (szimmetria).

V¥ 6. Hol a hiba a kovetkezében? ,,Minden szimmetrikus és tranzitiv p relacié reflexiv. Bizonyitas: ha xpy,
akkor a szimmetria miatt ypx, innen xpy és ypz, tehat zpx, mert a relacié tranzitiv.”

Utmutatds. Az allités nem igaz. Adjunk ellenpéldat. A ,bizonyitdasban” ott a hiba, hogy feltételeztiik,
hogy adott z-hez van olyan y, hogy relacioban legyenek, ilyen y nem biztos, hogy 1étezik.

1.C. Fiiggvények

Az f =(A,B,F),F C A x B relaciét fiiggvénynek (vagy leképezésnek) nevezziik, ha minden a € A esetén
az f(a) metszet egyelemii részhalmaza B-nek. Ez azt jelenti, hogy az f fiiggvény az A halmaz minden elemének
megfelelteti a B halmaz egy és csak egy elemét.




Dr. T6th Laszlé, BEVEZETES AZ ALGEBRABA ES A SZAMELMELETBE II. (PTE TTK, 2007)

Ha f = (A, B, F) egy fiiggvény, akkor A-t az f értelmezési halmazanak vagy értelmezési tartomanyanak
nevezzik, jelolés A = dom f (f doméniuma). A B halmaz az f értéktartomadnya, jelolés B = codom f (f
kodoméniuma), az f(A) metszet az f fiiggvény értékeinek halmaza vagy képe, jelolés f(A) = Im f, F pedig
a fliggvény grafikonja.

Ha f = (A, B, F) egy fiiggvény, akkor a kovetkez6 jeloléseket hasznaljuk: f: A — B vagy A LB Haae A,
akkor az f{a) = {b} egyenléséggel meghatarozott b € B elem jel6lése b = f(a) vagy a — b= f(a).

Megjegyzések. a) Az f: A — B és f': A’ — B’ fiiggvények akkor és csak akkor egyenléek (f = f’), ha
A=A"'B=DBés f(a) = f(d’) minden a € A esetén.

b)Ha f: A — Begy fiiggvény és X C A Y C B,yeY,akkor f(X)={be B3z X: f(z)=b}={f(z):
r € X} az X részhalmaz képe az f fiiggvényben, f~'(Y)={a€ ATy €Y : f(a) =y} ={a€ A: fla) €Y}
az Y inverz képe f-ben, Y = {y} esetén f~1({y}) = f~1(y) = {a € A : f(a) = y}, a fiiggvény grafikonja
pedig F = {(a, f(a)) : a € A}.

1.C.1. Példdk. e 1) A fenti 1. Példdban szerepld reldcié nem fiiggvény, mert példdul p(a) = {1, 2} kételemii
halmaz. A p' = (A4,B,R'),A={a,b,c,d},B={1,2}, R = {(a,1),(b,1), (¢, 2),(d,2)} reldcié fiiggvény.

2) Barmely A halmaz esetén az 14 = (A, A, A4) diagondlis relaci6 egy fiiggvény, ennek neve az A halmaz
identikus fiiggvénye: 14 : A — A, 14(a) = a minden a € A esetén.

Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fiiggvények. Legyen f : A — B egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

f injektiv, ha A kiilonb6z6 elemeinek kiilonboz6 képelemek felelnek meg, azaz, ha V x1,z0 € A,z #
xo=>f(x1) # f(22). Ez egyenértékil a kovetkezd éllitdssal: V xq, 29 € A, f(x1) = f(x2)=x1 = To;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, ha Vy € B3z € A: f(x) = y. Ez a feltétel igy is
frhaté: f(A) = B;

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, haVy € B 3!z € A (1étezik egy és csak egy z € A): f(z) =y.

1.C.2. Példdk. e Az f: R — R, f(z) = 2? fiiggvény nem injektiv, mert pl. —1 # 1 és f(—1) = f(1) =1
és nem is sziirjektiv, mert pl. y = —1 € R esetén nem létezik = € R gy, hogy f(z) = 22 = —1 legyen.

e Ag:[0,00) = R,g(z) = 2? fiiggvény injektiv és nem sziirjektiv,

h:[0,00) — [0,00), h(x) = 2% pedig injektiv és sziirjektiv, tehdt bijektiv.

e Barmely A halmaz esetén az 1 4 identikus fiiggvény bijektiv.

Az f: A— Bésag: B — C fiiggvényeknek ilyen sorrendben vett 8sszetétele (vagy kompozicidja vagy
szorzata) az a go f : A — C fiiggvény, amelyre (g o f)(a) = g(f(a)) minden a € A-ra. Ez az a leképezés,
amelyet elobb az f majd a g leképezés egymdasutani végrehajtasa révén kapunk.

A g(f(x)) fiiggvényben a g-t kiils6, az f-et pedig belsé fiiggvénynek nevezziik.

Diagrammal szemléltetve:

gof

| A

B
1.C.3. Tétel. a) Ha f: A— B,g: B— C,h: C — D tetszlleges fiiggvények, akkor

(hog)of=ho(gof),

azaz a fiiggvények szorzasa asszociativ.
b) Minden f : A — B fiiggvényre
fola=1pof=/f

¢) A fiiggvények szorzdsa nem kommutativ.

Bizonyitas. a) A definicié alapjian (hog)o f: A— D ésho(go f): A— D, tehit mindkét esetben A az
értelmezési halmaz és D az értékkészlet, tovabba minden a € A-ra ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a)))
és (ho(gof))(a) =h((ge f)(a) =h(g(f(a))).

c) Legyen példdul f,g: R — R, f(z) = 2+ 3 és g(x) = 2. Akkor (go f)(x) = g(f(x)) = g(xz+3) = (z + 3)?
és (fog)(x) = f(g(x)) = f(x?) = 22 + 3, ahonnan kévetkezik, hogy go f # fog. O

Ha f: A — B egy bijektiv fiiggvény, akkor az f inverz fiiggvénye az f~1 : B — A, f~1(b) = a=f(a) = b
fiiggvény. Ekkor az f~1 fiiggvény is bijektiv és f~! inverze az eredeti f fiiggvény : (f~1)~! = f. Igaz tovabba,
hogy

fTlof=14, fof =15
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1.C.4. Feladatok. Vv 1. Hatdrozzuk meg mindazokat az f : R — R fiiggvényeket, amelyekre 2f(z) +
3fl—z)=4zx—-1, YzeR.
Megoldas. z helyett (1—x)-et irva: 3f(z)+2f(1—z) = —4z+3, az eredetivel egyiitt ez egy egyenletrendszer.
Kapjuk, hogy: f(z) = —4x 4+ 11/5.
Vv 2. Hatdrozzuk meg mindazokat az f : R — R fiiggvényeket, amelyekre
f(z)— f(-x) =2 VazeR.
Megoldas. = = 1-re: f(1) — f(=1) =1, x = —1-re: f(—1) — f(1) =1, ellentmondés, nincs ilyen fiiggvény.
v 3. Igazoljuk, hogy f: R — R, f(x) = 22* + 32> + 4 nem injektiv fiiggvény, g : R — R, g(z) = 2> + x + 2
pedig injektiv fiiggvény.
Megoldas. f(z) = 23(2z + 3) +4, itt 23(2z +3) = 0, ha z = 0 vagy = = —3/2, tehat f(0) = f(—3/2) =4,
f nem injektiv.
Ha g(x1) = g(x3), akkor 23 + 21 = 23 + 22, (v1 — 22)(2? + 2172 + 23 + 1) = 0, ahol a mésodik zdrdjel
(3 + x9/2)% + 322 /4 4+ 1 # 0, tehdt 1 = xo, g injektiv.
Vv 4. Injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve bijektivek-e a kovetkezd fiiggvények:
a) £ {1,2,3} — {a,b,ch, (1) = b, f(2) = ¢, [(3) = a
b) f:Z—Z, f(x) =2z +1, ¢) f:R—=R, fz) =2z +1,
d) f:R— R, f(z) =322 +4, e) f:7Z — 7, f(z) = —2* + 4x.
f) f:R—R, f(x) =a*—222+3.
Vv 5. Legyenek A és B egyenl$ szamossagi véges halmazok és legyen f : A — B egy fiiggvény. Igazoljuk,
hogy a kovetkez6 allitasok egyenértékiiek:
i) f injektiv, ii) f sziirjektiv, iii) f bijektiv.
V¥ 6. Hatdrozzuk meg az f o g és g o f Osszetett fiiggvényeket, ahol
a) f,g:R—R, f(z) =22 +1, g(x) =3z + 1, b) f,g:R—R, f(z) =2%—-2, g(x) =1 2u,
) f,g:R—R, fl(z)=2x—1ésg(zx) =z, haz <1, g(z) =z +2 hax>1.
Vv 7. A kovetkez6 fiiggvények koziil melyeknek van inverze? Ha létezik inverz, adjuk meg!
a) f:R—-R, fz) =z+1, b) f:R—R, f(z) =42+ 2,
) f:N—>N, f(z) =4z +2, d) f:R—R, f(zr)=2%+3.
v 8. Legyen f A — B egy fliggvény. Az A halmazon az ay pas<f(a1) = f(ag) elbirdssal értelmezett p
relaciét az f magjanak nevezziik, jelolés: p = ker f.
Igazoljuk, hogy a) ker f egy ekvivalenciareldcié az A halmazon,
b) f injektiv < ker f = 14,
Utmutatas. a) Azonnali, hogy a ker f reldci reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, mert az reldcié is az.
b)Ha f : A — B egy tetszleges fiiggvény, akkor Vay,as € A : a1laa2=a1 = as=f(a1) = f(az)=-a; ker f as,
Tovabbéd, ha f injektiv és aj ker f ag, akkor f(ay) = f(as), ahonnan a; = as, azaz aj ker f as. Forditva, ha
Vai,as € A: ay ker fag=a114a9, akkor Vaj,as € A: f(a1) = f(az)=a1 = as és kovetkezik, hogy f injektiv.
Vv 9. Legyen f: A — Bés g: B — C két fiiggvény. Igazoljuk, hogy:
a) Ha f és g injektiv (sziirjektiv), akkor g o f is injektiv (sziirjektiv).
b) Ha g o f injektiv (sziirjektiv), akkor f injektiv (g sziirjektiv).
¢) Ha g o f injektiv és f sziirjektiv, akkor g injektiv.
d) Ha g o f sziirjektiv és g injektiv, akkor f sziirjektiv.

M”__9»

1.D. Halmazok szamossiga

Az A és B halmazokat ekvivalens halmazoknak nevezziik, ha létezik egy f : A — B bijektiv fiiggvény.
Jelolés: A ~ B. Ez egy, a halmazokra vonatkozé reldcié.

1.D.1. Tétel. A ~ reldci6 egy ekvivalenciareldcié.

Bizonyitias. Ha A egy tetszOleges halmaz, akkor az 14 : A — A, 14(a) = a fiiggvény bijektiv, tehat
~ reflexiv. Ha A ~ B és B ~ C, akkor léteznek az f : A — B és g : B — C bijektiv fiiggvények. Mivel
gof: A— C is bijektiv, kovetkezik, hogy A ~ C, tehdt ~ tranzitiv. Ha f : A — B bijektiv, akkor f~': B — A
is bijektiv, tehdt ~ szimmetrikus. [

Az A halmaz ekvivalenciaosztalydt az A szdmossdgdnak vagy kardindlis szamadénak nevezziik. Jelolés:
|A|={B: A~ B}.

Barmely halmazt 6sszehasonlithatunk olyan halmazokkal, amelyek elemei természetes szamok. Azt mondjuk,
hogy az A halmaz véges és n szdmossagi, ahol n € IN*, ha A ekvivalens az {1,2,3,...,n} halmazzal: A ~
{1,2,3,...,n}, vagy ha A = 0. Jelolés: |A| =n,n € N*, || = 0. |0] = 0. Egy halmaz végtelen, ha nem véges.

Az N halmaz végtelen, szdmossdga |IN| = N (alef null), itt R a héber dbécé elsd betiije.
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Az Ny szamossagu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik. fgy egy A halmaz
akkor és csak akkor megszamlalhatéan végtelen, ha létezik egy f : IN — A bijektiv fiiggvény. Ez azt jelenti,
hogy az A halmaz elemei egy végtelen sorozatba rendezhetdk, amelyben nincs ismétlédés, azaz A felirhaté
A ={a1,as,...,ay,,...} alakban.

Példdul az egész szdmok Z halmaza megszdmldlhatd, mert Z = {0,1,—1,2,—2,3,—3,4, —4, ...}, itt

0, han =0,
f IN—>2Z, fln) = "TH, ha n pératlan ,
-3, han péros,

bijektiv fiiggvény.

A raciondlis szamok @ halmaza is megszamlalhaté. A valés szamok R halmaza nem megszamlalhato.

1.D.2. Tétel. Legyen A egy véges halmaz és f : A — A egy fiiggvény. Akkor egyenértékiiek a kovetkezs
allitasok:

1) f injektiv,

2) f sziirjektiv,

3) f bijektiv.

Bizonyitds. A definiciék alapjan azonnali, hogy 3) = 1) és 3) = 2).

1) = 3) A véges halmaz, legyen A = {a1, as,...,a,}. Az f fiiggvény injektiv, ezért f(A) = {f(a1), f(a2), ..., f(an)},
ahol f(a;) # f(a;) ha i # j. Igy az f(A) halmaz n-clemi és mivel f(A) C A kévetkezik, hogy f(A)
f sziirjektiv, tehat bijektiv.

2) = 3) Legyen A = {aq,aq, ..., an}. Az f fiiggvény sziirjektiv, ezért f(A) = A, innen |f(A)| = |A| =n. Ha
az f(a1), f(a2), ..., f(ay) elemek nem lennének paronként kiilonbozéek, akkor az f(A) = {f(z) : x € A} halmaz
elemeinek a szdma n-nél kisebb lenne: |f(A)| < n, ami ellentmond az |f(A)| = n feltételnek. O

1.D.3. Feladatok. ¥ 1. Hatarozzuk meg a kovetkezé halmaz elemeinek a szamat:

= A, azaz

C ={(z,y) € N* x N* | 22 4+ 3y = 2000}.

Vv 2. Ha A, B, C tetszoleges véges halmazok, akkor

a) [AUB| = |A|+|B| - |[AN B,

b) JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

Altalanositas.

v 3. Legyenek A és B véges halmazok, |A| =k, |B| = n.

a) Hany f: A — B fiiggvény van?

b) Hany f : A — B injektiv fiiggvény van?

¢) Ha k = n, akkor hany bijektiv fiiggvény van?

Megoldas. a) n*, b) ha k < n, akkor n(n —1)(n —2)---(n—k+1),c)n!l =n(n—-1)(n—-2)---2-1.

Vv 4. Mutassuk meg, hogy IN* x IN* ~ IN*.

Utmutatds. Tekintsitk az f : IN* x N* — IN*, f(m,n) = 2m~1(2n — 1) fiiggvényt. Igazoljuk, hogy f
bijektiv.
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2. Algebrai miiveletek

2.A. Algebrai miiveletek

Legyen S egy nemiires halmaz és ¢ : SxS — S, (z,y) — (z,y) egy fiiggvény. ¢-t az S halmazon értelmezett
(algebrai) miiveletnek nevezziik és azt mondjuk, hogy (S, ¢) egy grupoid. Jelolés: ¢(x,y) = x *y (vagy
x oy, xAy, sth.), a grupoid pedig (S, x) (vagy (S, o), (S,A), stb.).

2.A.1. Példdk. e (Z,+), (R,-), (2Z,+) grupoidok, ahol "+ és ”-” a szokésos Osszeadds, illetve szorzds,

o (IN,—) és (2Z + 1,+) nem grupoidok, itt "—" nem miivelet az IN halmazon, mert pl. 3 —7 = —4 ¢ IN.

Ha egy halmazon legalabb egy algebrai miiveletet értelmeziink, akkor algebrai struktirarol beszéliink. Pl.
a grupoid, a félcsoport és a csoport egymiveletes algebrai strukturak, a gylrli és a test kétmiiveletes algebrai
strukturak.

Ha ¢(z,y) = xxy egy tetszOleges miivelet, akkor ezt gyakran multiplikativ irdsmdéddal jelsljitk: o(x,y) =
x -y = xy, amelyet az x és y szorzatanak neveziink, itt x és y a szorzat tényezoi.

Haszndlatos az additiv irdsméd is: ¢(x,y) = x + y és ezt az x és y Osszegének nevezzik, itt © és y az
Osszeg tagjai.

2.A.2. Feladat. ¥ Algebrai strukturat alkot-e

i) IN a szorzdsra nézve ii) {2n + 1 : n € IN} az dsszeaddsra nézve
ili) 2Z az osszeaddsra nézve iv) R* az osztdsra nézve.
V) Z az x x y = =L megfeleltetéssel.

2.B. Asszociativitas, kommutativitas, félcsoport. Az S halmazon értelmezett * miivelet asszociativ,

ha minden z,y,z € S esetén (x xy) * z = x x (y * z). Ekkor (5, *) neve félcsoport.

2.B.1. Példdk. e (Z,+), (R,-) félcsoportok,

e Z-n a kivonds miivelet: Vo, y € Z : x —y € Z, de "—” nem asszociativ, mert pl. (3 —-7)—1= -5 #
-3=3—-(7-1).

Az S halmazon értelmezett * miivelet kommutativ, ha minden x,y € S esetén = xy = y x x. Ha az S-en
értelmezett * miivelet kommutativ, akkor (.9, *) neve kommutativ grupoid. Ha az S-en értelmezett x miivelet
asszociativ és kommutativ, akkor (S, ) neve kommutativ félcsoport.

2.B.2. Példak. e (Z,+), (R, ) kommutativ félcsoportok,

e nem kommutativ miiveletek pl. a métrixok szorzdsa és a fiiggvények osszetétele (kompozicidja), ponto-
sabban pl. a 2 X 2-es Z-beli elemekbdl 4116 métrixok M (Z) halmazan a szorzas nem kommutativ, de specidlis
métrixhalmazokon a szorzas lehet kommutativ, ldsd 2.B.3/ 1. Feladat.

2.B.3. Feladatok. V¥ 1. Igazoljuk, hogy az

s={(z9): sea),

halmaz a matrixok szorzasaval kommutativ félcsoport.
V¥ 2. Mutassuk meg, hogy
a) az IN* halmazon az x * y = ¥ miivelet nem kommutativ és nem asszociativ,
b) az S = [0, 00) halmazon az x * y = ¥ miivelet nem asszociativ, de kommutativ,
¢) az S = (0,00) halmazon az x x y = x12

1Y mivelet kommutativ és asszociativ.

2.C. Altaldnositott asszociativitds és kommutativitds. A kovetkezd két tételben a multiplikativ
irdasmdédot hasznaljuk.

2.C.1. Tétel. (dltaldnositott asszociativitds) Ha ™7 egy, az S halmazon értelmezett asszociativ miivelet,
n € N,n>16ésa,as,...,a, €5, akkor az ajas...a, szorzat értéke nem fiigg a zardjelezéstll, csak a tényezlk
sorrendjétdl fiigg.

% Bizonyitis. Azt mutatjuk meg, hogy minden szorzat egyenld a

b= (...((a1a2)az)ay...)a,

szorzattal.

n-szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1 vagy n = 2, akkor ez evidens, n = 3-ra pedig kovetkezik az
asszociativitasbdl. Tegyiik fel, hogy n > 4, s hogy ez a tulajdonsag igaz minden k tényezss szorzatra, ahol
k<n.

Egy tetszoleges szorzat b1by alaki, ahol by az ai,as, ..., a,, elemeknek ebben a sorrendben vett szorzata, by
pedig az Gm+41, Gm+2, ---, an, elemeknek ebben a sorrendben vett szorzata valamely m-re, ahol 1 < m < n — 1.
Péld4ul, ha n = 4, akkor (ajas)(asaq) esetén m = 2, (a1 (aza3))aq esetén pedig m = 3.
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Ha m = n — 1, akkor az indukciés feltétel miatt

bl = (...((alag)ag)...)an_l, b2 = Qp, b1b2 =b.

Ha 1 < m < n — 2, akkor b;-re és bs-re is alkalmazzuk az indukcids feltételt, majd az asszociativitast:
biba = ((...((ara2)asz)...)am)((...((@m+10m+2)@m43).-)an) =

= (((...((a1a2)ag)...)am) ((-..((@m+10m+2)@m+3) .- ) Gn-1)) Qn.

Most az a,, el6tti tényezdkre haszndlva ismét a feltételt (k = n — 1), kapjuk, hogy
b1b2 = (...((alag)ag,)...)an = b,

azaz a tulajdonsdg igaz k = n-re. [k

2.C.2. Tétel. (dltaldnositott kommutativitds) Ha 7" egy, az S halmazon értelmezett asszociativ és kom-
mutativ mivelet, n € N,n > 1 és ay,as,...,a, € S, akkor az ajas...a, szorzat értéke nem fiigg a tényezik
sorrendjétol.

Bizonyitas. Ezt is indukciéval lehet bizonyitani. Itt csak arra hivatkozunk, hogy egy adott szorzatbdl kiin-
dulva a tényezOk tetszdleges sorrendjéhez (permutédcidjadhoz) eljuthatunk szomszédos elemek cseréjének egymads
utani alkalmazdsaval, s haszndlva az altaldnositott asszociativitast. Pl. n = 4-re

a1a2a304 = CL1(G2G3)CL4 = ax (agag)a4 = (alag)a2a4 = (agal)a2a4 = azai1agtyg = ... O

2.D. Semleges elem

Legyen (5, *) egy grupoid. Az e, € S elem bal oldali semleges elem, ha minden = € S esetén e, * z = x.
Az e¢; € S elem jobb oldali semleges elem, ha minden x € S esetén z x e; = x. Tovdbba e € S elem
(kétoldali) semleges elem vagy neutralis elem, ha minden z € S esetén e x z = z *x e = z.

2.D.1. Példdk. e (Z,+)-ban e = 0 semleges elem, (R, -)-ban e = 1 semleges elem,

e Legyen S = {a,b,c,d} és xxy =2, Vr,y €S, itt S minden eleme jobb oldali semleges elem és bal oldali
semleges elem nem létezik.

2.D.2. Tétel. Ha (S,*) egy grupoid és létezik egy e, € S bal oldali semleges elem és létezik egy e; € S
Jjobb oldali semleges elem, akkor e, = e; = e semleges elem.

Bizonyitas. Feltétel szerint minden x € S-re ey * ¢ = = és minden y € S-re y xe; = y. Legyen x = ¢; és
y = ey, akkor e, * e = e, e * ej = ep, ahonnan ey = ¢;. [

Innen azonnali, hogy

2.D.3. Kovetkezmény. Ha egy grupoidban létezik semleges elem, akkor az egyértelmiien meghatarozott
(ezért ekkor ,a” semleges elemrdl beszéliink). [

Multiplikativ irasmod esetén a semleges elem neve egységelem, ezt e-vel vagy 1-gyel jeloljiik, additiv irdsmod
esetén a semleges elem neve zéruselem, ennek jelolése 0.

Az egységelemes félcsoportot sok szerzé monoidnak nevezi.

2.D.4. Feladat. ¥ Az R halmazon tekintsiik az = xy = x + y + xy miiveletet. Igazoljuk, hogy ez a miivelet
asszociativ, kommutativ és rendelkezik semleges elemmel.

Igazoljuk, hogy ”+” miivelet az [—1, 00) halmazon, azaz V z,y € [-1,00) = z *xy € [—1, 00).

2.E. Szimmetrikus elem. Legyen (S,*) egy egységelemes (semleges elemes) grupoid, az egységelem e.
Az z € S elemnek 7;, € S bal oldali szimmetrikusa, ha z;, xz = e, az € S elemnek 7, € S jobb oldali
szimmetrikusa, ha z * 2 = e és z-nek 2’ € S szimmetrikusa, ha 2’ * z = 2+ 2’ = e. Ha z-nek létezik
szimmetrikusa, akkor azt mondjuk, hogy = szimmetrizalhatd.

2.E.1. Példdk. e (Z,+)-ban minden z szimmetrizdlhaté és 2’ = —z, (R, -)-ban az egységelem az e = 1 és
minden z # 0 szimmetrizdlhaté: 2’ = 2! = 1/, x = 0 nem szimmetrizalhato,

e Ha (S, x) egységelemes grupoid, akkor az e egységelem szimmetrizdlhat6 és szimmetrikusa onmaga: ¢’ = e,

ML

e Legyen S = {e, a, b} és egy "+” miivelet, amelynek miivelettabldja, in. Cayley-féle miivelettibldja:

R O *
N oo
® o Q|
Q O oo
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Itt e a semleges elem és a miivelet kommutativ, mert a mivelettabla szimmetrikus a féatléra nézve, tovabba
axa=-e,a*xb=>bxa=e, tehat a-nak a is és b is szimmetrikusa.
2.E.2. Tétel. Ha (S, *) egy egységelemes félcsoport (a miivelet asszociativ) és az x € S elemnek Iétezik xj
bal oldali szimmetrikusa és létezik x’; jobb oldali szimmetrikusa, akkor xj = x; = 2’ az x szimmetrikusa.
Bizonyitas. Feltétel szerint
xy=ap ke =xyx (zxa)) = (v x) x 2 = exa; =} O
2.E.3. Kovetkezmény. Ha egy egységelemes félcsoportban egy elemnek létezik szimmetrikusa, akkor az
egyértelmiien meghatdrozott. [
Multiplikativ frdsméd esetén a szimmetrikus elem neve inverz elem, ezt x~'-nel jelsljiik, s azt mondjuk,
hogy x invertalhatd, additiv irdasmdd esetén a szimmetrikus elem neve ellentett elem, ennek jelolése —x.
Az el6bbi példdban a miivelet nem asszociativ, pl. (b*b)*xa =a*xa =e ésbx* (bxa) = bxe = b, ezért
fordulhat el6, hogy egy adott elemnek két szimmetrikusa is van.
2.E.4. Tétel. Ha (S,x) egy egységelemes félcsoport és x,y € S invertdlhatdk, akkor az x x y elem is
invertalhaté és (z *y)' =y’ * a’, tovdbbd (z') = .
Bizonyitas.
(W xa)x(zxy) =y x (@' *x2)xy=y rexy=yxy=e,
(xxy)*x (Y x2)=azx(yxy)*x2' =zxexa’ =zxa’' =e. O

Multiplikativ frasméddal: (zy)~! = y~lz~1, (z7!)~! = r. Ha kommutativ a miivelet, akkor (zy)’ = 2'y/,

de nem kommutativ esetben lényeges a sorrend.
2.E.5. Feladat. ¥ Legyen Z[i| = {a+bi : a,b € Z} C C. Igazoljuk, hogy (Z[i], -) kommutativ egységelemes
félcsoport. Melyek az invertalhato elemek 7

Valasz: +1,+i, mert ha 2 = a + bi € ZJi], akkor 27! = % = ﬁ = e ﬁi, itt a,b # 0 esetén
la| < a® 4+ b%, |b|] < a® 4 b* és ekkor 271 ¢ Z[i]. Ha a = 0, akkor z~! = —4i € Z[i] alapjan b = +1, hasonldan,
ha b=0.)

2.F. Elem hatvanyai
Legyen (5, ) egy egységelemes félcsoport és x € S. Ertelmezziik « hatvanyait:

t=za?=z-z,. 2" t=2"2, neNn>1 20=ec.

Azonnali, hogy 2"a™ = 2™t™ és (™)™ = 2™ minden n,m € IN esetén.
2.F.1. Tétel. Ha az (S,-) egységelemes félcsoportban az x € S elem invertalhaté akkor ™ is invertdlhatd
minden n € N-re és
(l,n)—l _ (x—l)n.

Bizonyitas.
() =gz e o =ga a(ze g = =e. O
S SN
n n n—1 n—1

Additiv jeloléssel:
le=z2z=z+z,..n+Dz=nx+2z, neN,n>1 0x=0, -—(nz)=n(—x).

% 2.G. Kongruenciarelacié félcsoportban

Legyen (.5, -) egy félcsoport és p egy ekvivalenciareldcié S-en. Azt mondjuk, hogy p egy kongruenciarelacié
S-en, ha p kompatibilis a félcsoportbeli miivelettel, azaz

Vo, o' y,y' € St xpx!, ypy  =wyp 'y

(a p szerinti kongruencidk sszeszorozhatdk).

2.G.1. Példa. e (RR,-) félcsoport és az "=" egy kongruenciarelcio.

S-nek egy p kongruenciareldcidhoz tartozé osztélyozéséat, vagyis az S/p faktorhalmazt kompatibilis osz-
talyozasnak nevezziik.
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Ha (5, -) egy félcsoport és X, Y C S, jelolje XY ={ay:z € X,y € Y}.

2.G.2. Tétel. Legyen p egy ekvivalenciareldcié az S félcsoporton. Akkor egyenértékiiek a kovetkezd
allitasok:

a) p kongruenciareldcid,

b)VX,Y € S/p=3Z € S/p: XY C Z.

Bizonyitas. A definicié alapjan. Részletezve:

"a) = b)” Legyenek tetszleges X, Y € S/p és legyenek x € X,y € Y tetsz6leges reprezentdnsok, azaz
X =p(x),Y = p(y).

Legyen Z = p(zy) az zy osztdlya. Akkor Vo' € X,y € Y=uaxpx', ypy' =zypr'y'=z'y € plzy) = Z, azaz
XY CZ.

"b) = a)” Legyen Va, 2’ y,y € S:  xpx’, ypy'. Jelolje X = plx) = p(a’) és Y = p(y) = p(y’). Feltétel
szerint létezik Z = p(z) € S/p gy, hogy XY C Z.

Akkor zy € XY C Z, o'y’ € XY C Z. Tehdt xypz, 2’y pz=axypx’y’. O

2.G.3. Feladat. ¥ Ha (S, -) egy félcsoport és p egy kongruenciareldcié S-en, akkor

Ve, o',y € G : xpx'=zypr'y, yxpyx’ (egy kongruencidt lehet szorozni jobbrdl ill. balrdl egy tetszdleges
elemmel).

Megoldas. Ha zpz’, akkor mivel ypy (reflexivitds) kovetkezik, hogy zypz'y és yrpyz'. %k

A tovabbiakban a grupoidokkal és félcsoportokkal részletesebben nem foglalkozunk. A csoport fogalmét a
kovetkezd szakaszban adjuk meg. A csoport mar elég dltaldnos ahhoz, hogy a matematika legkiilonb6z6bb tertii-
letein fellelhetd legyen, masrészt elég specidlis, hogy a csoportokrdl altaldban, vagy az egyes csoporttipusokrol
mélyrehaté eredmények legyenek levezethetok.

2.H. Feladatok

v 1. Adott A = {1,—1,4,—i}. Igazoljuk, hogy a szorzds miivelet az A halmazon. Készitsiik el a miivelet-
tablat.

v 2. Legyen E= IR\ {1/\/§7_1/\/§} és F = {flaf27f3}7 ahol f17f27f3 B — E7

_ _rtV3 _z-V3
fi(z) ==, f2($)—1_x\/§, f3($)-1+x\/§.

Igazoljuk, hogy (F, o) egy algebrai struktira. Készitsiik el a miivelettablat.

Vv 3. Vizsgaljuk a kovetkezd miiveletek tulajdonsigait:

i) m*n =m", ahol m,n € IN*,

ii) @ * b = v/ab, ahol a,b € (0,0),

i) zxy=ay—x—y+2,ahol 2,y € R,

iv) x xy = /22 4+ 2, ahol z,y € [0, c0),

V) (z,9) + (z,w) = (z + 2,y + w), ahol (z,y), (z,w) € Z X Z.

Vv 4. Hatdrozzuk meg a,b € R értékét igy, hogy az = xy = xy + 2ax + by, x,y € R mivelet kommutativ és
asszociativ legyen.

Valasz. a =b=0vagy a =1/2,b=1.

¥V 5. A Z x Z halmazon legyen (a,b) o (¢,d) = (ac+bd, ad+ be). Igazoljuk, hogy (Z x Z, o) egy egységelemes
félcsoport. Melyek az invertdlhatd elemek?

Vv 6. Legyen S egy n elemii halmaz.

i) Hdny mivelet értelmezheté az S halmazon? (Vilasz: n”Q)

ii) Ezek koziil hiany miivelet kommutativ? (Valasz: n™("+1)/2)

iii) Hany miiveletre nézve van semleges elem? (Valasz: n(n=1°+1)

Vv 7. Ha (S, %) és (S, 0) grupoidok és f : S — S’ olyan fiiggvény, amelyre f(a*b) = f(a)o f(b), Va,be S,
akkor f-et miivelettarté fiiggvénynek vagy homomorfizmusnak (morfizmusnak) nevezziik.

Igazoljuk, hogy ha (S, %) félcsoport, akkor (f(S),0) is félcsoport (félcsoport homomorf képe félcsoport).
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3. Csoportok és morfizmusok

3.A. A csoport fogalma

A (G,-) egységelemes félcsoportot csoportnak nevezziik, ha minden = € G elem invertdlhaté. A (G,-)
struktira tehdt csoport, ha G-n értelmezett egy (multiplikativ) miivelet, az in. csoportszorzds, amelyre

(G1) (zy)z = xz(yz) minden z,y, z € G-re, azaz a miivelet asszociativ,

(G>) létezik e € G gy, hogy e = ex = x minden x € G-re, azaz létezik egységelem,

(G3) minden x € G-re 1étezik =1 € G gy, hogy zx~! = 27 'x = ¢, azaz minden elem invertélhato.

Ha még teljesiil

(G4) zy = yx minden zy € G-re, azaz a miivelet kommutativ,

akkor kommutativ csoportrél vagy Abel-csoportrdl beszéliink (Niels Henrik Abel, XIX. szdzadi norvég
matematikus).

Ha a G csoportban az z,y elemekre zy = yx, akkor azt mondjuk, hogy = és y felcserélhet6 elemek.
Pl. az e egységelem minden més elemmel felcserélhetd. A csoport akkor kommutativ, ha barmely két eleme
felcserélhetd.

Azt mondjuk, hogy (G,-) véges csoport, ha a G halmaz véges, ellenkezé esetben végtelen csoportrol
beszéliink. Ha G halmaz n elemii: |G| = n, akkor n-et a G csoport rendjének nevezziik és azt mondjuk, hogy
G egy n-edrendii csoport.

A tovabbiakban a csoportokra a multiplikativ irdsmddot haszndljuk. Megjegyezziik, hogy kommutativ cso-
portokra szokasos az additiv irasméd is.

3.B. Példak csoportokra

3.B.1. Példak. e (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) Abel-csoportok,

e (Z,), (Q,), (R,-), (C,-) nem csoportok, csak egységelemes félcsoportok, de (Q*, ), (R*,-),(C*,-) Abel-
csoportok.

Az el6bbi példdk mind végtelen csoportok, véges csoportra példak kovetkezok:

3.B.2. Példa. e Ha n € IN*, akkor (U, = {z € C: z™ = 1},-) kommutativ csoport. ¥ Igazoljuk ezt! U,-et
az n-edik egységgyoksk csoport_]anak nevezziik, pl U; = { 1,41}, Uy = {-1,4+1, —i, +i}.

3.B.3. Példa. e Ha n € IN*, legyen Z, = {0,1,...,n — 1} a maradékosztalyok halmaza (mod n). Ekkor
(Z.,,+) Abel-csoport, a maradekosztalyok (addltlv) csoportja (mod n), ahol Z+ 7 = 7 + y.

3.B.4. Példa. e Tekintsiink az S sikban egy olyan ABCD téglalapot, amely nem négyzet és vizsgaljuk
ennek az egybevagdsagi transzformacioit, vagyis az olyan tavolsagtarté f : S — S fliggvényeket, amelyek a
téglalapot 6nmagéaba viszik at. Ezek a kovetkezok, lasd 1. abra:

o 180°
e
D a 0

]

A B

1. abra

(1) az e identikus fiiggvény, amelyre e(A) = A, e(B) = B, e(C) = C, e(D) = D,

(2) a téglalap kozéppontja koriili 180°-0s @ forgatas: 0(A) = C, 0(B) = D, (C) = A, 0(D)
(3) az AB oldal felezémerélegesére, mint szimmetriatengelyre valé o titkrozés: J(A) =
o(C)=D,o(D)=0C,

(4) a AD oldal felez6meré&legesére, mint szimmetriatengelyre valé 7 titkrozés: 7(A) = D, 7(B) = C, 7(C) =

B, 7(D) = A.

Legyen a miivelet a transzformdcick kompozicidja (egymdsuténi elvégzése), szorzdssal jellve, amely asszo-
ciativ. Figyeljiikk meg, hogy a 6, 0,7 koziil barmely két kiilonb6z6 transzformacié szorzata a egyenlé a harma-

dikkal, pl. o = 7, o7 = 0, stb. és mindegyik négyzete egyenld e-vel: 2 = 02 = 72 =e.

:B’
B, o(B) = A,
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A mivelettabla:

‘ e 0 o T
e e 0 o T
0 0 e T o
o o T e 0
T T o 0 e

A mivelet kommutativ, mert a miivelettdbla szimmetrikus a f6atléora nézve. Az e egységelem és minden elem-
nek énmaga az inverze. K = {e, 0, 0,7} tehdt Abel-csoport, ezt Klein-csoportnak nevezziik (Kleinsche Vier-
gruppe).

3.B.5. Példa. e Legyen n € IN* és tekintsiik a o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektiv
fliggvényeket. Ezeket n-edfokti permutaciéknak nevezziik, jelolés

. 1 2 .. n
77 \o(1) (2 ... o(n))"
Az n-edfokd permutécidk S, halmaza csoport a fliggvényosszetétel (kompozicié) miivelettel. Az (.S, o) csoport
neve n-edfoku szimmetrikus csoport vagy n-edfoki teljes permutaciécsoport, amelynek rendje n! és

amely nem kommutativ, ha n > 3.
A csoportmiiveletet itt gyakran ”-7-tal jeldljitk, o o 7 helyett tehdt o7-t frunk és 02 = o o0 0,0° = o2 o

o, stb. Az egységelem az e identikus permutdacié, amelyre e = (i g Z), és o inverze o1 =
o(l) o(2) ... on)
1 2 e n )
1 2 3 1 2 3
3.B.6. Feladatok. Vv 1. Legyen 0 = (2 3 1), T = (1 3 2).

a) Igazoljuk, hogy S3 megadhaté igy: S3 = {e,0,02,7,07,0%7}, ahol 0 = e, 72 = ¢, 70 = 0°7.
b) Az elébbi 6sszefiiggések alapjdn toltsiik ki a Cayley-tdblazatot.

Megoldas.
el ol o?| 7|orl?r
el el o|o?| 7|orlp?r
ol o?| elorlo?r| T
a?| o?| e| ol?r| 1|07
| tl?r|or| el o?] o
or|or| Tl%r| o] e|o?
alrlo?r|or| 1| 0% ol e

Vv 2. Igazoljuk, hogy n > 3 esetén az S,, csoport nem kommutativ.
Csoportstruktirakra fontos példak a matrix-csoportok is.
3.B.7. Példa. e Legyen

Mn(C) = {A = (aij)lgi’jgn D Qi S (D7 VZ,] e (D}

az nxn-es komplex elem{i métrixok halmaza (C helyett vehetd R vagy egy tetszoleges (K, +, -) kommutativ test).
Ekkor (M,,(C),+) Abel-csoport és (M, (C),-) egységelemes félcsoport. Az invertalhaté matrixok csoportot
alkotnak a szorzasra nézve, ennek neve altaldnos linedris csoport (general linear group), jelolés: (GL,(C),-),
ahol

GLA(C) = {A € Mn(C): FA™ € M, (C)} = {A € M, (C) : det A £ 0}.

A specidlis linedris csoport (special linear group) a kévetkezs: (SL,(C},-), ahol

SL,(C) ={A e M,(C):det A=1}.

0 1 0 —i

3.B.8. Példa. e A kvaternidk csoportja. Legyenek 1 = (1 O) = (Z 0 ),j = ( 0 1) Jk =
(O Z) € Mc(C) és Q = {£1, £i, +j, £k}. Akkor (Q,-) nem kommutativ csoport.

i 0
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Valéban, az adott métrixok szorzésaval lathatd, hogy i2 = j2 = k2 = —1 és ij = k,jk = i, ki = j,ji =
—k, kj = —i,ik = —j. Q fgy is megadhaté: @ = {1,i,i%,i%,j,ij,1%j,1%j}. A Cayley-tabldzat a kovetkezd :
o1l=1] i|=i] j]-3] kl-k
T IL i o] o Kk
B R R B R R
i1 1] kx| ]

k| k|-k| j|—j|-i] i-1] 1
“k|k| k|| j| i|-i| 1]-1

3.B.9. Példa. e Legyen (G1,-) és (Ga,-) két csoport, két nem feltétleniil azonos, multiplikativ médon jelolt
milvelettel, e; és eg egységelemekkel. A G x G5 halmazon definidljuk a kovetkez8 miiveletet: (g1, g2)(h1, ha) =
(g1h1,g2h2). Ekkor (G x Ga,-) csoport, az adott csoportok tn. direkt szorzata. Ennek egységeleme (eq,e2),
(g, h) inverze pedig (g,h)~! = (¢~ 1, h™1). ¥ Igazoljuk ezt! Ez a konstrukcié elvégezhetd altaldnosabban is, ha
(Gi)ier csoportok egy tetszéleges rendszere.

3.B.10. Feladatok. ¥ 1. Legyen G = (0,00) \ {1} és x * y = 2'™¥. Igazoljuk, hogy (G, %) Abel-csoport.

Vv 2. A Z halmazon értelmezziik az © * y = x +y — 1 mfiiveletet. Igaz-e, hogy (Z,x) Abel-csoport?

v 3. Csoport-e az 2.H/2. Feladatban adott (F,o) struktira?

3.C. Félcsoport invertalhaté elemeinek csoportja

Egy egységelemes félcsoport invertdlhaté elemei (egységei) csoportot alkotnak, ldsd alabbi tételt, ez egy
fontos eljaras csoportok szerkesztésére.

3.C.1. Tétel. Legyen (S,-) egy egységelemes félcsoport és U(S) = {z € S : x invertdlhat6}. Akkor
(U(S),-) csoport.

Bizonyitas. U(S) C S és U(S) zart a miiveletre nézve: Vr,y € U(S)=zy € U(S), mert ha z és y
invertalhato, akkor zy is invertdlhaté (ldsd 2.E.4). A miivelet asszociativ U(S)-en, mert S-en is asszociativ. S-
nek az e egységeleme U(S)-ben is egységelem, itt fontos, hogy e € U(S). Tovabba minden € U(S) invertdhatd
az U(S) definiciéja szerint, ahol 2=1 € U(S), mert ha x invertdlhatd, akkor =1 is invertdlhaté (1dsd 2.E.4). O

3.C.2. Példék. e Az (A,-), A= Q,R, C félcsoportok esetén U(A) = A\ {0}.

3.C.3. Feladat. V (Z,-) esetén mi lesz az (U(Z),-) csoport ?

3.C.4. Példak. e 1. Az (M, (C)),-) félecsoport esetén U(M,(C)) = GL,(C), 14sd 3.B. szakasz.

e 2. (Z,,-) kommutativ egységelemes félcsoport, ahol Z -y = Zy. Itt az invertdlhaté elemek halmaza
U(Zy,") = {Z € Zy, : (x,n) = 1}, ¥ Igazoljuk ! | amely csoport a szorzdsra nézve és ennek rendje p(n)
(Euler-fiiggvény). Ha n = p primszam, akkor (Z5,-) egy (p — 1)-edrendii csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 7 invertalhaté, akkor létezik 3 tgy, hogy 27 = 7y = 1, azaz zy = 1+nk, k € Z,
xy —nk =1, s innen (x,n) = 1.

Forditva, ha (z,n) = 1, akkor ismert, hogy létezik k, ¢ € Z gy, hogy kx + fn = 1 és innen

T kot ln=hao+in=hki+in=hs+00=ra
tehét 7 invertalhat6 és inverze k.

Egy tovabbi fontos példat ad a kovetkezd

3.C.5. Tétel. Legyen M egy tetszbleges nemiires halmaz és F(M) = {f|f : M — M fiiggvény}. Akkor

1) (F(M), o) egységelemes félcsoport a fiiggvények dsszetételére nézve ésU(F(M)) = {f : M — M]|f bijektiv}.

2) Sy ={f : M — M]|f bijektiv} csoport a fiiggvények dsszetételére nézve, ennek neve az M halmazon
értelmezett szimmetrikus csoport, mds jelolések: Sym (M), Perm(M).

Bizonyitas. Ertelmezés szerint, ha f, g : M — M, akkor ezek dsszetétele go f : M — M, ahol (go f)(x) =
9(f(x)). Ez asszociativ miivelet: ha f,g,h: M — M tetszbleges fiiggvények, akkor (hog)o f=ho(go f).

Minden f: M — M fiiggvényre foly =1p0f = f, hiszen (folp)(z) = f(Lm(2z)) = f(x), (1aro f)(x) =
1y (f(2)) = f(z) minden x € M-re.

Belatjuk, hogy U(F(M)) = {{ : M — M|{ bijektiv }.

Ha f € U(F(M)), akkor f invertalhatd, azaz létezik olyan f: M — M fiiggvény, amelyre fo f' = f'o f =
1a, f(f'(2) = f'(f(x)) = a,Vo € M. Kérdés, hogy [ bijektiv-e, azaz tetszéleges y € M-re létezik-e egy és
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csak egy © € M 1gy, hogy f(z) =y ? Legyen f'(y) = a, akkor f(a) = f(f'(y)) = v, tehdt vélaszthaté x = a.
Ha f(a) = f(b), akkor a = f'(f(a)) = f'(f(b)) = b, ezért x = a egyértelmii.

Forditva, ha f bijektiv, értelmezziik az f’ figgvényt igy: Vt € M, f'(t) = u, ha f(u) = t. Ekkor f(f'(t)) =
f(u) =, € M, f/(f(u) = ['(t) = u,Yu € M. O

A 3.C.5. alapjdn példdul az osszes f : R — R bijektiv fiiggvény csoportot alkot a kompoziciéra nézve
(M =R). Ha M ={1,2,...,n}, akkor Sy; = S,, az n-edfokd szimmetrikus csoport, 1ld4sd 3.B.5.

3.C.6. Feladat. ¥ Ha M-nek van legaldbb két eleme, akkor az (F(M), o) félcsoport nem kommutativ.

Megoldas. Legyen a,b € M,a #bés f(x) =a, Vo € M és g(z) = b, Vo € M. Akkor f(g(z)) = f(b) = a,
9((2)) = g(a) = b, ¥ € M, ezért go f # fog.

3.D. Szamitasi szabalyok csoportban

3.D.1. Tétel. (szdmitdsi szabdlyok csoportban) Ha (G, -) egy csoport, akkor

1) ab = ac=b = ¢ és ba = ca=b = ¢, Va,b,c € G, azaz teljesiilnek a balrdl illetve jobbrdl valé egyszertisités
szabalyal,

2) Va,b € G esetén az ax = b egyenlet egyetlen megolddsa x = a~'b és az ya = b egyenlet egyetlen megoldasa
y =ba" 1.

Bizonyitds. 1) Ha ab = ac, akkor akkor mindkét oldalt szorozva balrél az a inverzével: a=(ab) = a=!(ac)b,
(a=ta)b = (a"ta)c, eb = ec, ahonnan b = c. Hasonléan a masik.

2) Ha ax = b, akkor mindkét oldalt szorozva balrdl az a inverzével: a~'(axr) = a='b, (a=ta)r = a~'b,
er = a~1'b, ahonnan = = ¢~ 'b. Hasonléan a masik. O

Ha (G,-) egy csoport és a € G, akkor a t, : G — G, to(x) = ax és t, : G — G, t,(x) = za figgvényeket bal
oldali illetve jobb oldali transzlacidknak nevezziik. Ezek bijektivek 3.D.1. szerint.

Csoportban értelmezheték az elemek egész kitevés hatvanyai:

¥ =e, a"l=2".2, nelN, z7"=(z7!)"=(a")""

Beldthaté, hogy ™" = a™ma™  (2™)" = 2™"  Vm,n € Z.

Megjegyezziik, hogy &ltaldban (zy)™ # z™y", de ha zy = yx (azaz ha z és y felcserélhetdk, amelynek
elégséges, de nem sziikséges feltétele, hogy a csoport kommutativ legyen), akkor (zy)™ = z"y™.

Additiv jeloléssel: 0x = 0,(n + 1)z = nz+2x, n €N, (—n)zr =n(—z) = —(nz), s ekkor (m + n)z =
mx +nz, m(nx) = (mn)z, VYm,n € Z.

Barmely véges csoport Cayley-tablazatdban minden sor és minden oszlop tartalmazza mindegyik elemet és
pontosan egyszer. Ez az egyszer(isitési szabdly miatt van igy (vizsgaljuk meg a 3.B. szakasz miivelettabldit).

3.D.2. Feladatok. ¥ 1. Legyen (G,-) egy olyan csoport, amelyben (zy)? = 22y?, V x,y € G. Igazoljuk,
hogy G kommutativ csoport.

v 2. A (G,-) csoportban 22 = ¢, Vo € G (e az egységelem). Igazoljuk, hogy G kommutativ csoport.

3.E. Csoportmorfizmusok
Legyen (G, x*) és (G',0) két csoport. Az f: G — G fiiggvényt csoportmorfizmusnak vagy csoportho-
momorfizmusnak nevezziik, ha

flxxy)=f(x)o fly), Va,yed,

azaz, ha barmely két elem G-beli Osszetételének a képe egyenld a képelemek G'-beli dsszetételével (f miive-
lettartd), 1ldsd 2. ébra, jelolés: f € Hom(G,G').

2. abra

Multiplikativ irasméddal (a tovdbbiakban ezt hasznaljuk):
flxry) = f@)f(y),  Va,y e,
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azaz barmely két elem G-beli szorzatéanak a képe egyenld a képelemek G’-beli szorzatéval.

Az f csoportmorfizmus neve csoportizomorfizmus, ha f bijektiv. Ekkor azt mondjuk, hogy a két csoport
izomorf (algebrailag azonos), jelolés: G ~ G'.

Ha (G,-) = (G',-) azonos csoportok, akkor az f € Hom(G, G) homomorfizmus neve endomorfizmus, jellés
f € End(G), az f : G — G izomorfizmus pedig automorfizmus, jelolés f € Aut(G).

3.E.1. Tétel. (morfizmusok tulajdonsdgai) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus. Akkor

(i) f(e) =€, ahol e a G egységeleme, ¢’ pedig a G’ egységeleme,

(i) f(z™1) = f(z)", VzeG,

(iii) 1¢ : G — G, 1¢(z) = © morfizmus,

(iv) ha f': G' — G" egy tovabbi morfizmus, akkor f’ o f : G — G" is morfizmus.

(v) ha f : G — G’ izomorfizmus, akkor f~': G' — G is izomorfizmus.

Bizonyitds. (i) f(e) = f(ee) = f(e)f(e), ahonnan szorozva f(e)~t-nel: f(e) = ¢/,

(i) f(z)f(@™h) = flza™t) = fle) =€ & f(a™!)f(z) = fa™'a) = fe) = ¢, ezért f(a™') = f(z)7!,

(111) ]-G(xy) =Yy = lc(x)lg(y),Vx, Yy e Ga

(iv) (f o /)lzy) = f'(f(zy)) = [/ (f(@)f(y)) = f/(f (@) f(f(y) =
= ([ o N)@)(f o f)ly), Vx,yel.

(v) Yu,v € G: legyen & = [~ (u),y = f1(v), akkor f () = F(F@)f () = f(floy) = oy =
Fl W (w). O

3.E.2. Példdk. e 1. Ha a > 0,a # 1, akkor f : (R,+) — (R%,-), f(z) = a” izomorfizmus, tehat
(R, +) ~ (R%,-), és f~!(z) = log, z.

o2 f:(C* )= (R%,:), f(2) =|2]és f:(C,+) = (R,+), f(2) = Re z morfizmusok.

3. f:(Z,4)— (Zn,+), f(x) =T morfizmus.

o4 f:GL,(C)— C*, f(A) = det A morfizmus.

3.E.3. Tétel. Ha (G,-) egy csoport, akkor (End(G), o) egységelemes félcsoport és U(End(G)) = Aut(G),
tehdat (Aut(G), o) csoport, ez a G automorfizmuscsoportja. O

3.E.4. Feladat. Vv Igazoljuk a 3.E.3. Tételt.

A csoportok kozotti izomorfizmus egy ekvivalenciareldcié és a megfelelé ekvivalenciaosztalyokat csoport-
tipusoknak nevezziik. A csoportelmélet a csoportoknak azokat a tulajdonsdgait tanulményozza, amelyek ha
igazak egy @ csoportra, akkor igazak minden a G-vel izomorf csoportra is. Altalaban, az algebrai vizsgdlatokban
két algebrai struktirat (csoport, gyfir(i, test, stb.) azonosnak tekintiink, ha egyméssal izomorfak (kivéve, ha egy
halmaz kiilonb6z6 részeirél van szé, ekkor ezek nem azonosithatdk). Az algebra az izomorfizmusokkal szemben
invaridns tulajdonsigokat vizsgélja.”

A csoportelmélet legfontosabb feladatai:

1) az osszes 1étezd csoporttipus lefrésa,

2) olyan eljards keresése, amellyel két adott csoportrdl eldonthetd, hogy izomorfak-e vagy sem.

Minden n > 1-re létezik n-edrendii csoport. Valéban tekintsiik pl. az n-edik egységgyoksk (U, ) csoportjat
vagy a (Z,,+) csoportot.

3.E.5. Feladatok. V 1. Legyen f; : R* — R*, fi(z) =z, fo(z) = 1, f3(x) = —a, fa(z) = — 2. Igazoljuk,
hogy (G = {f1, f2, f3, f1}, 0) Abel-csoport, amely izomorf a Klein-csoporttal (készitsiink Cayley-téblazatot).

Vv 2. Legyen G = (—1,1) ésxxy = 1””_:;’1/. Igazoljuk, hogy

a) (G, *) Abel-csoport.
b) f:(0,00) — (=1,1), f(z) = =L izomorfizmus a ((0,00),-) és (G, *) csoportok kozstt.
)

o1
¢) Hatdrozzuk meg: x * x * ... x z, ahol n € IN*,
-

n q
41+41d
14622424

SZJrIS

11322 innen nehezen talalhaté ki az

Megoldas. ¢) z*x =
eredmény.

A b) pontbeli f izomorfizmus inverze f~': (—1,1) — (0,00), f~(z) = =2 is izomorfizmus és f~H(z*y) =

T *xX *T = T*XXT kT *xT =

2z
1+x2°

f1(2)f~1(y), dltaldnosabban: f~1(xy*..xx,) = f~1(21) -+ f~ (w,), ahonnan zy*...xx, = f(f 1 (x1) -+ f1(2n)),

Va; € (-1,1). Ha xy = ... = z, = x, akkor kapjuk, hogy

ke I+z)"—(1—-a)"
—— (A+a)+1-a)"

n

v 3. Igazoljuk, hogy 1) (Zs x Zs,+) izomorf a Klein-csoporttal,
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2) (Zo x Z3,+) izomorf a (Zg,+) csoporttal.

Vv 4. i) Hatdrozzuk meg (Z,+) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Z,+),0) =~
(Usg, -).

ii) Hatarozzuk meg (Q, +) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Q,+),o) ~ (Q*,-).

Megoldas. i) f(z+vy) = f(z)+ f(y),Vz,y € Z, ahonnan x = 0-ra f(0) = f(0) + £(0), f(0) =0; y = —z-1e
0= f(0) = f(x) + f(==), f(—=2) = =f(2),Vz € N (¥). Tovdbbd x =y = l-re f(2) = f(1) + f(1) = 2f(1),
f@B)=f(1)+ f(2)=3f(1),....f(n) =nf(1),Vn € IN, és (*) miatt f(x) =2xf(1),Vx € Z.

Tehdt, ha f : Z — Z endomorfizmus, akkor f(x) = ax,Va € Z, ahol a = f(1) € Z (a tetszbleges egész szém,
amely csak f-t6l fiigg). Forditva, azonnali, hogy ezek mind endomorfizusok.

Az el6bbiek koziil csak fi(x) = x és f_y = —x bijektiv: Aut(Z,+) = {f1, fo}. Legyen ¢(f1) =1, o(f-1) =
—1, ez izomorfizmus.

il) itt f(x+vy) = flx)+ f(y),Vz,y € Q, ahonnan az i) alapjan f(z) = xf(1),Ve € Z, most f(1) € Q,
tovdbbd f(1) = f(n- 1) = nf(%),f(%) = %f(l),Vn e IN*, f(2) = f(%) = 2f(1),Ym,n € IN*. Ttt
f(—=z) = —f(x),Vz € Q alapjan kapjuk, hogy f(z) =xf(1),Vz € Q.

Tehat, ha f : Q@ — Q endomorfizmus, akkor f(z) = rz,Vo € Q, ahol r = f(1) € Q (r tetszbleges ra-
ciondlis szdm, amely csak f-t6l fiigg). Ezek mind endomorfizusok és r = 0 kivételével mind bijektivek, tehdt
automorfizmusok.

Legyen ¢ : (Aut(Q, +),0) — (Q*,-), o(f) = f(1) = r, ez izomorfizmus.

v 5. Hatarozzuk meg az f : (Zy,+) — (Z, +) csoportmorfizmusokat, ahol n € IN*.

AMegoldés. f@+y) =f@) + f@),YZ, 7 € Zy alapjan f(0) =0, £(2) = 2f(1), ...,
(k) =kf(1),0 <k <n. Itt £(0) = f(R) = 0 miatt f(1) = 0 és valasz: f(Z) = 0 az egyediili morfizmus.

3.F. A részcsoport fogalma, példak

Legyen (G, -) egy csoport és H C G. Azt mondjuk, hogy H a G részcsoportja (vagy alcsoportja), ha a H
elemei a G-beli miiveletre nézve maguk is csoportot alkotnak, jelolés H < G, azaz

(i) Va,y € H : zy € H (H zart részhalmaz),

(ii) (H,-) csoport.

3.F.1. Példak. e 1. (Z,+) < (Q,+) <

e 2. Han € Z, akkor nZ = {nk : k €
(—n)Z =nZ.

e 3. Minden (G, -) csoportnak részcsoportjai a H = {e} és H = G, ezeket trividlis részcsoportoknak
nevezziik. Ha H < G és H # {e}, H # G, akkor H-t valédi részcsoportnak nevezziik.

e 4. Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor = egész kitevés hatvanyainak H = {z* : k € Z} halmaza
a G kommutativ részcsoportja, lasd 3.F.2. Feladat, jelolés H = (z), ennek neve az = elem &altal generalt
részcsoport.

e 5. Ha n € IN*, akkor az n-edik egységgyokok U, csoportjara (Uy,, ) < (C*, ).

e 6. A valés szamsorozatok Abel-csoportot alkotnak az ¢sszeaddsra nézve és a korldtos, illetve a konvergens
sorozatok ennek részcsoportjai.

3.F.2. Feladat. V Legyen (G,-) egy csoport és x € G. Akkor H = {2* : k € Z} a G kommutativ
részcsoportja.

3.F.3. Tétel. Ha H < G, akkor H egységeleme a G egységeleme és minden elem H-beli inverze éppen a
G-beli inverz.

Bizonyitds. H csoport, ezért H-ban létezik egy u egységelem legyen ez w € H. Az i : H — G, i(x) =
x,Va € H fiiggvény csoportmorfizmus, ezért i(u) = e a G egységeleme (3.E.1. Tétel). De i(u) = u, ahonnan
u=e.

Tovébba, jelolje ' € H az x H-beli inverzét és z~! € G az @ G-beli inverzét. Ekkor i(z') = z~! (3.E.L.
Tétel), ahonnan 2’ = = 1. [

3.F.4. Feladat. ¥ Részcsoportjat alkotjdk-e az (R, +) csoportnak a kévetkezd halmazok: N, Z, 27, 27+ 1,
Q, a negativ racionalis szdmok, az irraciondlis szamok?

3.F.5. Tétel. Egy csoport két részcsoportjanak metszete is részcsoport:

VH,Hy <G=H NHy, <G@. Alta]énosabban, részcsoportok tetszéleges rendszerének a metszete is részcso-
port:

(Cv+)7 (Q*a ) < (R*v ) < (C*v)

1) <
< (Z,+) (és minden részcsoport ilyen alaku, ldsd késébb), itt

(R
7}

V(H)icr, Hi<G=()Hi<G.
i€l
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Bizonyitas. Valdban, Vx,y € Nic;H; = =,y € H;,Vi € I = xy € NijerH;, tovabba N;crH;-n a mivelet
asszociativ, e € H;,Vi € I = ¢ € NyerH; sV € NierH; = v e Hy,Vie Il =27 € H;,Vi €I = o' € Nier Hy,
tehat N;crH; csoport. O

Egy csoport két részcsoportjanak unidja altaldban nem részesoport. Pl (Z,4)-nak (2Z,+) és (3Z,+)
részcsoportja, de 27, U 3Z nem az, mert pl. 2,3 € 2ZU3Z, de 2+ 3 = 5 ¢ 27 U 3Z (ugyanakkor 27 N 3Z = 6Z
részcsoport).

3.F.6. Feladatok. v 1. Tekintsiik a (G,*) Abel-csoportot, ahol G = (0,00) \ {1} és x xy = 2"¥, l4sd
2.B.3/2 Feladat. Igazoljuk, hogy H = {e® : x € @,z > 0} részcsoportja G-nek.

v 2. Legyen (G, -) egy csoport és H = {g € G : gx = xg, Vo € G} azoknak a G-beli elemeknek a halmaza,
amelyek minden més elemmel feleserélhetdk. Igazoljuk, hogy H < G (itt H a G csoport centruma, jelolés
H = Z(G), G akkor és csak akkor kommutativ, ha Z(G) = G).

Vv 3. Legyen (G, ) egy csoport és Hy, Hy, H3 < G. Igazoljuk, hogy

a) Hi U Hy < G&Hy < Hy vagy Hy < Hi,

b) HiUH,y = G<:>H1 =G vagy Hy = G7

C) Hs C HHUHs<Hs < Hy vagy Hs < Hos.

3.G. Elem rendje

Legyen (G, ) egy csoport és x € G. Tekintsiik az x,2%,23,... € G elemeket. Ha van olyan k € IN* szdm,
amelyre 2* = e, akkor a legkisebb ilyen szdmot az x elem G-re vonatkozé rendjének nevezziik és azt mondjuk,
hogy = véges renddi, jelslés: og(z) = o(z) = min{k € IN* : 2% = e}. Ellenkezd esetben (ha nincs ilyen szdm),
akkor azt mondjuk, hogy x végtelen rendii, jelolés: o(z) = oo.

Additiv frasmdéddal x rendje az a legkisebb k € IN*, amelyre kz = 0.

3.G.1. Példék. e 1. Minden csoportban o(z) = l<x = e.

e 2. (C*,-)-ban o(i) =4,0(—1) = 2,0(3) = cc.

e 3. Az S3 szimmetrikus csoportban legyen 7 € S3,7(1) = 2,7(2) = 1,7(3) = 3, amelyre jelolés: 7 =

1 2 3 . 1 2 3 .
(2 1 3>, ennek rendje 2: o(1) =2, 0 = (2 3 1) rendje 3: o(o) = 3.

Ha z véges rendfi, o(x) = n, akkor az e, z,22,...,x elemek paronként kiilénbozéek és minden 2%, k € Z
hatvény ezek egyikével egyenld. Valéban, ha ' = 27, ahol 0 < i < j<n—1,akkor 27  =¢, 1 < j—1i < n,
ellentmondds, tovdbbd 2"t = 2"z = ex = x, "2 = 2"z = ex? = 22,..., 4ltaldban, hak =ng+r,0<r <n
alaki, akkor z¥ = (2™)72" = 2". Innen kovetkezik, hogy

3.G.2. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, x € G, o(z) = n € N*. Ha z* = e valamilyen k € Z-re, akkor
nlk. O

Ha o(z) = oo, akkor az z¥, k € Z hatvéanyok mind kiilonbézéek, mert ha létezne i,j € Z,i < j gy, hogy
2t =7, akkor 7% = e, j — i > 0, ellentmondés.

* Ezért, ha o(z) = oo, akkor G végtelen csoport. Kovetkezik, hogy ha G véges csoport, akkor minden z
elemének a rendje véges. De vannak végtelen csoportok is, amelyekben minden elem rendje véges.

3.G.3. Példa. e Legyen U = {z € C: In € IN* : 2" = 1} a komplex egységgyokok halmaza. Ekkor (U, -)
végtelen csoport, itt ha z1 és 2o ni-edik ill. no-edik egységgyok, akkor z1zo nins-edik egységgyok, lasd 3.B.2.,
és ha z n-edik egységgydk, akkor o(z) < n véges.

3.G.4. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk, hogy U = {z € C: In € N : 2" = 1} (végtelen) csoport a szorzisra
nézve. %

V 2. Hatarozzuk meg a kovetkez6 = elemek rendjét a megadott csoportokban:

a)xr=1,2=22=-3a (Z,+) csoportban,

b) x = -1, =i, = 2i a (C*,-) csoportban,

)z =1,2=22=14a (Zs,+) csoportban,

d)z=1,2=2,2 =14 a (Z,+) csoportban.

Ha (G, -) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy H = {x* : k € Z} = (z) a G kommutativ részcsoportja
(3.F. szakasz). Erre vonatkozik az aldbbi

3.G.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, x € G és H = (z) < G.

1) Ha o(x) = oo, akkor H izomorf a (Z,+) csoporttal.

2) Ha o(x) = n, akkor H = {e,z,2?,...,a" '} és H izomorf a (Z,,,+) maradékosztélycsoporttal.

Bizonyitas. A fentieket hasznalva, ha 1) o(z) = oo, akkor f : (%, +) — (H,-), f(k) = z* izomorfizmus, mert
bijektiv és miivelettart6: f(k + () = 2%+ =2 . 2° = f(k)f(¢) minden k, ¢ € Z esetén. Tehat (H,-) ~ (Z,+).

2

n—1
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Hasonldéan, ha 2) o(z) = n, akkor f : (Z,,+) — (H,"), f(%) = 2% izomorfizmus, mert bijektiv és miive-
lettart, tehat (H,-) ~ (Zn,+). O

3.G.6. Tétel. Ha (G, ") egy véges n-edrendii Abel-csoport, akkor

i) minden z € G elemre z" = ¢,

ii) minden x € G elem rendje osztéja G rendjének: o(z)|n.

Bizonyitas. i) Legyen G = {g1,92,...,gn} és legyen tetsz8leges x € G. Akkor az xgi,gs, ..., £g, elemek
kiilénbozéek és szamuk n, tehét G elemeinek egy permutdciéjat adjak, ahonnan G = {zg1, g2, ..., g, }. Kapjuk,
hogy: g1g2 - ...  gn = (xg1)(xg2) - ... - (xg,), innen a kommutativitast alkalmazva: gi192 - ... - gn = 29192 * ... * g,
és ™ =e.

ii) azonnali i) és 3.G.2 alapjan. O

Latni fogjuk, hogy a 3.G.6 tulajdonsagok, nemcsak Abel-csoportok, hanem tetsz6leges véges csoportok esetén
igazak.

A szamelméletbdl ismert Euler-féle és Fermat-féle kongruenciatétel kovetkezik a 3.G.6 &llitasbol.

3.G.7. Tétel. a) (Euler-tétel) Ham € N,;n > 2 ésa € Z,(a,n) = 1, akkor

a?™ =1 (mod n).
b) (Fermat-tétel) Ha p primszam, a € Z és p fa, akkor

a*"' =1 (modp).

Bizonyitds. a) Alkalmazzuk a 3.G.6. allitdst az (U(Z,),-) Abel-csoportra, amely ¢(n)-edrend(i, mert
UZ,) ={a€Zy,:1<a<n,(a,n)=1} és kovetkezik, hogy

@™ =1,  VaeU(Z,).

b) Specidlis esete a)-nak, ahol n = p primszdm és p(p) =p—1. O

3.G.8. Feladatok. V¥ 1. Legyen (G, -) egy csoport és z,y € G. Akkor o(z~ 1) = o(z) és o(zy) = o(yzx).

Megoldés. (z71)" = (z")71,Vn € IN*, ezért (z71)" = essa™ = e, tehdt o(z™!) = o(z). Minden n € IN*
esetén (zy)" = x (yz)(yz)...(yz) y = x(yz)" 'y, ezért (vy)" = e (yz)" ' =27y = (ya) e (yr)" =e.

—_————
n—1

% V 2. Ha egy csoportban az egységelemen kiviil 1étezik végesrendii elem, akkor 1étezik primrendii elem.

Megoldas. Legyen x € G, x # e, o(x) = n véges. Ha n prim, akkor kész. Ha nem, akkor legyen p|n, p prim
és y = x™/P. Akkor y # e és o(y) = p, mert y? = e és ha k < p, akkor y* # e, mert kn/p < n.%

3.H. Ciklikus csoportok

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy (z) = {z* : k € Z} < G. A G csoportot ciklikus
csoportnak nevezziik, ha létezik olyan z € G elem, hogy G = (x). Ekkor G minden eleme 2" alakii, valamely
k € Z-re, itt © a G generald eleme. Ha G ciklikus csoport, akkor kommutativ.

3.H.1. Példak. e 1. A (Z,+) csoport ciklikus: Z = (1) = (—1),

e 2. A (Z,,+) csoport ciklikus minden n € IN* esetén: Z, = (1),

e 3. Az n-edrendii egységgyokok U, = {z € C: 2" =1} = {¢g;, = COS%T” + isin %Tﬂ cke{0,1,2,...,n—1}}
csoportja ciklikus csoport, mert U,, = (7).

% Azokat az e, szdmokat, amelyek U, generdld elemei, azaz (e;) = U,, n-edik primitiv egységgytkoknek
nevezziik. Itt g akkor és csak akkor primitiv egységgyok, ha (k,n) =1, ldsd 3.H.4. Feladat. %

e 4. (Q,+) nem ciklikus csoport, 1ldsd 3.H.2. Feladat.

3.H.2. Feladat. Vv Igazoljuk, hogy (@, +) nem ciklikus csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 3¢ € Q : Q = (q) = {ng : n € Z}. Akkor Vo € Q=3n € Z : x = nq. Legyen
x = q/2, akkor ¢/2 = ng=n = 1/2, ellentmondas.

A ciklikus csoportok a legegyszeriibb szerkezet csoportok. A 3.G.5. Tétel alapjan azonnali:

3.H.3. Tétel. (A ciklikus csoportok leirdsa) 1) Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor G izomorf a (Z,+)
csoporttal (a végtelen ciklikus csoportok tehdt mind izomorfak egymadssal).

2) Ha G egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G izomorf a (Z.,,,+) maradékosztaly-csoporttal. [

A végtelen ciklikus csoport jelolése C'(00), az n-edrendii ciklikus csoporté pedig C(n), ezekre gyakran a Z,
illetve Z.,, additiv csoportokkal hivatkozunk.
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* 3.H.4. Feladat. Vv Legyen G egy n-edrendi ciklikus csoport, amelynek x generdld eleme. Igazoljuk,
hogy " akkor és csak akkor generdlé elem, ha (r,n) = 1.

Megoldas. Ha G = (2"), akkor 1étezik k tgy, hogy « = x
és d|n, akkor kovetkezik, hogy d|1, tehat (r,n) = 1.

Forditva, ha (r,n) = 1, akkor Ju,v € Z gy, hogy ru + nv = 1, innen z"™ = z és kapjuk, hogy = =
(a™)%, 2% = (27)%, ... %k

% 3.1. Megjegyzések

A 3.A. szakaszban adott definicié H. Weber "Lehrbuch der Algebra”, 1899 kényvében szerepel el@szor.

A csoport fenti szokédsos definicidja helyett elegendd a kovetkezSket megkovetelni: (G,-) egy félecsoport,
amelyben létezik jobboldali e; egységelem és minden elemnek létezik e;-re vonatkozé jobboldali inverze, lasd
3.1.1/1,2 Feladatok.

A csoport egy mdsik, torténetileg els6 definicidja (E. Cayley, 1854): A (G, -) nemiires félcsoportot csoportnak
nevezziik, ha G-ben az ax = b és ya = b egyenleteknek vannak megoldésaik, lasd 3.1.3. Feladat.

3.I.1. Feladatok. Vv 1. Legyen (G,-) egy félcsoport. Tegyiik fel, hogy

i) létezik jobboldali egységelem: Je € G : xze = z,Vx € G,

ii) minden elemnek létezik e-re vonatkozé jobboldali inverze:

Vee G’ € G:ax’ =e.

Igazoljuk, hogy ekkor GG egy csoport.

Megoldés. Va € G=1' € G=3(2') =y : 2’y = ¢, innen 2’z = (2'z)e = (2'z)(2'y) = 2/ (za')y = 2'ey =
'y = e, tehdt 'z = e, tovabbd ex = (x2')x = z(2'z) = ze = x, azaz ex = x. Kovetkezik, hogy e egységelem
és 7' az x inverze, tehdt G csoport.

Vv 2. Adjunk példat egy olyan félcsoportra, amelyben létezik e; jobb oldali egységelem, minden elemnek van
ej-re vonatkozé bal oldali inverze és amelyik nem csoport.

Megoldas. Legyen S = {a,b,c,d} és xzy = x, Va,y € S, ldsd 2.D.1, itt S minden z eleme jobb oldali
egysgelem, minden z-re és minden x € S-re zz = z, tehit x-nek z bal oldali inverze z-re nézve.

v 3. Legyen (M,-) egy (nemiires) félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor csoport, ha M-ben
az axr = b és ya = b egyenleteknek vannak (egyértelmii) megolddsaik. (Ez a feltétel gy is megadhatd, hogy a
ta,th, : M — M, t,(x) = ax,t,(r) = za transzliciok sziirjektivek minden a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (Tétel). Az elégségesség: legyen ag € M, az apx = ag egyenletnek létezik
e € M megoldéasa, amelyre age = ag. Igazoljuk, hogy ae = a,Va € M.

Az yagxr = a egyenletnek létezik y = yo € M megoldasa, amelyre ypag = a. fgy ae = (yoao)e = yo(age) =
Yoao = a, tehat e jobboldali egységelem.

Ve € M=3a’ € M : za’ = e (az xz = e egyenletnek van megolddsa), tehét 2’ az x jobb oldali inverze.

Az el6z6 feladat szerint igy M csoport.

Vv 4. Legyen (M,-) egy (nemiires) véges félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor csoport, ha
Va,z,y € M : ax = ay=x = y és va = ya=z = y. (Ez a feltétel ugy is megadhatd, hogy a t,,t, : M — M,
to(z) = ax,t/(x) = xa transzlacidk injektivek minden a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (egyszertisitési szabdly). Az elégségesség: feltétel
szerint tq,t, : M — M injektiv, de mivel M véges, ezért t,, ) sziirjektiv is, és hasznaljuk az eléz6 feladatot.

Minden sikidomhoz, ill. testhez hozzarendelheté a sik, ill. tér transzformacidinak egy csoportja, amely
azokbdl a transzformaciokbdl all, amelyek az sikidomot, ill. testet 6nmagaba viszik at. Ilyen a 2.B.4. pontban
definialt negyedrendii csoport és ilyenek az tn. diédercsoportok, lasd késGbb.

Az olyan csoportokat, amelyekben minden elem végesrendii torzidcsoportoknak nevezziik, ilyen minden
véges csoport és példaul az egységgyokok U csoportja, amely végtelenrendi torzidesoport. Ha az egységelem
kivételével minden elem végtelenrendii, akkor torziémentes csoportrol beszéliink, ilyen példaul a pozitiv
racionalis szamok csoportja.

Ha a G csoportban léteznek olyan z,y elemek, amelyekre o(xz) = oo, 2 < o(y) < oo, akkor G neve vegyes
csoport, példdul (Q*,-), ahol o(—1) = 2. %

3.J. Feladatok

Vv 1. Legyen S egy tetszéleges halmaz, (G,-) egy csoport és f : S — G egy bijektiv fiiggvény. Igazoljuk,
hogy = xy = f~(f(x)f(y)) egy csoportstruktirat definial az S halmazon.

v 2. Igazoljuk, hogy a (Q,+) és (R, +) csoportok nem izomorfak.

Megoldas. 1. méd. Ha izomorfak lennének, akkor |Q| = |R| lenne, de tudjuk, hogy Q megszamlalhaté, R
viszont nem.

kr innen kr = 1 (mod n), azaz n|(kr —1). Ha d|r
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2. méd. Kozvetleniil: felt. 1étezik f: Q — R izomorfizmus, akkor f(0) = 0 és Ja € Q,a # 0 : f(a) = V2,
b€ Q,b#0: f(b) =1. Legyen § = ™ € Q, akkor na = mb, f(na) = f(mb), nf(a) = mf(b), nv2 = m,
V2= o € Q, ellentmondés.

v 3. Legyenek M és N halmazok és f : M — N egy bijektiv fiiggvény. Mutassuk meg, hogy (Sys,0) =~
(SN, O).

Megoldéas. Legyen F : Sy — Sy, F(p) = fopo f~1,Vp € Syr. Ez izomorfizmus. Valéban, F' morfizmus,
mert F(pot) = fo(po)ofl=(fopof)o(forpof )= F(p)oF(y),és F bijektiv, mert bijektiv
fliggvények Osszetétele.

% V 4. Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f|f : M — G} halmazon értelmezziik a
kovetkezé miiveletet: (fg)(x) = f(z)g(x), Yo € M. Igazoljuk, hogy (G™,-) egy csoport és G bedgyazhat6
GM_be, azaz létezik egy ¢ : G — GM injektiv morfizmus.

Utmutatds. Va € G esetén legyen o(a) = fa, ahol f,(x) =a, V2 € M.

v 5. Igazoljuk, hogy (Z x Z,+) nem ciklikus csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy (Z x Z,+) ciklikus, akkor - mivel végtelen - kovetkezik, hogy izomorf a
(Z,+) csoporttal, tehét 1étezik egy f : Z — Z X Z izomorfizmus. Legyen f(1) = (a,b), akkor f(2) = (2a,2b),
altaldban f(z) = (xza,zb) minden = € Z-re. Itt [ sziirjektiv, ezért létezik n € Z gy, hogy f(n) = (1,1). Innen
(na,nb) = (1,1), na =nb=1, tehdt n =a =b=1vagy n = a = b = —1. Els6 esetben f(1) = (zv,z),Vz € Z,
mésodik esetben f(1) = (—z, —x),Vx € Z. De akkor pl. (1,0) nem képelem, ellentmondds. %

Vv 6. Legyen

1—2 0 x 1
K=1<A(z) = 0 0 0 2$€]R\{§}
x 0 1—=x

Igaz-e, hogy K csoport a matrixok szorzasara nézve 7

Megoldas. Igen ! Ugyanakkor a K-beli matrixok szingularisak, azaz nincs inverziik.

Megéllapithato, hogy (*) A(z)A(y) = A(z +y — 2zy),Vao,y € R\ {3}, ahol z + y — 2zy # 1, tehdt K-n a
szorzas muvelet.

A matrixok szorzdsa asszociat{v és (*) alapjan K-n kommutativ is. A(z)A(e) = A(x
semleges elem. A(z)A(z") = A(0)-bdl 2’ = 5 (x) inverze (szimmetrikusa) A(

Kovetkezik, hogy (K, -) Abel-csoport.

% V 7. Legyen (A, +) és (B, +) két Abel-csoport. Ha f,g € Hom(A, B), legyen f+¢g: A— B,(f+g)(z) =
f(z) + g(x),Vz € A. Igazoljuk, hogy

a) (Hom(A, B),+) Abel-csoport,

b) (Hom(Z, 4), +) ~ (4, +),

¢) Hom(Q, Z) = {0}.

Megoldas. b) A 3.E.5/4 Feladat megoldéséat kovetve, kovetkezik, hogy Hom(Z, A) = {f, : Z — Al f.(z) =
ax,a € A}, tovébbd ¢ : (Hom(Z, A),+) — (A, +), ¢(fa) = a izomorfizmus.

Miésképp: kozvetleniil igazolhatd, hogy I' : (Hom(Z, A),+) — (A,+), I'(f) = f(1) izomorfizmus.

c¢) Tegyiik fel, hogy f: (Q,+) — (Z,+), [ # 0 egy morfizmus. Akkor 1étezik x € Q gy, hogy f(z) = z € Z*.
Innen z = f(x) = f(n- %) =nf() és kovetkezik, hogy n|z minden n € IN* szdmra, ellentmondds.

Masképp: f( ) = xf(l),v:r € Q, ahol f(1) € Z, ez ugyantigy adédik mint a 3.E.5/4-ben. Ha f(1) # 0,
legyen x = 2f(1) innen f(z) = 1 ¢ Z, ellentmondés.

)-bél e = 0, tehdt A(0)

2z — 1)

v 8. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és m,n > 2. Mutassuk meg, hogy
a) (Hom(Zy, A),+) ~ (A,,+), ahol A, = {a € A:na = 0},

b) Hom(Z,, Z) = {0},

C) (Hom(va Zm)a +) = (Z(n,m)a +)a

d) (Aut(Zp,+),0) = (U(Zy), ).

Megoldas. a) A kordbbi feladatokhoz hasonléan:

Hom(Zy,, A) = {f : Z, — A: f(Z) = za,a = f(1) € A,}.

Itt a = f(1) € Ay, mert 0 = f(0) = f(A) = na. Ekkor I' : (Hom(Z,, A)+) — (An,+), D(f) = f(1) =
izomorfizmus.

b) Itt A =7, (Z), ={z € Z : nz =0} = {0} és az a) pont szerint Hom(Z,,,Z) = {f : Z,, — Z : f(Z) =
za,a = f(1) =0} = {0}.
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¢) Most A = Zp, (Zn)n = {T € Ziy - 1T = 0} és a) szerint (Hom(Zn,Z )s+) = ((Zp)n, +). Hatdrozzuk
meg (Zy,)n elemeit. Ehhez megoldandé az nz = =0 egyenlet, ahol 7 € Z,,. Itt nx = mb,b € Z és legyen
x €{0,1,...,m — 1}. Legyen d = (n,m) lnko., akkor (n/d,m/d) =1 és (n/d)x = (m/d)b alapjan (m/d)|x és

>

és ezek mind megolddsok. Tovabba ¢ : (Zy,)n — Za, w(ij) = 7 izomorfizmus.

d) Az A = Z,, esetben A, = Z, és End(Z,L,—F) = {f Z,L — Zy : f(T) = za = za,a € Zn}.
f € End(Z,, +) bijektiv < f sziirjektiv < 3 ke, s f(k ) = ka (mivel Z,, ciklikus, 1 general elem és f
morfizmus) < a € U(Z,,) (invertélhatd).

Tovabbé kovetkezik, hogy U : (Aut(Zy, +),0) — (U(Zy),-), U(f) = f(1) jol értelmezett izomorfizmus. %
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