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6. Normalrészcsoportok

6.A. Normalrészcsoportok és jellemzésiik

A (G,-) csoport egy H részcsoportjit normdlrészcsoportnak (normilis részcsoportnak vagy nor-
maloszténak vagy invaridns részcsoportnak) nevezziikk, ha minden x € G-re tH = Huz, azaz ha minden
x € G elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztalyai egyenléek, jelolés: HG.

Kommutativ csoport esetén minden H < G-re és minden = € G-re tH = Hz, tehat kommutativ csoport
minden részcsoportja normaélrészcsoport, de nem kommutativ csoport esetén is megtorténhet ez valamely H
részcsoportra.

6.A.1. Tétel. (normdalrészcsoportok jellemzése) Legyen (G,-) egy csoport és H < G. Egyenértékiiek a
kovetkezé allitasok:

1) H normalrészcsoport,

2)Vo € G,Yh € H : zha™t € H, azazVx € G: sHx ! C H,

3) pu = py (a H szerinti jobb oldali és bal oldali kongruenciareldcick egyenlGek).

Bizonyitas. "1) = 2)"Vz € G,Vo € H : 2h € xH = Hx=3h € H : zh = k'z=zhz~' =1’ € H.

") = 3)"Va,y € G : zpgysr~ty € Hox(x ly)z~! € H (a feltétel alapjan, ahol ha z(z~ty)z~! € H, ak-
kor szorozva balrél z~!-gyel és jobbrol (z71) ! = z-szel kovetkezik, hogy 2~y € H) ©yz~! € Heypgrerplyy,
tehat PH = p}l.

"3) = 1) pg = py=Vr € G : pp(x) = py(z), tehdt «H = Hx. O

6.A.2. Feladat. Legyen H < G. Igazoljuk, hogy egyenértékiiek a kivetkezd allitdasok:

1) H normalrészcsoport,

2)Vor € G:axHx ' =H,

3)VeeG:2 'Hr = H.

Tehat H akkor és csak akkor normélrészcsoport, ha H minden konjugiltja egyenlé H-val, lasd 4.F. szakasz.

Ha H normélrészcsoportja G-nek, akkor a kovetkezd jelolést hasznaljuk: G/py = G/py = G/H és gyakran
H helyett N-et frunk.

6.B. Példak normalrészcsoportokra
6.B.1. Példak. e Minden G csoport esetén {e} és G normélrészcsoportok.
1 2 1 2

e Legyen H = {e,7} < S3 részcsoport, ahol 7 = (1 3 g) és 7T = e. Hao = (2 3 i’), akkor

1 2 3 1 2 3 , ) )
ocH = {0, (2 1 3>} # {O’, (3 9 1)} = Ho, tehat H nem normaéloszté S3-ban.

e Egy csoport minden 2 indexii részcsoportja normélrészcsoport: ha H < G és [G : H] = 2, akkor HIG.
Valéban, G/py = {H,G\ H} = G/p)y;, mert ez osztélyozas kell legyen és Haz egyik osztaly.

Tovabbi fontos példakat ad a kovetkez6 Tétel.

6.B.2. Tétel. 1) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor ennek magja normalrészcsoportja G-nek:
Ker f<G.

2) Ha (G, ) egy csoport, akkor a Z(G) = {g € G : gx = xg,Vx € G} centrum normélrészcsoportja G-nek:
Z(G)4G.

Bizonyitds. 1) Valéban, Vo € G,Vh € Ker f= f(zha™1) = f(x)f(h)f(z71) = f(x)e'f(z)~! = ¢/, ahonnan
rhx~! € Ker f.

2) Tudjuk, hogy Z(G) < G, tovdbbd Z(G) normélrészcsoport, mert Vo € G : 2Z(G) = {zg : g € Z(G)} =
{92:9€ Z(G)} =Z(G)x. O

A G csoportot egyszerii csoportnak nevezziik, ha {e} és G az egyediili normalrészcsoportok G-ben, azaz
G-nek nincs valédi normalosztoja.

6.B.3. Példak. e (Z,,+), ahol p prim, egyszerii csoport, dltaldnosabban minden (G, -) primrendd csoport
egyszerl, mert a Lagrange tétel szerint ekkor G-nek nincs valédi részcsoportja, tehat nincs valédi normalosztéja
sem.

e (Z,+) nem egyszerli csoport, mert nZ<7Z,n > 1 valédi norméloszté.

% 6.B.4. Feladat. v Vizsgaljuk az S5 permutaciécsoport részcsoportjait. Melyek a normalrészcsoportok?
(ldsd 3.B.6/1 Feladat)

Megoldas. Ss részcsoportjai: ha H < Ss, akkor a Lagrange-tétel szerint |[H| = 1,2,3, vagy 6. |H| = 1<H =
Hy == {e}. |H| =2&H = {e,x}, ahol 2% = e és kapjuk, hogy Hs := {e, 7}, H3 := {e,07}, Hy := {e,0%7}, a
miivelettdbla szerint. Tovabbd |H| = 3 H = {e,z,2?}, ahol 2% = e és kivetkezik, hogy H = Hs := {e,0,0%} =
A3. |H| =6 H = Hg := Ss.
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Hy, Hs, Hs<S3 (itt [S3 : Hs] = 2), de Ha, Hs, Hy nem normélrészcsoportok, lasd 6.B.1. %

6.C. Normalrészcsoportok metszete

6.C.1. Tétel. Két normalrészcsoport metszete is normalrészcsoport. Altaldnosabban, ha (G, -) egy csoport
és (N;)ier normalrészcsoportok tetszbleges rendszere, akkor

NG, (Jw=a.

i€l i€l
Bizonyitas. Tudjuk, hogy N;erN; < G, (Ujer N;) < G részcsoportok. Tovabba,
VieG: VYneneN;, = neN,Viel = znz 'eN;,Viel=

=znz ! e NierN;.

* A 4.E.2. Tétel szerint Vn € (U;jerN;)=n = nins..n, alakd, ahol minden j € {1,2,..r} esetén vagy
n; € UjerlN;, vagy nj_l € UjerlN;. Kovetkezik, hogy Vj € {1,2,..,r}-re Ji; € I : n; = n;, tgy, hogy
vagy n;; € Ny, vagy n;1 € N;;, de ez utébbi esetben is n;; € N;,, mivel N;, részcsoport. Kapjuk, hogy

n = ni ng, - -n;, és kihaszndlva, hogy minden N;; normélrészcsoport, Vo € G :

r

ezt = ang ng,.ng 2t = (eng, e (2ng,a ) L (ong, 27 € (Uier Ng). Ok
—_—— Y

ENiy ENi, €N;,.
6.D. Kongruenciarelacié csoportban
Legyen (G, ) egy csoport és p egy ekvivalenciarelacié G-n. Azt mondjuk, hogy p kongruenciarelacio, ha

Vo, o'y, € G oxpa!, ypy =aap gy

(a p szerinti kongruencidk dsszeszorozhatdk), lasd 2.G. szakasz.

G-nek egy p kongruenciareldciéhoz tartozé osztélyozdsat, vagyis a G/p faktorhalmazt kompa-
tibilis osztalyozasnak nevezziik.

6.D.1. Példa. e Tekintsiik a (Z,+) csoportot és a szdmelméleti kongruenciareldciét (mod n). Ez ilyen
tulajdonsagu:

Vo,y, o',y €Z: w=2"(modn), y=y (modn) =z+y=2+% (modn).

Z-nek a (mod n) maradékosztalyok halmazaira valé bontdsa egy kompatibilis osztdlyozas.

% 6.D.2. Feladat. Ha G egy csoport és p egy kongruenciarelacio, akkor igazoljuk, hogy

1) Va,2’ € G : xpx’=ax"1p(z')7!, azaz ha két elem egy osztalyban van, akkor az inverzeik is azonos
osztalyban vannak,

2)VX € G/p=3Y €G/p: X1 CY.

Megoldéas. 1) Ha xpa’, akkor 2~ !-nel szorozva (lasd 2.G.3. Feladat): e = za~lpa’z~
szorozva: (z') " 1p(z’)"ta'z=t =271

2) VX € G/p-re legyen X = (x) és legyen Y = (z7 1) az 271 osztélya.

V(2')~! € X '=2’ € X=zpa’, ahonnan 1) alapjan = p(2')"1=(2/)" € Y, tehdt X1 C Y. O

6.D.3. Tétel. (normélrészcsoportok és kongruenciareldciék kapcsolata) Legyen G egy csoport.

a) Ha N4 G, akkor py kongruenciareldcié (tehdt a normaélis részcsoportok szerinti mellékosztdlyok a csoport
egy kompatibilis osztalyozdsat adjdk),

b) Ha p egy kongruenciareldcid, akkor G/p = {xN : x € G}, ahol N = p(e)<<G (minden kompatibilis
osztalyozds osztdlyai valamely normélis részcsoport szerinti mellékosztédlyok).

Bizonyitas. a) Lattuk mér, hogy pn ekvivalenciareldcié. Tovabba:

L most (2')!-gyel

Vo, o' y,y € G xpna’ypny a2’ € Ny 'y € N=

=(xy) " (@'y) =y~ e Y = (yT e laly) (v yY) €N,
Ty y)
EN eN
—_———
EN
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tehdt zypnx'y'.

% b) N = ple) # 0, mert epe. Tovabba Va,y € N=-ep x,epy. De epy és y~tpy~
reflexivitasbdl) ey~ 1p yy 1=y "1p e, tehdt N < G.

Megmutatjuk, hogy Vo € G=cN = Nz = p(z). Valéban, N C p(z), mert Van € xN=npe, xpx =nzpx.
Forditva, p(z) C N, mert Yy € p(x)=ypz,r pr~! (reflexivitds) =z lype=2~ly € N, tehat y = z(z~1y) €
xN. Hasonléan Nz = p(z). Tehdt tN = Nz, azaz N<G.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy minden x € G-re p(z) = xN, tehat az osztdlyok az N szerinti mellékosztélyok.
*x O

% 6.E. Normalrészcsoportok megfeleltetési tétele

6.E.1. Tétel. (normdlrészcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus. Akkor

1) minden K< G’ esetén f~1(K)<G,

2) ha f sziirjektiv és HJ G, akkor f(H)<J G,

3) ha f sziirjektiv, akkor H — f(H) bijektiv megfeleltetés G-nek a Ker f-et tartalmazé normélrészcsoportjai
és G' normalrészcsoportjai kozott.

Bizonyitds. 1) A 4.B.6. Tétel szerint f~1(K) < G és Vo € G,Vh € f~H(K)=f(h) € K, f(zha™1) =
f@)f(h)f(x)™! € K, mert K<JG'. Tehat f~H(K)<G.

2) f(H) < G (14sd va. a Tétel) és Vy € G'.Vk € f(H)=3x € G : y = f(x), mert f sziirjektiv, és
dh € H : k= f(h), innen yky~! = f(z)f(h)f(x)~' = f(xha™1) € f(H), mert xha~! € H. Tehdt f(H)<JG'.

3) Kovetkezik 1) és 2)-bél valamint a részcsoportok megfeleltetési tételébol (4.1.1. Tétel). O

6.E.2. Kovetkezmény. Ha f : G — G’ csoportmorfizmus, akkor Ker f = f~1({e'})< G, mert {e/}<G’.
Ker f tehat normalrészcsoport, ezt mar lattuk kozvetlen ellenGrzéssel. %

% 6.F. Megjegyzések

Bemutatjuk a 6.D.3. tétel els6 részének egy mds bizonyitasit részhalmazok (komplexusok) segitségével. Bi-
zonyos esetekben ezek hasznélata leroviditi, atlathatobba teszi csoportelméleti tulajdonsdgok megfogalmazasat
és bizonyitasat.

a) Ha NG, akkor az «N = Nz mellékosztdlyok (a G/p faktorhalmaz elemei) paronként diszjunktak,
tehdt egy osztalyozdst adnak. Legyen zN,yN két mellékosztély, akkor (zN)(yN) = z(Ny)N = z(yN)N =
(zy)(NN) = (xy)N ismét egy N szerinti mellékosztaly(ban van), tehat kompatibilis osztalyozds a 2.G.2. Tétel
szerint.

b) Forditva, ha adott egy kompatibilis osztélyozds, legyen N az e-t tartalmazé osztdly: N = p(e).

Belatjuk, hogy NN C N és N~! C N. Valéban, Voy € NN=-xpe, ype=rypee = e=>xy € N (masképp:
NN része egy osztalynak, lasd 2.G. szakasz, és e € NN, ezért ez az osztédly csak az N lehet: NN C N), tovdbbd
Vo=l e N“l=x € N=zpe, 7 tpr~! (reflexivitas) =zx pert=epr~! =271 € N (médsképp: N~! része egy
osztalynak, lasd 6.D.2. Feladat, és e € N~! miatt ez csak az N lehet: N~! C N). Tehat N < G. [k

%* 6.G. Feladatok

v 1. Legyen (G,-) egy csoport.

a) Egy N < G részcsoport akkor és csak akkor normdloszt6, ha minden K komplexus esetén KN = NK.

b) Ha H < G és NJG, akkor HN = NH < G és ez éppen a H és N altal generalt részcsoport: (HUN) =
HN = NH.

Megoldas. a) Ha NG és K komplexus, akkor KN = UgcgaxN = UzexNax = NK. Forditva, ha
KN = NK minden K komplexusra, akkor legyen K = {z},x € G és kapjuk, hogy N = Nz, Vx € G, ahonnan
N<G.

b) HN = NH az a) pont szerint és innen HN < G kovetkezik, ldsd 4.B.5 Tétel. Tovdbbd: (HUN) = HN,
lasd 4.E.3. Tétel.

Vv 2. Legyen G egy csoport, N< G egy ciklikus normalis részcsoport és H < N. Akkor HG.

Megoldas. Legyen N = (z) és H = (x™), m > 1. Kérdés: Vg € G,Vab™ € H=gx*mg=t € H ? Mivel
N< G kovetkezik, hogy grg™! = 2™ € N, innen gz*"¢g~! = grg~'gzg™' - - grg~! = (gug~1)*" = k"™ ¢ H.

v 3. Vizsgaljuk a @ kvaternidcsoport részcsoportjait, lasd 3.B.8. Igazoljuk, hogy ) minden részcsoportja
normalrészcsoport. Adjuk meg @ centrumédt és faktorcsoportjait.

Megoldés. @ részesoportjai: ha H < @, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1,2,4, vagy 8. |H| =
1<H = Hy :={1}. |H| =2&H = Hy := {£1} = (—1), a tabldzat szerint ez az egyediili 2 elem{i részcsoport.
|H| = 4&H = Hs := {£1,+i} = (i), vagy H = Hy := {£1,4j} = (), vagy H = H; := {£1,+k} = (k)

! miatt (ez utébbi a
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2, ezért Klein-féle 4 elemfi részcsoport nincs.

ciklikus részcsoportok. (1)-ben csak egy mdsodrendii elem van, az i
|H| =8=H = Hg := Q.

@ nem kommutativ, de (-nak minden részcsoportja normalrészcsoport. Valéban, a 4-edrendii részcsoportok
ilyenek, mert indexiik 2, ldsd 6.B. szakasz, Hs-re pedig xHs = Hox = {z,—x},Vz € Q (Méasképp: Hy az
egyediili mésodrendii részcsoport, ezért normalrészcsoport, lasd kés6bbi Tétel).

@ centruma Z(Q) = {1, -1}.

A H;,1 <1 < 6 részcsoportok szerinti faktorcsoportok:

Q/Hl = {{1}’ {71}5 {i}7 {7i}a {j}7 {7.1}’ {k}7 {7k}}7

Q/H = {21}, {i}, {=i}, {=k}},

Q/Hs = {{£1, £i}, {£], £k} },

Q/H4 = {{ilv ij}v {ii> ik}},

Q/HS = {{j:]-v :l:k}a {iiv :Ej}},

Q/Hg = {{£1, £i, £j, £k}}.

Itt a Hy = N szerinti mellékosztalyok: N,iN = {£i},jN = {£j}, kN = {£k} és a Q/N faktorcsoport (lasd
7. szakasz) izomorf a Klein-csoportttal. s

37



Dr. Téth Laszlé, BEVEZETES AZ ALGEBRABA ES A SZAMELMELETBE II. (PTE TTK, 2007)

7. Faktorcsoportok és a homomorfizmus-tétel

7.A. Faktorcsoport

Legyen (G,-) egy csoport és NI G egy normdloszté. Léttuk, hogy ekkor py = ply és G/N-nel jeloltiik
a G/py = G/ply faktorhalmazt, ahol G/N = {&N : z € G}, ennek elemei az N = {zn : n € N} = Nz
mellékosztalyok.

Az x N mellékosztdlyok szorzdsa miivelet a G/N halmazon. Valéban, két tetszbleges N szerinti mellékosztély
szorzata: (xN)(yN) = z(Ny)N = z(yN)N = (xy)NN = (zy)N ismét egy N szerinti mellékosztaly, ahol
hasznéltuk, hogy NN = N, lasd 4.B.2. Tétel.

7.A.1. Tétel. Ha G egy csoport és NG, akkor a G/N halmazon az (xN)(yN) = (zy)N miivelet egy
csoportstruktiirdt hatdroz meg, ennek neve G-nek N szerinti faktorcsoportja, jelolés (G/N,-).

Ha G véges csoport, akkor

G|
|G/N| = =
[N
Bizonyitds. A miivelet asszociativ, eN = N az egységelem és N inverze (xN)~! = z7!N, mert

(xN)(x7IN) = (zz=!)N = eN = N és hasonléan (z7*N)(zN) = N.

Ha G véges, akkor |G/N| =[G : N] = |G|/|N|, a Lagrange tétel szerint. [J

Ha G kommutativ, akkor minden faktorcsoportja is kommutativ.

7.A.2. Példa. e Hatdrozzuk meg a (Z, +) csoport faktorcsoportjait.

Tudjuk, hogy a (Z,+) részcsoportjai az (nZ,+) csoportok, ahol n € N, ezek mind normaélrészcsoportok a
kommutativitds miatt. Jelolés: Z, = Z/nZ, a megfelel6 faktor-
csoportok. Ha n = 0, akkor 0Z = {0} és Zo = Z/{0} = {= + {0} : 2 € Z} = {{z} : . € Z} ~ Z. Han =1,
akkor 12Z =767, =2Z/Z={x+7Z:x € Z} ={Z}.

Han > 2, akkor Z, = {z +nZ:x e Z} = {z:z € Z} = {0,1, ...,71/51}, ahol z + nZ = ¥ jelolés.

* Ha N<JG@G, akkor a py : G — G/N, pn(z) = zN leképezést kanonikus projekcionak nevezziik. Ez a
fentiek szerint homomorfizmus, sziirjekt{v és ennek magja éppen az N: Kerpy = N. Valdban, Kerpy = {z €
G :xN = N} = N. Tehdt minden normélrészcsoport egy homomorfizmus magja.

Az is igaz, hogy ha N<G, akkor a G/N faktorhalmazon egyetlen csoportstruktira létezik tigy, hogy a
pn : G — G/N kanonikus projekcié homomorfizmus legyen. Egyértelmiiség: ha py homomorfizmus, akkor
pn(zy) = pn(@)pn (y)=(zy)N = (@N)(yN),Vo,y € G. *

7.B. Homomorfizmus-tétel

7.B.1. Tétel. (homomorfizmus-tétel) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor az

f:G/Ker f — Imf, fzKer f) = f(x)

fiiggvény csoportizomorfizmus, tehdt G/ Ker f ~Im f.

f
G > G
P i
G/Kerf — > Imf
f
4.abra

Bizonyitas. Haz Ker f = 1/ Ker f, akkor zpker p#', ahonnan értelmezés szerint 2:(2) " € Ker f, f(x(2')"") =
e, f(x)f(x) "t =€, f(z) = f(2'), tehat f helyesen értelmezett (nem fiigg a reprezentansoktol).

f csoportmorfizmus, mert Vo Ker f,yKer f € G/Ker f=f((zKer f)(yKer f)) = f((zy) Ker f) = f(zxy) =

f(@)f(y) = f(zKer f)f(y Ker f). _ _
f sziirjektiv, mert Vz € Im f=3z € G : z = f(z) és igy f(zKer f) = f(z) = z. Tovdbba [ injektiv, mert

f(zKer f) = f(yKer f)=f(z) = f(y)=f(zy™!) = =2y~ ! € Ker f=rKer f =yKer f. O
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Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus legyen 4 : Im f — G’, i(y) = y az tn. kanonikus injekcié és
p=DpKerf: G — G/Ker f, p(x) = xKer f a Ker f szerinti kanonikus projekcié. Akkor az homomorfizmus-tétel
szerint i o f op = f, azaz a 4. abran 1évé diagram kommutativ.

7.C. Feladatok

Vv 1. Legyenek a,b € R, a #0és fop: R — R, fou(z) =ax +0.

i) Igazoljuk, hogy G = {f,, : @ € R*,b € R} csoport a fiiggvénykompoziciéra nézve és H = {fq0: a € R*},
valamint N = {f1 : b € R} ennek részcsoportjai.

ii) Igazoljuk, hogy H részcsoportja G-nek, N normadlrészcsoportja G-nek és (G/N,o) ~ (R*,").

iii) H normalrészcsoportja-e G-nek ?

Megoldas. i)-ii) Haszndljuk a részcsoportok jellemzési tételét. G csoport, mert részcsoportja az dsszes
f : R — R bijektiv fiiggvény csoportjanak. Valéban, ¥V fop, fe.d € G: fap © fe,d = facada+v € G, fap inverze
Jija,—bja € G. Ugyanigy HL N < G és HIG, mert V fop,€ G, fia € N: fap© f1.4° fi/a,~bja = fa,ad+b ©
f1/a,/—bja = f1,14ad € N.

iii) H nem normaloszto.

v 2. Legyen (G,-) egy csoport és A(G) = {(g,9) : g € G}. Igazoljuk, hogy

i) A(G) <G x G, A(G) ~G,

i) A(G) akkor és csak akkor normalrészcsoport, ha G kommutativ,

iii) Ha G kommutativ, akkor (G x G)/A(G) ~ G.

Megoldas. i) f: A(G) — G, f((g,9)) = g izomorfizmus.

ii) A(G) normélis Gx G-ben < (z,9)(g,9)(z,y) ' = (xzgz~1,ygy~!) € A(Q), VY(z,y) € GXG,V(g,9) € A(G)
& (x)zgr~t =ygy L V(x,y) € G x G,¥(g,9) € A(G). Ez ekvivalens azzal, hogy G kommutat{v. Valéban, ha
G kommutat{v, akkor a fenti (*) egyenléség: g = g igaz, ha pedig (*) igaz, akkor legyen ebben g = y és kapjuk,
hogy zy = yx.

iii) Ha G kommutativ, legyen F : G x G — G,F((g9,h)) = gh~!. Ez izomorfizmus, Ker F = A(G) és
alkalmazzuk a homorfizmustételt.

* V3. Legyen H={z€C:|z|=1} és U = {z € C|In € N* : z" =1}, ahol (H,) és (U, -) csoportok, U
az egységgyokok csoportja. Igazoljuk, hogy

a) (C/R,+) ~ (R, +),

b) (C*/H7 +) = (Rj-a ')7

0) (C*/RY, ) = (H, ),

Q) (R/Z,+) = (H,"),

) (Q/Z,+) = (U,").

Megoldas. Alkalmazzuk a homomorfizmus-tételt a kovetkezé homomorfizmusokra:
a) f:C = R, f(z) = Imz, b) f: € — R f(2) = 2], ¢) f: € — € f(z) = &, d) [: R — €, f(a) =
cos(2mx) + isin(2mx), e) f: Q — C*, f(m/n) = cos(2rm/n) +isin(2rm/n). %

39



Dr. T6th Laszlé, BEVEZETES AZ ALGEBRABA ES A SZAMELMELETBE II. (PTE TTK, 2007)

8. Permutaciécsoportok

8.A. Inverzid, elGjel, alternilé csoport

Az n-edfoki szimmetrikus csoportot vagy teljes permutaciécsoportot, jellése S,,, 3.B.5-ben definidltuk.. Itt
|Sn| = nl. Ha o € S, akkor az (i,j) elempdr inverzidja o-nak, ha i < j és o(i) > o(j). A o permutdcié
inverzidinak szdmat Inv(c) jeldli.

sgn(o) = (=1)™() a ¢ permuticié eléjele, o paros permutécié, ha sgn(c) = +1 és o paratlan per-
mutécio, ha sgn(o) = —1.

Az (i,7), i < j parok széma (}), ezért 0 < Inv(c) < (5). Itt Inv(o) = 0&0 = e az identikus permutdcio.
Tovabbd Inv(o) = (4)<0o(i) =n —i+1,V1 <i < n, azaz

(1 2 ....on
= \n n-1 ... 1

Han >2és j <k, akkor a 75, € S,

k, =7,
k(i) =4, 1=k,
i, i#Jk
permutaciét transzpoziciénak nevezziik, itt
S N e A e e L I
T\ =1k j4+1 . k=1 j k+1 .. n

Itt j (k — 7) inverzidt alkot, j + 1,7 4+ 2, ...,k — 1 mindegyike 1 inverziét alkot és mds inverzié nincs, tehdt
Inv(rj,) = (k—j)+ (k—j—1) =2(k—j) — 1, ezért 7j; paratlan permutécio.
8.A.1. Tétel. a) Minden o € S,, esetén

11 a(j) —oli)

sgn(o) = =

1<i<j<n

b)sgn: S, — {—1,+1}, sgn(o) = (=1)"™¥(?) sziirjektiv csoportmorfizmus,

¢) A, részcsoportja Sp-nek, mi tobb: A, = Ker sgn<S5,,, A,, neve n-edfoki alterndlé csoport és |A,| =
nl/2.

Bizonyitds. a) o bijektiv, ezért Vi,j € {1,2,...,n},i < j=3k, 0 € {1,2,...,n} : o(k) = i,0(f) = j és
k > (< (i, j) inverzidja o-nak. Kovetkezik, hogy a

11 o(j) = a(i)

i
1<i<j<n Y

szorzat egyszeriisithetd és a —1 tényezOk szama éppen az inverzidk szama.
b) ha 0,7 € S,,, akkor

11 a(r(4) —o(r(i) _

sgn(cor) = — =
j—1

1<i<j<n

- = sgn(o) sgn(7),

11 o((j)) —o(7(i)) 11 7(j) — 7(9)
1<i<j<n 7(5) = 7(2) 1<icj<n  J 0
itt a 7(1),7(2), ..., 7(n) szdmok megadjak az 1,2, ...,n szdmokat 7 bijektivitdsa miatt.

sgn sziirjektiv, mert sgn(e) = 1 és sgn(7;;) = —1, ahol 7j; egy transzpozicié.

c) e € A,, tovabbé, ha 0,7 € A, akkor mivel sgn morfizmus: sgn(o7) = sgn(o)sgn(7) = 1-1 = 1, tehdt
o7 € Ap; ha o € A, akkor sgn(o™1) = (sgn(o))™! = 17! =1, ahonnan o~! € A,,. Kévetkezik, hogy A, < S,.

Legyen 7 € S, egy rogzitett transzpozicié. Mivel sgn morfizmus, kovetkezik, hogy ¢ : A, — S, \ 4,,
¢(0) = o1 egy jolértelmezett bijektiv fiiggvény. Innen kapjuk, hogy |A4,| = [S, \ An| = %‘ Ugyanakkor
A, <S5, mert az elézéek szerint [S,, : A,] = 2.
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Masképp: A homomorfizmus-tételbél S, /A, ~ Uy = {—1,+1}, innen |S,,/A,| = [Sn : 4] =265 |S,| =
[Sn : Ap]lAnl, ahonnan n! = 2|4, | és |A,| =nl!/2. O

8.A.2. Feladat. v Hatarozzuk meg az S,-beli transzpoziciék szamat.

Vilasz. (3).

8.B. Diszjunkt permutacidk, orbitok, ciklus

A o és T permutécidkat diszjunkt permuticiéknak nevezziik, ha minden ¢ € {1,2,...,n} esetén a o(i) =i
vagy a 7(i) = i egyenl6ségek koziil legalabb az egyik fenndll.

8.B.1. Példa. ¢ A

permutaciék diszjunktak.

8.B.2. Tétel. Ha o és 7 diszjunkt permutaciok, akkor o = 70.

Bizonyitas. Legyen Vi € {1,2,...,n}. Ha o(i) = 7(i) = i, akkor o(7(i)) = o(i) =i = 7(0(4)).

Ha o(i) = j # i, akkor o(j) # j és 7(i) = i,7(j) = j. Kovetkezik, hogy o(7(i)) = o(i) = j és 7(c(i)) =
7(j) = j. Hasonlban, ha 7(i) # 4. O

Legyen o € S, rogzitett és tekintsiik a kovetkezo relacidt: ¢ ~7 j<3Ip € Z : oP(i) = j.

8.B.3. Példa. e A
(12345 6) g
77\3 215 6 4 6

permutéciéra pl. 1 ~7 3 és 4 ~° 6, mert o(1) = 3, 02(4) = 6, de 1 £7 4.

8.B.4. Tétel. Minden o € S,, estén ~7 egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitas. i ~° i, mert 0°(i) = e(i) = i. Ha i ~7 j, akkor Jp € Z : oP(i) = j=0 P(j) = i=j ~° i. Ha
i~ 4,5~ k,akkor Ip € Z : oP(i) = j,3q € Z : 0(j) = k=0PTI(i) = k=i ~° k. O

Tekintsiik a ~7 reldcié szerinti {1,2,...,n}/ ~7= {01, Oa, ..., O, } faktorhalmazt, ennek véges sok eleme van,
hiszen S,, is véges. Itt O, 0o, ...,O,-et a ¢ permutacié palyainak vagy orbitjainak nevezziik.

8.B.5. Példa. e Az elébbi példdban Oy = {1,3},02 = {2},03 = {4,5,6} (ugyanahhoz az orbithoz
tartoznak, azaz reldciéban vannak azok a szamok, amelyek kozott ,kapcsolat”, ,&tjérds” van alkalmazva a o-t).

Ha i € {1,2,...,n} tetszéleges, akkor az i-t tartalmazé orbit, jelolés Oj,, megadhaté igy: O;, = {o?(i) : p €
7} = {...,07(i),i,0(i),0%(i), ...}, de ez véges sok elembdl &ll, hiszen részhalmaza az {1,2,...,n} halmaznak,
ezért a oP (i) elemek nem lehetnek mind kiilonbozéek. Létezik olyan k, £, k > ¢, amelyekre o*(i) = o*(4), innen
") = ¢%(i) = 4, tehat van olyan pozitiv p kitevs, amelyre oP(i) = i (Mésképp: az S, csoportban o™ = e
(lasd 5.D.2), innen o™ (i) = e(i) = i és kovetkezik, hogy van olyan pozitiv p kitevd, amelyre o”(i) = i). Legyen
{; a legkisebb ilyen pozitiv kitevs: ¢; = min{k € IN* : o*(i) = i}. Igy 0, = {i,o(i),0%(i), ..., (i)} és az O;,
elemeinek szama |0, | = ¢;, ezt az orbit hosszanak nevezziik.

A o permutéciét ciklusnak nevezziik, ha legfeljebb egy olyan orbitja van, amely 1-nél hosszabb. Ez azt
jelenti, hogy o € S,, egy ciklus, ha léteznek olyan i1, is,...,i¢ € {1,2,...,n} kiilénb6z8 szdmok, ahol 1 < ¢ < n,
hogy o(i1) = i2,0(i2) = i3,...,0(i¢—1) = ig,0(ig) = i1 és o(i) = i, ha ¢ ¢ {i1,42,...,5¢}. Azt mondjuk, hogy
ekkor o egy ¢-hosszusdgu ciklus, jelolés o = (i1 g ...1¢) és az O, = {i1, 12, ...,4¢} halmazt a o palydjanak vagy
orbitjanak nevezziik.

8.B.6. Példak. e A

1 23 45 6 7 8
7(1536)<5 26 4 3 1 7 8)658
permutéacié egy 4 hosszisagu ciklus.
o A

321 5 6 4

permutacié, lasd 8.B.3., nem ciklus, de felbonthaté ciklusok szorzatara: o = (13)(2)(456).
e Minden transzpozicié egy 2 hosszisagu ciklus: 7;; = (¢ j).
A ~ ciklus hossza akkor és csak akkor 1, ha v = e az identikus permutacié. Ha + egy ciklus, akkor minden
i € O, esetén v = (iv(i)y2 (i) ... v 71(4)) és (i) = i.
8.B.7. Tétel. Egy ¢ hosszisdgu ciklus felbonthaté ¢ — 1 transzpozicié szorzatdra, igy eldjele (—1)

0:(1 2 3 4 5 6)656

-1
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Bizonyitds. Azonnali, hogy o = (i142...4¢) = (i14¢)(i14¢—1)...(41 32). Mivel sgn(r;;) = sgn(ij) = —1,
kovetkezik, hogy sgn(o) = (—=1)~1. O

A~y =(irig...7) és § = (j1 Jo ... jm) ciklusok akkor és csak akkor diszjunktak, ha orbitjaik diszjunktak, azaz
ha {il,ig, ...,ig} N {jl,jg, 7jm} = (Z]

8.B.8. Feladat. ¥ Hatdrozzuk meg az S,-beli £ hosszusagu ciklusok szamat.

Vilasz. (¢ —1)!(7).

8.C. Felbontasi tétel

8.C.1. Tétel. Minden n-edfoku permutacio felirhaté diszjunkt ciklusok szorzataként és ez a feliras egyér-
telmii, eltekintve a ciklusok sorrendjétol.

8.C.2. Példa. e A
(12345678 9) g
77 \3 26 5 9 1 8 7 4 o

permutédcié orbitjai O; = {1,3,6}, Oy = {2}, O3 = {4,5,9}, Oy, = {7,8} és 0 = (136)(2)(459)(78) =
(78)(136)(459), ahol az 1 hosszisdgu ciklus elhagyhato.

Ennek a permutéciénak a tipusa (1,1,2,0,0,0,0,0,0).

Altaldban, azt mondjuk, hogy a o € S,, permutécié tipusa (k1,ka, ..., ky), ha o felbonthaté ki szdmu 1
hossztsagi, ko szamu 2 hosszasagu,..., k, szamui n hosszusagu diszjunkt ciklus szorzatara, akol ki + 2kg + ... +
nk, = n.

8.C.3. Kovetkezmény. A transzpozicick halmaza generalja Sy-et, azaz minden n-edfoki permutacio
felirhato transzpoziciok szorzataként, de ez a felbontas nem egyértelm.

Bizonyitas. Az el6z8 Tétel alapjén elegendd beldtni, hogy minden nemtrividlis (nem 1 hosszisagi) ciklus
eloallithaté transzpoziciok szorzataként, de ez kovetkezik a 8.B.7-bol. Ez a felbontds nem egyértelmii, mert
példaul (123) = (13)(12) =(12)(13)(23)(12). O

Ha egy o permutécié paros (paratlan), akkor o-nak barmely transzpozicidk szorzata-
ként valé felirdsdban a tényezék szdma pdros (paratlan).

8.D. Feladatok

Vv 1. Ha n > 3, akkor S,, nem kommutativ csoport, mi tébb, S,, centruma Z(S,) = {e}. Ha n > 4, akkor
Z(A,) = {e}.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Jo € Z(S,) : 0 # e=Ti : j = o(i) # i. Mivel n > 3, kovetkezik, hogy
Ik # i,k # j, és tekintsiik a 7 = (j k) transzpoziciét. Akkor (o7)(i) = o(7(i)) = o(i) = j és (1o)(i) =
7(0(i)) = 7(j) = k, ellentmondés.

* Hado € Z(A,):0 #e=3i:j=o0(i) #1i. Mivel n > 4, kovetkezik, hogy Ik, ¢ Ggy, hogy i, j, k, £ pdronként
kiilonbozék, s legyen 7 = (jk¢) € A,. Akkor (o7)(i) = o(7(i)) = o(i) = j és (70)(i) = 7(c(4)) = 7(j) = k,
ellentmondds. %

Vv 2. Mutassuk meg, hogy a kovetkezé halmazok generaljak A, -et:

a) a 3 hosszisdgu ciklusok,

* b) {(123),(124),....,(12n)}. %

Megoldas. a) Ha a, b, ¢ kiilonbozéek, akkor (ab)(b,c) = (abc), (a,b)(c,d) = (cad)(abc), ezért barmely 2
transzpozicié szorzata felirhaté 3-ciklusok szorzataként, és haszndljuk, hogy minden péros permuticié paros
szamu transzpozicié szorzata.
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9. Strukturatételek

9.A. A diédercsoport

Legyen n € IN,n > 3 és legyen P, egy szabdlyos n-sz6g az S sikban. Tekintsiik a P, egybevigdsigi
transzformécidit, vagyis az olyan tavolsagtarté f : & — S filiggvényeket, amelyek a P, sokszoget dnmagédba
viszik &t.

A3

27 /n

Ay

Ap
5. abra

A P, egybevagdsdgi transzforméaciéi a kompozicié miivelettel egy 2n-edrendli nemkommutativ csoportot
alkotnak, amelyet n-edfokd diédercsoportnak neveziink. Jelolés: (D,,,o) vagy (D, ).

Valéban, legyen O a P, kozéppontja és legyenek Aq, As, ..., A, a csucsai, lasd 5. dbra. Minden ilyen f
transzforméciét meghatdrozza az, hogy hova keriil két csics, pl. Ay és As, tehdt f-et meghatdrozza f(Ay) és
F(As).

Jelolje p = par/n a O koriili 2m/n szoggel vald rotaciot (tehat p(Ai) = Ag, p(A2) = As) és jeldlje o az OA;
egyenesre valé titkrozést (o(A41) = A1,0(As2) = Ay).

Akkor pF = Pokr/n & 2km/n szoggel valé rotdcié, ahol 1 < k < n — 1 (itt PP(A) = Apyq, pF(A
Agto, ahol konvencié: A,r1 = Ay) és p" = pp = e az identikus transzformdcié. Tovdbbd 02 =
e, Py, P 0, p0o, .., p" Lo kiilonbozé transzformacick.  Valdban, ha 0 < k < n — 1, akkor (pFo)(A4;
PF(0(A1) = pF(A1) = Agsr és (oF0)(A2) = pH(0(A2)) = p*(A,) = Ay

Ha most f egy tetszéleges egybeviagdsagi transzforméci6 és f(A1) = Aj41, ahol 0 < j <n—1, akkor f(Asz)-re
két lehetdség van: f(Az) = A; vagy f(A2) = Ajio, ahol konvencié: Ag = Ay, Api1 = Ai. Tehdt f vagy a i
rotacié vagy a plo transzformamo Tehdt f = p? vagy f = plo.

Ezzel igazoltuk, hogy az n-edfokd D,, diédercsoportra |D,,| = 2n és

) z
€ es
)

Dn = {eap’ p27 "'apn_lao'v P, pQUa HaS) pn_la}a

ahol p és o az el6bbiekben definialt transzformaciok.

Megjegyzések: 1. Itt pFo egy t szimmetriatengelyre valé tiikrozés. Ha k = 2m — 1 péaratlan, akkor t az
A Apsa szakasz felezOmerélegese, ha pedig k = 2m péros, akkor ¢ az OA,,+1 egyenes.

2. Igazoljuk, hogy op = p"~to = p~lo. Valéban, (op)(A1) = o(p(A1)) = o(Az) = A, (p" to)(Ar)
P o(Ar) = p (AL = An & (0p)(A2) = 0(p(A2)) = 0(As) = Anot, (0"~ L0)(As) = p"~L(o(Az)) =
P 1(A,) = A,_1. A mésodik egyenldség pedig p" = e miatt igaz.

3. A pt=e,02 =eés op = p" o dsszefiiggések meghatarozzik D, miivelettdbldjat.

4. Ugyanakkor pFo inverze énmaga: (pFo)~! = pFo, azaz (p¥0)? = e, 0 < k < n. Ez kovetkezik abbdl,
hogy pFo egy szimmetriatengelyre vald tiikrozés, 1asd fennebb, és szadmoldssal is igazolhaté: (p*o)? = pFopho =

k k=1 _ 1oy k=1 k=1 k—1_ _  _ _ — (-1 _ 2 _
pop)p*to = pF(p~to)p* o = p*lop o = .. = popo = p(ap)o = p(p~lo)o = 0% =e.
5. A D,, diédercsoport absztrakt definicidja a kovetkezd :

n—1 2 n—1

D, = {6,1’,3’]2,...,1’ Y Yy XY, LY, s T y}7
~ly. Méasképp:

D, = (z,y|z" = y* = e,yz = 2" 'y).
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Itt = és y a generdléelemek és rajuk a fenti definidlé relacidk vonatkoznak.

6. Ha a P, sokszog csucsait 1,2, ..., n-nel jeloljiikk, akkor minden f transzformacio egy S,-beli permutacio.
gy D,, azonosithaté S, egy részcsoportjéval (izomorf vele).

7. Ha n = 3, akkor mivel D3 < S5 és | D3| = 6, kovetkezik, hogy D3 = Ss3, pontosabban D3 ~ Ss.

Definidlhatjuk a D5 és Dy csoportokat is. Do az olyan téglalap transzformaciocsoportja, amely nem négyzet,
ez éppen a Klein-csoport: Dy = (1, y|2? = y? = e, yx = xy), |Da| = 4.

Tovabba D; az egyenl8szari (nem szabdlyos) hdromszog transzformdciocsoportja. Ez két transzforméciébdl
4ll: az e identikus (0°-kal valé rotécid) és az alap felezémerSlegesére vett s szimmetria, ahol s? = e. Itt
D, = {633}7 ‘Dl| =2.

9.A.2. Feladat. V a) Készitsiik el D, miivelettablajat.

% b) Hatdrozzuk meg D, részcsoportjait és normélosztoit.

Megoldas. a)

Dy = {67 Ps p2a p37 g, po, pQUa p30}7

ahol p* = e,0? = e,0p = p’o.

% b) Dy részcsoportjainak rendje 1,2,4,8 lehet. Ezek H; = {e}, a mdsodrendii részcsoportok H = {e,x}
alakiak, ahol 22 = e. Ot ilyet taldlunk: Hy = {e,0}, Hs = {e, po}, Hy = {e, p?c’}, Hs = {e,p’c’}, Hs = {e, p*}.

A negyedrendfi részcsoportok H = {e,x, 2% 2*}, 2? = e alaki ciklikusak vagy Klein-félék: H = {1, z,y, zy},
ahol 22 = y? = e, zy = yx. Egy ciklikus részcsoport van: Hy = {e, p, p?, p3} és 2 Klein-féle: Hg = {e, p?, 0, p?c}
és Hy = {e, p?, po, p3c’}.

Van még a Hyy = D4 részcsoport.

A fenti 10 részcsoportbdl 6 normélrészcsoport: Hy, Hig a trividlisak, Hr, Hg, Hy indexe 2, Hg pedig két
normalrészcsoport metszete: Hg = Hy N Hg. A tobbi 4, tehat Ho, Hs, Hy, Hs nem normalrészcsoport, mert pl.
pop~t = pop® = p(op)p® = p(pPo)p® = p'op® = op* = p*op = p*c ¢ Ha.

Megjegyzés: {e,o}<{e,p? 0,p*c}< Dy (rendre 2 indextiek), de {e,o} A Dy. %

9.B. A 2p rendii csoportok

A csoportelmélet egyik fontos feladata az Osszes 1étezd csoporttipus leirdsa. Lattuk mar, hogy csak egyfajta
primszamrendii csoport létezik. Tehat egy-egy olyan csoport van, amelynek rendje 2,3,5,7,11,13,17,19, ...,
ezek ciklikusak (és kommutativak).

Nézziik most a 2p rendii csoportokat, ahol p primszam. Sziikségiink van a kovetkezd eredményre:

9.B.1. Tétel. Legyen (G,-) egy véges csoport tigy, hogy Vo € G : 2% = e. Akkor G kommutativ és létezik
k € IN 1gy, hogy |G| = 2*.

Bizonyitds. Vz,y € G : e = (2y)? = zyxy, e = ee = 22y = vayy=2ry = Y.

A mésodik allitast |G| = n-szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha |G| = 1 vagy |G| = 2, akkor az &llitds igaz.
Tegyiik fel, hogy az &llitds igaz minden n-nél kisebbrendil csoportra és legyen |G| = n. Legyen « € G,z # e és
N = (z) az z altal generalt részcsoport, N = {e,x}, hiszen 22 = e. Tovédbba G kommutativ, ezért NG és
G/N =1|G|/2=n/2 <n ésVyN € G/N : (yN)?> = y?>N = eN = N, ami a G/N faktorcsoport egységeleme.

Igy G/N-re alkalmazva az indukcids feltételt: |G| = 2%, ahonnan |G| = |G/N||N| = 21, O

A kovetkezo tétel a a diédercsoport fontossagara is ravilagit.

9.B.2. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = 2p, ahol p > 2 primszam, akkor G ~ (Zsp,+) vagy G ~ (D), o).

% Bizonyitds. Minden = € G elem rendje osztéja a csoport rendjének (Tétel), azaz Vo € G : o(z) = 1,2,p
vagy 2p. Ha 3z € G : o(z) = 2p, akkor G ciklikus: G = (z) ~ (Zap, +).

Ellenkez6 esetben Vo € G,z # e : o(z) = 2 vagy o(x) = p. Ha p = 2, akkor Vo € G,z # e :o(x) =2 és a
mivelettabla elemzésével a Dy ~ Zy X Zs Klein-féle csoportot kapjuk.

Ha p > 3, akkor |G| # 2" és az el6z6 Tétel alapjan kovetkezik, hogy létezik x € G : o(z) = p és legyen
N = (z) = {e,x,22,...,2P71}. Mivel |N| = p, ezért |G/N| = 2, azaz N egy 2 indexfi részcsoport, ezért NG,
lasd 6. szakasz, és Vy € G\ N : G/N = {N,yN}, yN = Ny, (yN)? = N (mert (yN)? = yN=yN = N, nem
lehet) és (yN)P = yN (p paratlan). Ugyanakkor yx € yN=yN = (yz)N. Tehdt y? # e, (yx)’ # p, s mivel
minden elem rendje 2 vagy p, kovetkezik, hogy o(y) = o(yx) = 2.

Tovabba, yr € yN = Ny=3k € {1,2,....p — 1} : yx = 2%y, itt k # 0, mert k = O-ra yz = y=1r = e,
ellentmondss. Itt e = (yx)? = yryr = oFy?r = 2FH1 tehdt o(z) = p=k + 1=k =p — 1, yzr = 2P~ 1y.

[gy G=NUNy = {e,z, 22, ..., 2P~ y,xy, ...,aP~ Ly}, ahol o(z) = p, o(y) = 2 és yx = 2P~ 1y, tehdt G ~ D,
a diédercsoport. [
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Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,6, 10,14, 22, ..., ezek egyike ciklikus, a mésik a diéderc-
soport.

9.C. A p? rendii csoportok

Igazolhaté tovabba:

9.C.1. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = p?, ahol p > 2 primszdm, akkor G kommutativ és G ~ (Zy2,+)
vagy G ~ (Zy x Zyp,+). O

Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,9, 25, ..., ezek kommutativak, az egyik ciklikus, a masik
két ciklikus csoport direkt szorzata.

A legkisebb rendii csoport, amely nem szerepel a fentiekben, a 8-adrendi. Igazolhatd, hogy a G kommutativ
esetben 3 lehetéség van: G ~ (Zs, +) ciklikus, vagy G ~ (Zy X Z4,+) vagy G ~ (Zy X Zis X Zsa,+). Ha G nem
kommutativ, akkor 2 eset van: G ~ D, a diédercsoport vagy G ~ @) a kvaterniécsoport.

Tovabba a 12 elemii csoportok szama 5, 15 elemi csoport egyféle van, a ciklikus csoport, a 16 elemti csoportok
szama pedig 14. Ezek meghatarozasa tobb elismeretet és tobb szamolast igényel.
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