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6. Normálrészcsoportok
6.A. Normálrészcsoportok és jellemzésük
A (G, ·) csoport egy H részcsoportját normálrészcsoportnak (normális részcsoportnak vagy nor-

málosztónak vagy invariáns részcsoportnak) nevezzük, ha minden x ∈ G-re xH = Hx, azaz ha minden
x ∈ G elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztályai egyenlőek, jelölés: HE G.

Kommutat́ıv csoport esetén minden H ≤ G-re és minden x ∈ G-re xH = Hx, tehát kommutat́ıv csoport
minden részcsoportja normálrészcsoport, de nem kommutat́ıv csoport esetén is megtörténhet ez valamely H
részcsoportra.

6.A.1. Tétel. (normálrészcsoportok jellemzése) Legyen (G, ·) egy csoport és H ≤ G. Egyenértékűek a
következő álĺıtások:

1) H normálrészcsoport,
2) ∀x ∈ G, ∀h ∈ H : xhx−1 ∈ H, azaz ∀x ∈ G: xHx−1 ⊆ H,
3) ρH = ρ′H (a H szerinti jobb oldali és bal oldali kongruenciarelációk egyenlőek).
Bizonýıtás. ”1) ⇒ 2)” ∀x ∈ G, ∀x ∈ H : xh ∈ xH = Hx⇒∃h′ ∈ H : xh = h′x⇒xhx−1 = h′ ∈ H.
”2) ⇒ 3)” ∀x, y ∈ G : xρHy⇔x−1y ∈ H⇔x(x−1y)x−1 ∈ H (a feltétel alapján, ahol ha x(x−1y)x−1 ∈ H, ak-

kor szorozva balról x−1-gyel és jobbról (x−1)−1 = x-szel következik, hogy x−1y ∈ H)⇔yx−1 ∈ H⇔yρ′Hx⇔xρ′Hy,
tehát ρH = ρ′H .

”3) ⇒ 1)” ρH = ρ′H⇒∀x ∈ G : ρH〈x〉 = ρ′H〈x〉, tehát xH = Hx. ¤
6.A.2. Feladat. Legyen H ≤ G. Igazoljuk, hogy egyenértékűek a következő álĺıtások:
1) H normálrészcsoport,
2’) ∀x ∈ G : xHx−1 = H,
3’) ∀x ∈ G : x−1Hx = H.
Tehát H akkor és csak akkor normálrészcsoport, ha H minden konjugáltja egyenlő H-val, lásd 4.F. szakasz.
Ha H normálrészcsoportja G-nek, akkor a következő jelölést használjuk: G/ρH = G/ρ′H = G/H és gyakran

H helyett N -et ı́runk.
6.B. Példák normálrészcsoportokra
6.B.1. Példák. • Minden G csoport esetén {e} és G normálrészcsoportok.

• Legyen H = {e, τ} ≤ S3 részcsoport, ahol τ =
(

1 2 3
1 3 2

)
és ττ = e. Ha σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, akkor

σH =
{

σ,

(
1 2 3
2 1 3

)}
6=

{
σ,

(
1 2 3
3 2 1

)}
= Hσ, tehát H nem normálosztó S3-ban.

• Egy csoport minden 2 indexű részcsoportja normálrészcsoport: ha H ≤ G és [G : H] = 2, akkor HE G.
Valóban, G/ρH = {H, G \H} = G/ρ′H , mert ez osztályozás kell legyen és Haz egyik osztály.

További fontos példákat ad a következő Tétel.
6.B.2. Tétel. 1) Ha f : G → G′ egy csoportmorfizmus, akkor ennek magja normálrészcsoportja G-nek:

Ker fE G.
2) Ha (G, ·) egy csoport, akkor a Z(G) = {g ∈ G : gx = xg, ∀x ∈ G} centrum normálrészcsoportja G-nek:

Z(G)E G.
Bizonýıtás. 1) Valóban, ∀x ∈ G, ∀h ∈ Ker f⇒f(xhx−1) = f(x)f(h)f(x−1) = f(x)e′f(x)−1 = e′, ahonnan

xhx−1 ∈ Ker f .
2) Tudjuk, hogy Z(G) ≤ G, továbbá Z(G) normálrészcsoport, mert ∀x ∈ G : xZ(G) = {xg : g ∈ Z(G)} =

{gx : g ∈ Z(G)} = Z(G)x. ¤
A G csoportot egyszerű csoportnak nevezzük, ha {e} és G az egyedüli normálrészcsoportok G-ben, azaz

G-nek nincs valódi normálosztója.
6.B.3. Példák. • (Zp,+), ahol p pŕım, egyszerű csoport, általánosabban minden (G, ·) pŕımrendű csoport

egyszerű, mert a Lagrange tétel szerint ekkor G-nek nincs valódi részcsoportja, tehát nincs valódi normálosztója
sem.

• (Z, +) nem egyszerű csoport, mert nZEZ, n > 1 valódi normálosztó.
F 6.B.4. Feladat. H Vizsgáljuk az S3 permutációcsoport részcsoportjait. Melyek a normálrészcsoportok?

(lásd 3.B.6/1 Feladat)
Megoldás. S3 részcsoportjai: ha H ≤ S3, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1, 2, 3, vagy 6. |H| = 1⇔H =

H1 := {e}. |H| = 2⇔H = {e, x}, ahol x2 = e és kapjuk, hogy H2 := {e, τ},H3 := {e, στ},H4 := {e, σ2τ}, a
művelettábla szerint. Továbbá |H| = 3⇔H = {e, x, x2}, ahol x3 = e és következik, hogy H = H5 := {e, σ, σ2} =
A3. |H| = 6⇔H = H6 := S3.
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H1,H5,H6ES3 (itt [S3 : H5] = 2), de H2,H3,H4 nem normálrészcsoportok, lásd 6.B.1. F
6.C. Normálrészcsoportok metszete
6.C.1. Tétel. Két normálrészcsoport metszete is normálrészcsoport. Általánosabban, ha (G, ·) egy csoport

és (Ni)i∈I normálrészcsoportok tetszőleges rendszere, akkor

⋂

i∈I

NiE G, 〈
⋃

i∈I

Ni〉EG.

Bizonýıtás. Tudjuk, hogy ∩i∈INi ≤ G, 〈∪i∈INi〉 ≤ G részcsoportok. Továbbá,

∀x ∈ G : ∀n ∈ ∩i∈INi ⇒ n ∈ Ni, ∀i ∈ I ⇒ xnx−1 ∈ Ni, ∀i ∈ I⇒

⇒xnx−1 ∈ ∩i∈INi.

F A 4.E.2. Tétel szerint ∀n ∈ 〈∪i∈INi〉⇒n = n1n2...nr alakú, ahol minden j ∈ {1, 2, ...r} esetén vagy
nj ∈ ∪i∈INi, vagy n−1

j ∈ ∪i∈INi. Következik, hogy ∀j ∈ {1, 2, ..., r}-re ∃ij ∈ I : nj = nij
úgy, hogy

vagy nij ∈ Nij , vagy n−1
ij

∈ Nij , de ez utóbbi esetben is nij ∈ Nij , mivel Nij részcsoport. Kapjuk, hogy
n = ni1ni2 · · ·nir

és kihasználva, hogy minden Nij
normálrészcsoport, ∀x ∈ G :

xnx−1 = xni1ni2 ...nirx
−1 = (xni1x

−1)︸ ︷︷ ︸
∈Ni1

(xni2x
−1)︸ ︷︷ ︸

∈Ni2

... (xnirx
−1)︸ ︷︷ ︸

∈Nir

∈ 〈∪i∈INi〉. ¤F

6.D. Kongruenciareláció csoportban
Legyen (G, ·) egy csoport és ρ egy ekvivalenciareláció G-n. Azt mondjuk, hogy ρ kongruenciareláció, ha

∀x, x′, y, y′ ∈ G : xρx′, yρy′ ⇒xx′ρ yy′

(a ρ szerinti kongruenciák összeszorozhatók), lásd 2.G. szakasz.
G-nek egy ρ kongruenciarelációhoz tartozó osztályozását, vagyis a G/ρ faktorhalmazt kompa-

tibilis osztályozásnak nevezzük.
6.D.1. Példa. • Tekintsük a (Z, +) csoportot és a számelméleti kongruenciarelációt (mod n). Ez ilyen

tulajdonságú:

∀x, y, x′, y′ ∈ Z : x ≡ x′ (mod n) , y ≡ y′ (mod n) ⇒x + y ≡ x′ + y′ (mod n) .

Z-nek a (mod n) maradékosztályok halmazaira való bontása egy kompatibilis osztályozás.
F 6.D.2. Feladat. Ha G egy csoport és ρ egy kongruenciareláció, akkor igazoljuk, hogy
1) ∀x, x′ ∈ G : xρx′⇒x−1ρ(x′)−1, azaz ha két elem egy osztályban van, akkor az inverzeik is azonos

osztályban vannak,
2) ∀X ∈ G/ρ⇒∃Y ∈ G/ρ : X−1 ⊆ Y .
Megoldás. 1) Ha xρx′, akkor x−1-nel szorozva (lásd 2.G.3. Feladat): e = xx−1ρx′x−1, most (x′)−1-gyel

szorozva: (x′)−1ρ(x′)−1x′x−1 = x−1.
2) ∀X ∈ G/ρ-re legyen X = 〈x〉 és legyen Y = 〈x−1〉 az x−1 osztálya.
∀(x′)−1 ∈ X−1⇒x′ ∈ X⇒xρx′, ahonnan 1) alapján x−1ρ(x′)−1⇒(x′)−1 ∈ Y , tehát X−1 ⊆ Y . ¤F
6.D.3. Tétel. (normálrészcsoportok és kongruenciarelációk kapcsolata) Legyen G egy csoport.
a) Ha NEG, akkor ρN kongruenciareláció (tehát a normális részcsoportok szerinti mellékosztályok a csoport

egy kompatibilis osztályozását adják),
b) Ha ρ egy kongruenciareláció, akkor G/ρ = {xN : x ∈ G}, ahol N = ρ〈e〉E G (minden kompatibilis

osztályozás osztályai valamely normális részcsoport szerinti mellékosztályok).
Bizonýıtás. a) Láttuk már, hogy ρN ekvivalenciareláció. Továbbá:

∀x, x′, y, y′ ∈ G : xρNx′, yρNy′ ⇒x−1x′ ∈ N, y−1y′ ∈ N⇒

⇒(xy)−1(x′y′) = y−1x−1x′y′ = (y−1 x−1x′︸ ︷︷ ︸
∈N

y)

︸ ︷︷ ︸
∈N

(y−1y′)︸ ︷︷ ︸
∈N

∈ N,
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tehát xyρNx′y′.
F b) N = ρ〈e〉 6= ∅, mert eρe. Továbbá ∀x, y ∈ N⇒eρ x, eρ y. De eρ y és y−1ρ y−1 miatt (ez utóbbi a

reflexivitásból) ey−1ρ yy−1⇒y−1ρ e, tehát N ≤ G.
Megmutatjuk, hogy ∀x ∈ G⇒xN = Nx = ρ〈x〉. Valóban, xN ⊆ ρ〈x〉, mert ∀xn ∈ xN⇒nρe, xρx ⇒nxρx.

Ford́ıtva, ρ〈x〉 ⊆ xN , mert ∀y ∈ ρ〈x〉⇒yρx, x−1ρx−1 (reflexivitás) ⇒x−1yρe⇒x−1y ∈ N , tehát y = x(x−1y) ∈
xN . Hasonlóan Nx = ρ〈x〉. Tehát xN = Nx, azaz NEG.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy minden x ∈ G-re ρ〈x〉 = xN , tehát az osztályok az N szerinti mellékosztályok.
F ¤

F 6.E. Normálrészcsoportok megfeleltetési tétele
6.E.1. Tétel. (normálrészcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G → G′ egy csoportmorfizmus. Akkor
1) minden KE G′ esetén f−1(K)EG,
2) ha f szürjekt́ıv és HEG, akkor f(H)E G′,
3) ha f szürjekt́ıv, akkor H 7→ f(H) bijekt́ıv megfeleltetés G-nek a Ker f -et tartalmazó normálrészcsoportjai

és G′ normálrészcsoportjai között.
Bizonýıtás. 1) A 4.B.6. Tétel szerint f−1(K) ≤ G és ∀x ∈ G,∀h ∈ f−1(K)⇒f(h) ∈ K, f(xhx−1) =

f(x)f(h)f(x)−1 ∈ K, mert KEG′. Tehát f−1(K)E G.
2) f(H) ≤ G′ (lásd ua. a Tétel) és ∀y ∈ G′, ∀k ∈ f(H)⇒∃x ∈ G : y = f(x), mert f szürjekt́ıv, és

∃h ∈ H : k = f(h), innen yky−1 = f(x)f(h)f(x)−1 = f(xhx−1) ∈ f(H), mert xhx−1 ∈ H. Tehát f(H)E G′.
3) Következik 1) és 2)-ből valamint a részcsoportok megfeleltetési tételéből (4.I.1. Tétel). ¤
6.E.2. Következmény. Ha f : G → G′ csoportmorfizmus, akkor Ker f = f−1({e′})E G, mert {e′}EG′.

Ker f tehát normálrészcsoport, ezt már láttuk közvetlen ellenőrzéssel. F
F 6.F. Megjegyzések
Bemutatjuk a 6.D.3. tétel első részének egy más bizonýıtását részhalmazok (komplexusok) seǵıtségével. Bi-

zonyos esetekben ezek használata lerövid́ıti, átláthatóbbá teszi csoportelméleti tulajdonságok megfogalmazását
és bizonýıtását.

a) Ha NEG, akkor az xN = Nx mellékosztályok (a G/ρ faktorhalmaz elemei) páronként diszjunktak,
tehát egy osztályozást adnak. Legyen xN, yN két mellékosztály, akkor (xN)(yN) = x(Ny)N = x(yN)N =
(xy)(NN) = (xy)N ismét egy N szerinti mellékosztály(ban van), tehát kompatibilis osztályozás a 2.G.2. Tétel
szerint.

b) Ford́ıtva, ha adott egy kompatibilis osztályozás, legyen N az e-t tartalmazó osztály: N = ρ〈e〉.
Belátjuk, hogy NN ⊆ N és N−1 ⊆ N . Valóban, ∀xy ∈ NN⇒xρe, yρe⇒xyρee = e⇒xy ∈ N (másképp:

NN része egy osztálynak, lásd 2.G. szakasz, és e ∈ NN , ezért ez az osztály csak az N lehet: NN ⊆ N), továbbá
∀x−1 ∈ N−1⇒x ∈ N⇒xρe, x−1ρx−1 (reflexivitás) ⇒xx−1ρex−1⇒eρx−1 ⇒x−1 ∈ N (másképp: N−1 része egy
osztálynak, lásd 6.D.2. Feladat, és e ∈ N−1 miatt ez csak az N lehet: N−1 ⊆ N). Tehát N ≤ G. ¤F

F 6.G. Feladatok
H 1. Legyen (G, ·) egy csoport.
a) Egy N ≤ G részcsoport akkor és csak akkor normálosztó, ha minden K komplexus esetén KN = NK.
b) Ha H ≤ G és NE G, akkor HN = NH ≤ G és ez éppen a H és N által generált részcsoport: 〈H ∪N〉 =

HN = NH.
Megoldás. a) Ha NE G és K komplexus, akkor KN = ∪x∈KxN = ∪x∈KNx = NK. Ford́ıtva, ha

KN = NK minden K komplexusra, akkor legyen K = {x}, x ∈ G és kapjuk, hogy xN = Nx, ∀x ∈ G, ahonnan
NE G.

b) HN = NH az a) pont szerint és innen HN ≤ G következik, lásd 4.B.5 Tétel. Továbbá: 〈H ∪N〉 = HN ,
lásd 4.E.3. Tétel.

H 2. Legyen G egy csoport, NE G egy ciklikus normális részcsoport és H ≤ N . Akkor HEG.
Megoldás. Legyen N = 〈x〉 és H = 〈xm〉, m ≥ 1. Kérdés: ∀g ∈ G, ∀xkm ∈ H⇒gxkmg−1 ∈ H ? Mivel

NE G következik, hogy gxg−1 = xn ∈ N , innen gxkmg−1 = gxg−1gxg−1 · · · gxg−1 = (gxg−1)km = xknm ∈ H.
H 3. Vizsgáljuk a Q kvaterniócsoport részcsoportjait, lásd 3.B.8. Igazoljuk, hogy Q minden részcsoportja

normálrészcsoport. Adjuk meg Q centrumát és faktorcsoportjait.
Megoldás. Q részcsoportjai: ha H ≤ Q, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1, 2, 4, vagy 8. |H| =

1⇔H = H1 := {1}. |H| = 2⇔H = H2 := {±1} = 〈−1〉, a táblázat szerint ez az egyedüli 2 elemű részcsoport.
|H| = 4⇔H = H3 := {±1,±i} = 〈i〉, vagy H = H4 := {±1,±j} = 〈j〉, vagy H = H5 := {±1,±k} = 〈k〉

36
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ciklikus részcsoportok. (1)-ben csak egy másodrendű elem van, az i2, ezért Klein-féle 4 elemű részcsoport nincs.
|H| = 8⇔H = H6 := Q.

Q nem kommutat́ıv, de Q-nak minden részcsoportja normálrészcsoport. Valóban, a 4-edrendű részcsoportok
ilyenek, mert indexük 2, lásd 6.B. szakasz, H2-re pedig xH2 = H2x = {x,−x},∀x ∈ Q (Másképp: H2 az
egyedüli másodrendű részcsoport, ezért normálrészcsoport, lásd későbbi Tétel).

Q centruma Z(Q) = {1,−1}.
A Hi, 1 ≤ i ≤ 6 részcsoportok szerinti faktorcsoportok:
Q/H1 = {{1}, {−1}, {i}, {−i}, {j}, {−j}, {k}, {−k}},
Q/H2 = {{±1}, {±i}, {±j}, {±k}},
Q/H3 = {{±1,±i}, {±j,±k}},
Q/H4 = {{±1,±j}, {±i,±k}},
Q/H5 = {{±1,±k}, {±i,±j}},
Q/H6 = {{±1,±i,±j,±k}}.
Itt a H2 = N szerinti mellékosztályok: N, iN = {±i}, jN = {±j},kN = {±k} és a Q/N faktorcsoport (lásd

7. szakasz) izomorf a Klein-csoportttal. F
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7. Faktorcsoportok és a homomorfizmus-tétel
7.A. Faktorcsoport
Legyen (G, ·) egy csoport és NE G egy normálosztó. Láttuk, hogy ekkor ρN = ρ′N és G/N -nel jelöltük

a G/ρN = G/ρ′N faktorhalmazt, ahol G/N = {xN : x ∈ G}, ennek elemei az xN = {xn : n ∈ N} = Nx
mellékosztályok.

Az xN mellékosztályok szorzása művelet a G/N halmazon. Valóban, két tetszőleges N szerinti mellékosztály
szorzata: (xN)(yN) = x(Ny)N = x(yN)N = (xy)NN = (xy)N ismét egy N szerinti mellékosztály, ahol
használtuk, hogy NN = N , lásd 4.B.2. Tétel.

7.A.1. Tétel. Ha G egy csoport és NEG, akkor a G/N halmazon az (xN)(yN) = (xy)N művelet egy
csoportstruktúrát határoz meg, ennek neve G-nek N szerinti faktorcsoportja, jelölés (G/N, ·).

Ha G véges csoport, akkor

|G/N | = |G|
|N | .

Bizonýıtás. A művelet asszociat́ıv, eN = N az egységelem és xN inverze (xN)−1 = x−1N , mert
(xN)(x−1N) = (xx−1)N = eN = N és hasonlóan (x−1N)(xN) = N .

Ha G véges, akkor |G/N | = [G : N ] = |G|/|N |, a Lagrange tétel szerint. ¤
Ha G kommutat́ıv, akkor minden faktorcsoportja is kommutat́ıv.
7.A.2. Példa. • Határozzuk meg a (Z, +) csoport faktorcsoportjait.
Tudjuk, hogy a (Z,+) részcsoportjai az (nZ, +) csoportok, ahol n ∈ N, ezek mind normálrészcsoportok a

kommutativitás miatt. Jelölés: Zn = Z/nZ, a megfelelő faktor-
csoportok. Ha n = 0, akkor 0Z = {0} és Z0 = Z/{0} = {x + {0} : x ∈ Z} = {{x} : x ∈ Z} ' Z. Ha n = 1,
akkor 1Z = Z és Z1 = Z/Z = {x +Z : x ∈ Z} = {Z}.

Ha n ≥ 2, akkor Zn = {x + nZ : x ∈ Z} = {x̂ : x ∈ Z} = {0̂, 1̂, ..., n̂− 1}, ahol x + nZ = x̂ jelölés.
F Ha NEG, akkor a pN : G → G/N , pN (x) = xN leképezést kanonikus projekciónak nevezzük. Ez a

fentiek szerint homomorfizmus, szürjekt́ıv és ennek magja éppen az N : Ker pN = N . Valóban, Ker pN = {x ∈
G : xN = N} = N . Tehát minden normálrészcsoport egy homomorfizmus magja.

Az is igaz, hogy ha NE G, akkor a G/N faktorhalmazon egyetlen csoportstruktúra létezik úgy, hogy a
pN : G → G/N kanonikus projekció homomorfizmus legyen. Egyértelműség: ha pN homomorfizmus, akkor
pN (xy) = pN (x)pN (y)⇔(xy)N = (xN)(yN), ∀x, y ∈ G. F

7.B. Homomorfizmus-tétel
7.B.1. Tétel. (homomorfizmus-tétel) Ha f : G → G′ egy csoportmorfizmus, akkor az

f : G/ Ker f → Im f, f(xKer f) = f(x)

függvény csoportizomorfizmus, tehát G/ Ker f ' Im f .

G - G′

-
?

6

G/Kerf Imf

f

f

ip

4.ábra

Bizonýıtás. Ha x Ker f = x′Ker f , akkor xρKer fx′, ahonnan értelmezés szerint x(x′)−1 ∈ Ker f , f(x(x′)−1) =
e′, f(x)f(x′)−1 = e′, f(x) = f(x′), tehát f helyesen értelmezett (nem függ a reprezentánsoktól).

f csoportmorfizmus, mert ∀x Ker f, y Ker f ∈ G/ Ker f⇒f((xKer f)(y Ker f)) = f((xy)Ker f) = f(xy) =
f(x)f(y) = f(xKer f)f(y Ker f).

f szürjekt́ıv, mert ∀z ∈ Im f⇒∃x ∈ G : z = f(x) és ı́gy f(x Ker f) = f(x) = z. Továbbá f injekt́ıv, mert
f(x Ker f) = f(y Ker f)⇒f(x) = f(y)⇒f(xy−1) = e′⇒xy−1 ∈ Ker f⇒x Ker f = y Ker f . ¤
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Ha f : G → G′ egy csoportmorfizmus legyen i : Im f → G′, i(y) = y az ún. kanonikus injekció és
p = pKer f : G → G/ Ker f , p(x) = xKer f a Ker f szerinti kanonikus projekció. Akkor az homomorfizmus-tétel
szerint i ◦ f ◦ p = f , azaz a 4. ábrán lévő diagram kommutat́ıv.

7.C. Feladatok
H 1. Legyenek a, b ∈ R, a 6= 0 és fa,b : R→ R, fa,b(x) = ax + b.
i) Igazoljuk, hogy G = {fa,b : a ∈ R∗, b ∈ R} csoport a függvénykompoźıcióra nézve és H = {fa,0 : a ∈ R∗},

valamint N = {f1,b : b ∈ R} ennek részcsoportjai.
ii) Igazoljuk, hogy H részcsoportja G-nek, N normálrészcsoportja G-nek és (G/N, ◦) ' (R∗, ·).
iii) H normálrészcsoportja-e G-nek ?
Megoldás. i)-ii) Használjuk a részcsoportok jellemzési tételét. G csoport, mert részcsoportja az összes

f : R → R bijekt́ıv függvény csoportjának. Valóban, ∀ fa,b, fc,d ∈ G: fa,b ◦ fc,d = fac,ad+b ∈ G, fa,b inverze
f1/a,−b/a ∈ G. Ugyańıgy H, N ≤ G és HE G, mert ∀ fa,b,∈ G, f1,d ∈ N : fa,b ◦ f1,d ◦ f1/a,−b/a = fa,ad+b ◦
f1/a,/−b/a = f1,1+ad ∈ N .

iii) H nem normálosztó.
H 2. Legyen (G, ·) egy csoport és ∆(G) = {(g, g) : g ∈ G}. Igazoljuk, hogy
i) ∆(G) ≤ G×G, ∆(G) ' G,
ii) ∆(G) akkor és csak akkor normálrészcsoport, ha G kommutat́ıv,
iii) Ha G kommutat́ıv, akkor (G×G)/∆(G) ' G.
Megoldás. i) f : ∆(G) → G, f((g, g)) = g izomorfizmus.
ii) ∆(G) normális G×G-ben⇔ (x, y)(g, g)(x, y)−1 = (xgx−1, ygy−1) ∈ ∆(G), ∀(x, y) ∈ G×G,∀(g, g) ∈ ∆(G)

⇔ (∗)xgx−1 = ygy−1, ∀(x, y) ∈ G×G, ∀(g, g) ∈ ∆(G). Ez ekvivalens azzal, hogy G kommutat́ıv. Valóban, ha
G kommutat́ıv, akkor a fenti (*) egyenlőség: g = g igaz, ha pedig (*) igaz, akkor legyen ebben g = y és kapjuk,
hogy xy = yx.

iii) Ha G kommutat́ıv, legyen F : G × G → G,F ((g, h)) = gh−1. Ez izomorfizmus, Ker F = ∆(G) és
alkalmazzuk a homorfizmustételt.

F H 3. Legyen H = {z ∈ C : |z| = 1} és U = {z ∈ C|∃n ∈ N∗ : zn = 1}, ahol (H, ·) és (U, ·) csoportok, U
az egységgyökök csoportja. Igazoljuk, hogy

a) (C/R, +) ' (R,+),
b) (C∗/H, +) ' (R∗+, ·),
c) (C∗/R∗+, ·) ' (H, ·),
d) (R/Z,+) ' (H, ·),
e) (Q/Z, +) ' (U, ·).
Megoldás. Alkalmazzuk a homomorfizmus-tételt a következő homomorfizmusokra:

a) f : C → R, f(z) = Im z, b) f : C∗ → R∗, f(z) = |z|, c) f : C∗ → C∗, f(z) = z
|z| , d) f : R → C∗, f(x) =

cos(2πx) + i sin(2πx), e) f : Q→ C∗, f(m/n) = cos(2πm/n) + i sin(2πm/n). F
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8. Permutációcsoportok
8.A. Inverzió, előjel, alternáló csoport
Az n-edfokú szimmetrikus csoportot vagy teljes permutációcsoportot, jelölése Sn, 3.B.5-ben definiáltuk.. Itt

|Sn| = n!. Ha σ ∈ Sn, akkor az (i, j) elempár inverziója σ-nak, ha i < j és σ(i) > σ(j). A σ permutáció
inverzióinak számát Inv(σ) jelöli.

sgn(σ) = (−1)Inv(σ) a σ permutáció előjele, σ páros permutáció, ha sgn(σ) = +1 és σ páratlan per-
mutáció, ha sgn(σ) = −1.

Az (i, j), i < j párok száma
(
n
2

)
, ezért 0 ≤ Inv(σ) ≤ (

n
2

)
. Itt Inv(σ) = 0⇔σ = e az identikus permutáció.

Továbbá Inv(σ) =
(
n
2

)⇔σ(i) = n− i + 1,∀1 ≤ i ≤ n, azaz

σ =
(

1 2 . . . n
n n− 1 . . . 1

)

Ha n ≥ 2 és j < k, akkor a τjk ∈ Sn,

τjk(i) =





k, i = j,

j, i = k,

i, i 6= j, k

permutációt transzpoźıciónak nevezzük, itt

τjk =
(

1 . . . j − 1 j j + 1 ... k − 1 k k + 1 ... n
1 . . . j − 1 k j + 1 ... k − 1 j k + 1 ... n

)

Itt j (k − j) inverziót alkot, j + 1, j + 2, ..., k − 1 mindegyike 1 inverziót alkot és más inverzió nincs, tehát
Inv(τjk) = (k − j) + (k − j − 1) = 2(k − j)− 1, ezért τjk páratlan permutáció.

8.A.1. Tétel. a) Minden σ ∈ Sn esetén

sgn(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

b) sgn : Sn → {−1, +1}, sgn(σ) = (−1)Inv(σ) szürjekt́ıv csoportmorfizmus,
c) An részcsoportja Sn-nek, mi több: An = Ker sgn ESn, An neve n-edfokú alternáló csoport és |An| =

n!/2.
Bizonýıtás. a) σ bijekt́ıv, ezért ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}, i < j⇒∃k, ` ∈ {1, 2, ..., n} : σ(k) = i, σ(`) = j és

k > `⇔(i, j) inverziója σ-nak. Következik, hogy a

∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

szorzat egyszerűśıthető és a −1 tényezők száma éppen az inverziók száma.
b) ha σ, τ ∈ Sn, akkor

sgn(σ ◦ τ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(τ(j))− σ(τ(i))
j − i

=

=
∏

1≤i<j≤n

σ(τ(j))− σ(τ(i))
τ(j)− τ(i)

∏

1≤i<j≤n

τ(j)− τ(i)
j − i

= sgn(σ) sgn(τ),

itt a τ(1), τ(2), ..., τ(n) számok megadják az 1, 2, ..., n számokat τ bijektivitása miatt.
sgn szürjekt́ıv, mert sgn(e) = 1 és sgn(τjk) = −1, ahol τjk egy transzpoźıció.
c) e ∈ An, továbbá, ha σ, τ ∈ An, akkor mivel sgn morfizmus: sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ) = 1 · 1 = 1, tehát

στ ∈ An; ha σ ∈ An, akkor sgn(σ−1) = (sgn(σ))−1 = 1−1 = 1, ahonnan σ−1 ∈ An. Következik, hogy An ≤ Sn.
Legyen τ ∈ Sn egy rögźıtett transzpoźıció. Mivel sgn morfizmus, következik, hogy φ : An → Sn \ An,

φ(σ) = στ egy jólértelmezett bijekt́ıv függvény. Innen kapjuk, hogy |An| = |Sn \ An| = n!
2 . Ugyanakkor

AnE Sn, mert az előzőek szerint [Sn : An] = 2.
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Másképp: A homomorfizmus-tételből Sn/An ' U2 = {−1, +1}, innen |Sn/An| = [Sn : An] = 2 és |Sn| =
[Sn : An]|An|, ahonnan n! = 2|An| és |An| = n!/2. ¤

8.A.2. Feladat. H Határozzuk meg az Sn-beli transzpoźıciók számát.
Válasz.

(
n
2

)
.

8.B. Diszjunkt permutációk, orbitok, ciklus
A σ és τ permutációkat diszjunkt permutációknak nevezzük, ha minden i ∈ {1, 2, ..., n} esetén a σ(i) = i

vagy a τ(i) = i egyenlőségek közül legalább az egyik fennáll.
8.B.1. Példa. • A

σ =
(

1 2 3 4 5 6
5 2 6 4 1 3

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6

)
∈ S6

permutációk diszjunktak.
8.B.2. Tétel. Ha σ és τ diszjunkt permutációk, akkor στ = τσ.
Bizonýıtás. Legyen ∀i ∈ {1, 2, ..., n}. Ha σ(i) = τ(i) = i, akkor σ(τ(i)) = σ(i) = i = τ(σ(i)).
Ha σ(i) = j 6= i, akkor σ(j) 6= j és τ(i) = i, τ(j) = j. Következik, hogy σ(τ(i)) = σ(i) = j és τ(σ(i)) =

τ(j) = j. Hasonlóan, ha τ(i) 6= i. ¤
Legyen σ ∈ Sn rögźıtett és tekintsük a következő relációt: i ∼σ j⇔∃ p ∈ Z : σp(i) = j.
8.B.3. Példa. • A

σ =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 5 6 4

)
∈ S6

permutációra pl. 1 ∼σ 3 és 4 ∼σ 6, mert σ(1) = 3, σ2(4) = 6, de 1 6∼σ 4.
8.B.4. Tétel. Minden σ ∈ Sn estén ∼σ egy ekvivalenciareláció.
Bizonýıtás. i ∼σ i, mert σ0(i) = e(i) = i. Ha i ∼σ j, akkor ∃p ∈ Z : σp(i) = j⇒σ−p(j) = i⇒j ∼σ i. Ha

i ∼σ j, j ∼σ k, akkor ∃p ∈ Z : σp(i) = j, ∃q ∈ Z : σq(j) = k⇒σp+q(i) = k⇒i ∼σ k. ¤
Tekintsük a ∼σ reláció szerinti {1, 2, ..., n}/ ∼σ= {O1, O2, ..., Or} faktorhalmazt, ennek véges sok eleme van,

hiszen Sn is véges. Itt O1, O2, ..., Or-et a σ permutáció pályáinak vagy orbitjainak nevezzük.
8.B.5. Példa. • Az előbbi példában O1 = {1, 3}, O2 = {2}, O3 = {4, 5, 6} (ugyanahhoz az orbithoz

tartoznak, azaz relációban vannak azok a számok, amelyek között ”kapcsolat”, ”́atjárás” van alkalmazva a σ-t).
Ha i ∈ {1, 2, ..., n} tetszőleges, akkor az i-t tartalmazó orbit, jelölés Oji , megadható ı́gy: Oji = {σp(i) : p ∈

Z} = {..., σ−1(i), i, σ(i), σ2(i), ...}, de ez véges sok elemből áll, hiszen részhalmaza az {1, 2, ..., n} halmaznak,
ezért a σp(i) elemek nem lehetnek mind különbözőek. Létezik olyan k, `, k > `, amelyekre σk(i) = σ`(i), innen
σk−`(i) = σ0(i) = i, tehát van olyan pozit́ıv p kitevő, amelyre σp(i) = i (Másképp: az Sn csoportban σn! = e
(lásd 5.D.2), innen σn!(i) = e(i) = i és következik, hogy van olyan pozit́ıv p kitevő, amelyre σp(i) = i). Legyen
`i a legkisebb ilyen pozit́ıv kitevő: `i = min{k ∈ N∗ : σk(i) = i}. Így Oji = {i, σ(i), σ2(i), ..., σ`i−1(i)} és az Oji

elemeinek száma |Oji | = `i, ezt az orbit hosszának nevezzük.
A σ permutációt ciklusnak nevezzük, ha legfeljebb egy olyan orbitja van, amely 1-nél hosszabb. Ez azt

jelenti, hogy σ ∈ Sn egy ciklus, ha léteznek olyan i1, i2, ..., i` ∈ {1, 2, ..., n} különböző számok, ahol 1 ≤ ` ≤ n,
hogy σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, ..., σ(i`−1) = i`, σ(i`) = i1 és σ(i) = i, ha i /∈ {i1, i2, ..., i`}. Azt mondjuk, hogy
ekkor σ egy `-hosszúságú ciklus, jelölés σ = (i1 i2 ... i`) és az Oσ = {i1, i2, ..., i`} halmazt a σ pályájának vagy
orbitjának nevezzük.

8.B.6. Példák. • A

γ = (1 5 3 6) =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 6 4 3 1 7 8

)
∈ S8

permutáció egy 4 hosszúságú ciklus.
• A

σ =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 5 6 4

)
∈ S6

permutáció, lásd 8.B.3., nem ciklus, de felbontható ciklusok szorzatára: σ = (1 3)(2)(4 5 6).
• Minden transzpoźıció egy 2 hosszúságú ciklus: τij = (i j).
A γ ciklus hossza akkor és csak akkor 1, ha γ = e az identikus permutáció. Ha γ egy ciklus, akkor minden

i ∈ Oγ esetén γ = (i γ(i) γ2(i) ... γ`−1(i)) és γ`(i) = i.
8.B.7. Tétel. Egy ` hosszúságú ciklus felbontható `− 1 transzpoźıció szorzatára, ı́gy előjele (−1)`−1.

41
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Bizonýıtás. Azonnali, hogy σ = (i1 i2 ... i`) = (i1 i`)(i1 i`−1)...(i1 i2). Mivel sgn(τij) = sgn(i j) = −1,
következik, hogy sgn(σ) = (−1)`−1. ¤

A γ = (i1 i2 ... i`) és δ = (j1 j2 ... jm) ciklusok akkor és csak akkor diszjunktak, ha orbitjaik diszjunktak, azaz
ha {i1, i2, ..., i`} ∩ {j1, j2, ..., jm} = ∅.

8.B.8. Feladat. H Határozzuk meg az Sn-beli ` hosszúságú ciklusok számát.
Válasz. (`− 1)!

(
n
`

)
.

8.C. Felbontási tétel
8.C.1. Tétel. Minden n-edfokú permutáció feĺırható diszjunkt ciklusok szorzataként és ez a feĺırás egyér-

telmű, eltekintve a ciklusok sorrendjétől.
8.C.2. Példa. • A

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 2 6 5 9 1 8 7 4

)
∈ S9

permutáció orbitjai O1 = {1, 3, 6}, O2 = {2}, O3 = {4, 5, 9}, O4 = {7, 8} és σ = (1 3 6)(2)(4 5 9)(7 8) =
(7 8)(1 3 6)(4 5 9), ahol az 1 hosszúságu ciklus elhagyható.

Ennek a permutációnak a t́ıpusa (1, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
Általában, azt mondjuk, hogy a σ ∈ Sn permutáció t́ıpusa (k1, k2, ..., kn), ha σ felbontható k1 számú 1

hosszúságú, k2 számú 2 hosszúságú,..., kn számú n hosszúságú diszjunkt ciklus szorzatára, akol k1 + 2k2 + ... +
nkn = n.

8.C.3. Következmény. A transzpoźıciók halmaza generálja Sn-et, azaz minden n-edfokú permutáció
feĺırható transzpoziciók szorzataként, de ez a felbontás nem egyértelmű.

Bizonýıtás. Az előző Tétel alapján elegendő belátni, hogy minden nemtriviális (nem 1 hosszúságú) ciklus
előálĺıtható transzpoźıciók szorzataként, de ez következik a 8.B.7-ből. Ez a felbontás nem egyértelmű, mert
például (1 2 3) = (1 3)(1 2) = (1 2)(1 3)(2 3)(1 2). ¤

Ha egy σ permutáció páros (páratlan), akkor σ-nak bármely transzpoźıciók szorzata-
ként való feĺırásában a tényezők száma páros (páratlan).

8.D. Feladatok
H 1. Ha n ≥ 3, akkor Sn nem kommutat́ıv csoport, mi több, Sn centruma Z(Sn) = {e}. Ha n ≥ 4, akkor

Z(An) = {e}.
Megoldás. Tegyük fel, hogy ∃σ ∈ Z(Sn) : σ 6= e⇒∃i : j = σ(i) 6= i. Mivel n ≥ 3, következik, hogy

∃k 6= i, k 6= j, és tekintsük a τ = (j k) transzpoźıciót. Akkor (στ)(i) = σ(τ(i)) = σ(i) = j és (τσ)(i) =
τ(σ(i)) = τ(j) = k, ellentmondás.

F Ha ∃σ ∈ Z(An) : σ 6= e⇒∃i : j = σ(i) 6= i. Mivel n ≥ 4, következik, hogy ∃k, ` úgy, hogy i, j, k, ` páronként
különbözők, s legyen τ = (j k `) ∈ An. Akkor (στ)(i) = σ(τ(i)) = σ(i) = j és (τσ)(i) = τ(σ(i)) = τ(j) = k,
ellentmondás. F

H 2. Mutassuk meg, hogy a következő halmazok generálják An-et:
a) a 3 hosszúságú ciklusok,
F b) {(1 2 3), (1 2 4), ..., (1 2 n)}. F
Megoldás. a) Ha a, b, c különbözőek, akkor (ab)(b, c) = (abc), (a, b)(c, d) = (cad)(abc), ezért bármely 2

transzpoźıció szorzata feĺırható 3-ciklusok szorzataként, és használjuk, hogy minden páros permutáció páros
számú transzpoźıció szorzata.
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9. Struktúratételek
9.A. A diédercsoport
Legyen n ∈ N, n ≥ 3 és legyen Pn egy szabályos n-szög az S śıkban. Tekintsük a Pn egybevágósági

transzformációit, vagyis az olyan távolságtartó f : S → S függvényeket, amelyek a Pn sokszöget önmagába
viszik át.

A1

A2

A3

An

O

..........
.........
.........
.........

2π/n

5. ábra

A Pn egybevágósági transzformációi a kompoźıció művelettel egy 2n-edrendű nemkommutat́ıv csoportot
alkotnak, amelyet n-edfokú diédercsoportnak nevezünk. Jelölés: (Dn, ◦) vagy (Dn, ·).

Valóban, legyen O a Pn középpontja és legyenek A1, A2, ..., An a csúcsai, lásd 5. ábra. Minden ilyen f
transzformációt meghatározza az, hogy hova kerül két csúcs, pl. A1 és A2, tehát f -et meghatározza f(A1) és
f(A2).

Jelölje ρ = ρ2π/n a O körüli 2π/n szöggel való rotációt (tehát ρ(A1) = A2, ρ(A2) = A3) és jelölje σ az OA1

egyenesre való tükrözést (σ(A1) = A1, σ(A2) = An).
Akkor ρk = ρ2kπ/n a 2kπ/n szöggel való rotáció, ahol 1 ≤ k ≤ n − 1 (itt ρk(A1) = Ak+1, ρ

k(A2) =
Ak+2, ahol konvenció: An+1 = A1) és ρn = ρ0 = e az identikus transzformáció. Továbbá σ2 = e és
e, ρ, ..., ρn−1, σ, ρσ, ..., ρn−1σ különböző transzformációk. Valóban, ha 0 ≤ k ≤ n − 1, akkor (ρkσ)(A1) =
ρk(σ(A1)) = ρk(A1) = Ak+1 és (ρkσ)(A2) = ρk(σ(A2)) = ρk(An) = Ak.

Ha most f egy tetszőleges egybevágósági transzformáció és f(A1) = Aj+1, ahol 0 ≤ j ≤ n−1, akkor f(A2)-re
két lehetőség van: f(A2) = Aj vagy f(A2) = Aj+2, ahol konvenció: A0 = An, An+1 = A1. Tehát f vagy a ρj

rotáció vagy a ρjσ transzformáció. Tehát f = ρj vagy f = ρjσ.
Ezzel igazoltuk, hogy az n-edfokú Dn diédercsoportra |Dn| = 2n és

Dn = {e, ρ, ρ2, ..., ρn−1, σ, ρσ, ρ2σ, ..., ρn−1σ},

ahol ρ és σ az előbbiekben definiált transzformációk.
Megjegyzések: 1. Itt ρkσ egy t szimmetriatengelyre való tükrözés. Ha k = 2m − 1 páratlan, akkor t az

AmAm+1 szakasz felezőmerőlegese, ha pedig k = 2m páros, akkor t az OAm+1 egyenes.
2. Igazoljuk, hogy σρ = ρn−1σ = ρ−1σ. Valóban, (σρ)(A1) = σ(ρ(A1)) = σ(A2) = An, (ρn−1σ)(A1) =

ρn−1(σ(A1)) = ρn−1(A1) = An és (σρ)(A2) = σ(ρ(A2)) = σ(A3) = An−1, (ρn−1σ)(A2) = ρn−1(σ(A2)) =
ρn−1(An) = An−1. A második egyenlőség pedig ρn = e miatt igaz.

3. A ρn = e, σ2 = e és σρ = ρn−1σ összefüggések meghatározzák Dn művelettábláját.
4. Ugyanakkor ρkσ inverze önmaga: (ρkσ)−1 = ρkσ, azaz (ρkσ)2 = e, 0 ≤ k < n. Ez következik abból,

hogy ρkσ egy szimmetriatengelyre való tükrözés, lásd fennebb, és számolással is igazolható: (ρkσ)2 = ρkσρkσ =
ρk(σρ)ρk−1σ = ρk(ρ−1σ)ρk−1σ = ρk−1σρk−1σ = ... = ρσρσ = ρ(σρ)σ = ρ(ρ−1σ)σ = σ2 = e.

5. A Dn diédercsoport absztrakt defińıciója a következő :

Dn = {e, x, x2, ..., xn−1, y, xy, x2y, ..., xn−1y},

ahol xn = y2 = e, yx = xn−1y. Másképp:

Dn = 〈x, y|xn = y2 = e, yx = xn−1y〉.
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Itt x és y a generálóelemek és rájuk a fenti definiáló relációk vonatkoznak.
6. Ha a Pn sokszög csúcsait 1, 2, ..., n-nel jelöljük, akkor minden f transzformáció egy Sn-beli permutáció.

Így Dn azonośıtható Sn egy részcsoportjával (izomorf vele).
7. Ha n = 3, akkor mivel D3 ≤ S3 és |D3| = 6, következik, hogy D3 = S3, pontosabban D3 ' S3.
Definiálhatjuk a D2 és D1 csoportokat is. D2 az olyan téglalap transzformációcsoportja, amely nem négyzet,

ez éppen a Klein-csoport: D2 = 〈x, y|x2 = y2 = e, yx = xy〉, |D2| = 4.
Továbbá D1 az egyenlőszárú (nem szabályos) háromszög transzformációcsoportja. Ez két transzformációból

áll: az e identikus (0◦-kal való rotáció) és az alap felezőmerőlegesére vett s szimmetria, ahol s2 = e. Itt
D1 = {e, s}, |D1| = 2.

9.A.2. Feladat. H a) Késźıtsük el D4 művelettábláját.
F b) Határozzuk meg D4 részcsoportjait és normálosztóit.
Megoldás. a)

D4 = {e, ρ, ρ2, ρ3, σ, ρσ, ρ2σ, ρ3σ},
ahol ρ4 = e, σ2 = e, σρ = ρ3σ.

F b) D4 részcsoportjainak rendje 1, 2, 4, 8 lehet. Ezek H1 = {e}, a másodrendű részcsoportok H = {e, x}
alakúak, ahol x2 = e. Öt ilyet találunk: H2 = {e, σ}, H3 = {e, ρσ}, H4 = {e, ρ2σ}, H5 = {e, ρ3σ}, H6 = {e, ρ2}.

A negyedrendű részcsoportok H = {e, x, x2, x3}, x4 = e alakú ciklikusak vagy Klein-félék: H = {1, x, y, xy},
ahol x2 = y2 = e, xy = yx. Egy ciklikus részcsoport van: H7 = {e, ρ, ρ2, ρ3} és 2 Klein-féle: H8 = {e, ρ2, σ, ρ2σ}
és H9 = {e, ρ2, ρσ, ρ3σ}.

Van még a H10 = D4 részcsoport.
A fenti 10 részcsoportból 6 normálrészcsoport: H1, H10 a triviálisak, H7, H8,H9 indexe 2, H6 pedig két

normálrészcsoport metszete: H6 = H7 ∩H8. A többi 4, tehát H2,H3,H4,H5 nem normálrészcsoport, mert pl.
ρσρ−1 = ρσρ3 = ρ(σρ)ρ2 = ρ(ρ3σ)ρ2 = ρ4σρ2 = σρ2 = ρ3σρ = ρ2σ /∈ H2.

Megjegyzés: {e, σ}E {e, ρ2, σ, ρ2σ}ED4 (rendre 2 indexűek), de {e, σ} 6 ED4. F
9.B. A 2p rendű csoportok
A csoportelmélet egyik fontos feladata az összes létező csoportt́ıpus léırása. Láttuk már, hogy csak egyfajta

pŕımszámrendű csoport létezik. Tehát egy-egy olyan csoport van, amelynek rendje 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...,
ezek ciklikusak (és kommutat́ıvak).

Nézzük most a 2p rendű csoportokat, ahol p pŕımszám. Szükségünk van a következő eredményre:
9.B.1. Tétel. Legyen (G, ·) egy véges csoport úgy, hogy ∀x ∈ G : x2 = e. Akkor G kommutat́ıv és létezik

k ∈ N úgy, hogy |G| = 2k.
Bizonýıtás. ∀x, y ∈ G : e = (xy)2 = xyxy, e = ee = x2y2 = xxyy⇒xy = yx.
A második álĺıtást |G| = n-szerinti indukcióval bizonýıtjuk. Ha |G| = 1 vagy |G| = 2, akkor az álĺıtás igaz.

Tegyük fel, hogy az álĺıtás igaz minden n-nél kisebbrendű csoportra és legyen |G| = n. Legyen x ∈ G, x 6= e és
N = 〈x〉 az x által generált részcsoport, N = {e, x}, hiszen x2 = e. Továbbá G kommutat́ıv, ezért NE G és
G/N = |G|/2 = n/2 < n és ∀yN ∈ G/N : (yN)2 = y2N = eN = N , ami a G/N faktorcsoport egységeleme.

Így G/N -re alkalmazva az indukciós feltételt: |G| = 2k, ahonnan |G| = |G/N ||N | = 2k+1. ¤
A következő tétel a a diédercsoport fontosságára is ráviláǵıt.
9.B.2. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = 2p, ahol p ≥ 2 pŕımszám, akkor G ' (Z2p, +) vagy G ' (Dp, ◦).
F Bizonýıtás. Minden x ∈ G elem rendje osztója a csoport rendjének (Tétel), azaz ∀x ∈ G : o(x) = 1, 2, p

vagy 2p. Ha ∃x ∈ G : o(x) = 2p, akkor G ciklikus: G = 〈x〉 ' (Z2p, +).
Ellenkező esetben ∀x ∈ G, x 6= e : o(x) = 2 vagy o(x) = p. Ha p = 2, akkor ∀x ∈ G, x 6= e : o(x) = 2 és a

művelettábla elemzésével a D2 ' Z2 ×Z2 Klein-féle csoportot kapjuk.
Ha p ≥ 3, akkor |G| 6= 2k és az előző Tétel alapján következik, hogy létezik x ∈ G : o(x) = p és legyen

N = 〈x〉 = {e, x, x2, ..., xp−1}. Mivel |N | = p, ezért |G/N | = 2, azaz N egy 2 indexű részcsoport, ezért NE G,
lásd 6. szakasz, és ∀y ∈ G \ N : G/N = {N, yN}, yN = Ny, (yN)2 = N (mert (yN)2 = yN⇒yN = N , nem
lehet) és (yN)p = yN (p páratlan). Ugyanakkor yx ∈ yN⇒yN = (yx)N . Tehát yp 6= e, (yx)p 6= p, s mivel
minden elem rendje 2 vagy p, következik, hogy o(y) = o(yx) = 2.

Továbbá, yx ∈ yN = Ny⇒∃k ∈ {1, 2, ..., p − 1} : yx = xky, itt k 6= 0, mert k = 0-ra yx = y⇒x = e,
ellentmondás. Itt e = (yx)2 = yxyx = xky2x = xk+1, tehát o(x) = p = k + 1⇒k = p− 1, yx = xp−1y.

Így G = N ∪Ny = {e, x, x2, ..., xp−1, y, xy, ..., xp−1y}, ahol o(x) = p, o(y) = 2 és yx = xp−1y, tehát G ' Dp,
a diédercsoport. ¤F
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Tehát két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4, 6, 10, 14, 22, ..., ezek egyike ciklikus, a másik a diéderc-
soport.

9.C. A p2 rendű csoportok
Igazolható továbbá:
9.C.1. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = p2, ahol p ≥ 2 pŕımszám, akkor G kommutat́ıv és G ' (Zp2 , +)

vagy G ' (Zp ×Zp, +). ¤
Tehát két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4, 9, 25, ..., ezek kommutat́ıvak, az egyik ciklikus, a másik

két ciklikus csoport direkt szorzata.
A legkisebb rendű csoport, amely nem szerepel a fentiekben, a 8-adrendű. Igazolható, hogy a G kommutat́ıv

esetben 3 lehetőség van: G ' (Z8,+) ciklikus, vagy G ' (Z2 ×Z4, +) vagy G ' (Z2 ×Z2 ×Z2, +). Ha G nem
kommutat́ıv, akkor 2 eset van: G ' D4 a diédercsoport vagy G ' Q a kvaterniócsoport.

Továbbá a 12 elemű csoportok száma 5, 15 elemű csoport egyféle van, a ciklikus csoport, a 16 elemű csoportok
száma pedig 14. Ezek meghatározása több előismeretet és több számolást igényel.
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