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4. Részcsoportok

4.A. Csoport részhalmazainak félcsoportja
Legyen (G,-) egy csoport és tekintsiikk G részhalmazait. Ha H K C G (H,K € P(G)) definidljuk ezek
szorzatat igy:
HK ={hk:he H ke K}.

Ha H = {h} egy elembdl &ll, akkor jel6lés:
hK = {hk: k € K).

Ha H = () vagy K = (), akkor HK = ().

Ha G egy csoport, akkor Vg € G : gG = Gg = G (mert gG C G evidens és Vy € G : y = g(g~'y) € gG, tehat
G C gG, ahonnan G = gG, hasonléan a masik).

Additiv jelsléssel, ha H és K a (G, +) csoport részhalmazai és h € G, akkor

H+K={h+k:heHkecK}, h+K={h+k:keK}

Ha Hq,Hs,Hs C G, akkor (H1H)Hs = H;(H2Hs), ez kovetkezménye az elemek szorzdsa asszociati-
vitdsdnak. Tovébbd eH = He = H minden H C G-re. Eszerint (P(G),-) egy egységelemes félcsoport. Egy
csoport részhalmazait régebbi konyvekben komplexusoknak is nevezik.

Ha H € P(G), akkor jelolés: H=1 = {h~! : h € H}. Megjegyezziik, hogy ha H, K C G, akkor (HK)™! =
K 'H™ ! mert (HK) "' ={(hk) ' :he H ke K}={k'h"':heHkecK})=K 'H L

H~! 4ltaldban nem a H inverze a (P(G),-) félesoportban. Ha H = {h} egyelemfi, akkor invertdlhaté és
inverze éppen {h~'} = H~!. Ha H legalabb kételemt, akkor nem invertdlhatd, lasd kovetkezd Feladat.

4.A.1. Feladatok. v 1. Ha H legaldbb kételemfi, akkor nem invertalhaté a (P(G),-) félcsoportban.

v 2. Ha G egy csoport és H,K C G, akkor ( HUK) ' =H UK l'é (HNK)'=H'NnK1!

4.B. Részcsoportok jellemzése

A részcsoport fogalmat a 3.F. szakaszban definidltuk.

4.B.1. Tétel. (részcsoportok jellemzése) Ha (G, -) egy csoport és H C G, akkor egyenértékiiek a kovetkezd
allitasok:

1) H < G, azaz H részcsoport,

2)H+#() ésVx,y € H=>xy € H,x~' € H,

3) H+# 0 ésVa,y € H=ay ' € H.

Bizonyitas. ”1) = 2)” Ha H < G, akkor e € H # () (Tétel) és definicié alapjan Va,y € H : zy € H.
Ugyanakkor =1 € H,Vz € H (Tétel).

"2) = 3)” a feltételek alapjan H # () evidens, tovabba Vz,y € H :y~t € H ésay~! € H.

"3) = 1) H # 0, ezért létezik v € H és e = zozy" € H. Tovébbd, Yo,y € H : y~! = ey™' € H,
vy = x(y~1)"t € H, ezért H zart a miiveletre nézve. A miivelet asszociativ H-ban, mert G-ben az, létezik
egységelem H-ban, mert e € H, és minden H-beli z-nek van inverze: x=!' € H. [

Megjegyzés. A Tétel 2) pontjaban szerepld feltétel igy is frhaté: HH C H és H~ C H, a 3) pontban pedig:
HH~! C H. Ezekben egyenl8ség is irhat6, pontosabban igaz a kvetkezd

4.B.2. Tétel. (részcsoportok jellemzése ijra) Ha (G,-) egy csoport és H C G, akkor egyenértékiiek a
kovetkezé allitasok:

1*) H < G, azaz H részcsoport,

29)H£0, HH=H és H™' = H,

3*) H#0) és HH ! = H.

Bizonyitds. "1*) = 2*)” Ha H < G, akkor az el6z6 tétel szerint H # (), HH C H és H-! C H. Tovabba
Vh € H:h=hee€ HH, tehat H C HH. Ugyanakkor H C H~! mert Vh € H : h = (h=')"! € H~!, hiszen
H < G miatt h~1 € H.

"2*) = 3*)” Azonnali 2*) alapjén: HH~'= HH = H.

"3%) = 1*)" HH=' = H=HH ! C H és alkalmazzuk az eléz6 tétel "3) = 1)” implikaciéjat. O

4.B.3. Példa. e Ha (G, ) egy csoport és H = Z(G) = {g € G : gx = xg, Vx € G}, akkor Z(G) < G, Z(G)
a G csoport centruma, l4sd 3.F.6. Feladat. G akkor és csak akkor kommutativ, ha Z(G) = G.

Belatjuk, hogy Z(G) < G. Valéban, alkalmazva a jellemzési tételt: e € Z(G) # 0, mert Vo € G : ex = ze
(= z); ha g,h € Z(G), akkor Yz € G : (gh)z = g(hz) = g(zh) = (gz)h = (xg)h = z(gh)=gh € Z(G) és ha
g€ G, akkor Vo € G: g7l = (z71g)7t = (g2~ 1) =x¢~ !, innen g7 € Z(G).
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4.B.4. Feladat. V¥ Legyen (A,+) egy Abel-csoport és B,C < A. Igazoljuk, hogy a B+ C = {b+c:
b € B,c € C} halmaz az A részcsoportja (ez a B és C osszege). A (Z,4+) csoportban mi lesz 27 és 37Z
(dltaldnosabban nZ és mZ) osszege 7

% Mi annak a feltétele, hogy egy tetszOleges csoport két részcsoportjanak szorzata részcsoport legyen ? Erre
ad vélaszt a kovetkezd

4.B.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és H/ K < G. Akkor HK <G < HK = KH.

Bizonyitds. Legyen H, K < G. Ha HK < @G, akkor 4.B.2. szerint HK = (HK)™' = K~'H ! = KH.
Ha pedig HK = KH, akkor (HK)(HK) = H(KH)K = HHK)K = (HH)(KK) = HK és (HK)~! =
K- 'H '= KH = HK és kapjuk, hogy HK < G. O

Ha G Abel-csoport, akkor a HK = KH feltétel automatikusan teljesiil és H K mindig részcsoport, ez az
adott részcsoportok szorzata, lasd 4.B.4., ott additiv az irdsmod.

4.B.6. Tétel. Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus.

a) ha H < G, akkor f(H)={f(h) :he H} <&,

b) f(G) < G’, tehdt csoport homomorf képe csoport,

c) ha H < G', akkor f~Y(H')={ge€ G: f(9) e H'} <G.

Bizonyitas. Haszndljuk a részcsoportok jellemzési tételét: elég belatni, hogy

a) e € H miatt f(e) =e' € f(H) # 0, tovabbd Vz,y € H : f(x)f(y)~t = f(z)f(y~1) = f(zy~?t) € f(H).

b) az el6z8 speciélis esete: H = G.

c)e € fYH') # 0, mert f(e) = ¢ € H', tovabba Vz,y € f~1(H') : f(z),f(y) € H' és f(zy™') =
f@)fy)~t e H', ezért zy~t € f~1(H'). O

4.B.7. Feladat. Ha (G,-) egy csoport, akkor (Aut(G), o) < (Sg,0).

4.C. Csoportmorfizmus magja és képe

Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor a Ker(f) = {z € G : f(z) = €'} halmaz az f magja,
Im f = f(G) = {f(z) : x € G} pedig az f képhalmaza vagy képe, 14sd 3. dbra.

3. abra
4.C.1. Tétel. Ha [ : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor
a) Ker f <G,
b) Im f < G,

tehdt minden csoportmorfizmus magja és képe (csoport homomorf képe) részcsoport.

Bizonyitds. A 4.B.6. kovetkezménye. Legyen H = G és H' = {¢'}, amelyre Ker f = f~1({e}). O

4.C.2. Feladat. Legyen [ : G — G’ egy csoportmorfizmus. f akkor és csak akkor injektiv, ha Ker f = {e}.

Megoldas. "=" e € Ker f, mert f(e) = €. Tegyiik fel, hogy = € Ker f, akkor f(z) = ¢ = f(e), s mivel f
injektiv, kovetkezik, hogy = = e.

"< Legyen z,y € G gy, hogy f(x) = f(y). Akkor f(z)f(y)~' = ¢, f(zy~') = €', ahonnan zy~! = e,
x =y, tehat f injektiv.

4.D. Ciklikus csoportok részcsoportjai

Most igazoljuk, hogy egy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus, pontosabban:

4.D.1. Tétel. (A ciklikus csoportok részcsoportjai) Egy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.
Tovabba

1) Ha G = {2 : k € Z} végtelen ciklikus csoport, akkor G-nek végtelen sok részcsoportja van és ezek a
kévetkezSk: H,, = (™) = {a*™ : k € Z}, ahol m € IN.
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2) Ha G = {e,x,2%,...,2" '} egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G részcsoportjainak szama egyenlé n
pozitiv osztéinak szaméval és a részcsoportok a kovetkez8k: H,, = (™) = {e,z™, x*>™,...,a" "™}, ahol m € IN*,
m|n, itt H,, rendje n/m.

Bizonyitas. Legyen G = (x) egy ciklikus csoport és legyen H < G. Ha H = {e}, akkor H = (e) ciklikus.

Ha H # {e}, akkor létezik y € H \ {e} és ez az elem eldall x valamilyen hatvanyaként: 3k € Z : y = 2*,
ahol k # 0, mert 2° = e. Ekkor 2% = (z71)¥ € H, mert H részcsoport. A k és —k koziil az egyik pozitiv,
ezért M = {k € N* : ¥ € H} nemiires. Legyen m = min M. Megmutatjuk, hogy H = (x™), ami ciklikus.

Valéban, ™ € H = (z™) C H. Forditva, Yh € H = h = 2°,£ € Z és legyen { = mq + r, ahol q,r € Z,
0 < r < m (maradékos osztds tétele). Akkor " = x/~™¢ = z%(2™)~7 € H. De akkor m minimalitdsibél
kovetkezik, hogy r = 0, ahonnan h = (2™)? € (z™).

% 1) Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a H,, = (2™), m € IN részcsoportok mind kiilonbozdek. Ttt
Hy = (e) ={e}, H = (x) =G.

2) Ha G = {e,z,22,..., 2" '} véges ciklikus csoport, akkor 2" = e € H,, minden m-re, ezért n = mk alakd,
azaz m|n. H,, elemei tehat z%, ahol 0 < u < n/m — 1, mert u = n/m-re x("/"™"™ = g™ = ¢. Ha m|n, akkor a
H,,-¢ek kiilonboz6 részesoportok, itt Hy = (x) = G, H, = (2") = (e) = {e}. % O

Megjegyzés. 4.D.1. 2)-ben H,, {gy is megadhaté: H,, = {g € G : g"/™ = e}, ahol m/|n.

4.D.2. Példék. e A (Z,+) ciklikus csoport részcsoportjai: nZ = {nk : k € Z}, ahol n € IN, itt 0Z = {0},
17 = 7.

e A (Z,,+), n € N*, ciklikus csoport részcsoportjai: H,, = {ﬁ,m, 2/771, ceey m}, ahol m|n.

4.D.3. Feladat. v Adjuk meg (Zg, +) részcsoportjait.

Vialasz. Hy = {0,1,2,3,4,5} = Z¢, H, = {0,2,4}, Hs = {0,3}, Hg = {0}.

4.E. Generalt részcsoport

Ha (G,-) egy csoport és Hy, Hy részcsoportok, akkor lattuk, hogy H; U Hy dltaldban nem részcsoport.
Tekintsiik ezért azt a legkisebb (a bennfoglaldsra nézve) részcsoportot, amely tartalmazza Hi-et és Ho-6t.
Altalémosabban, definidljuk egy adott részhalmazt tartalmazoé legkisebb részcsoportot a kovetkezoképpen:

Legyen (G, -) egy csoport és X C G. Akkor

(X)=n{H:H<G,XCH}

részesoportja G-nek 3.F.5. szerint, neve az X altal generdlt részcsoport, X neve generatorrendszer. Ez az
X-et tartalmazé Osszes H részcsoport metszete, tehat a legkisebb olyan részcsoport, amely tartalmazza X-et.

Ha X = {z}, akkor (X) = (z) neve ciklikus részcsoport vagy az x elem dltal generdlt részcsoport, amit
mér kordbban definialtunk. Megjegyezziik, hogy (0) = {e}.

Ha X véges halmaz, akkor (X) végesen generalt részcsoport.

Az aldbbi allitdsok kovetkeznek a definiciokbol:

4.E.1. Tétel. (a generdlt részcsoport tulajdonsdgai) Ha (G,-) egy csoport és X C G, akkor

a) (X)< G, XC(X),

b) ha X C H és H < G, akkor (X) < H,

c) legyen H C G, akkor H < G < (H)y=H. O

Fontos tudni hogyan kapjuk meg az X &ltal generdlt részcsoportot, ha ismerjiik az X elemeit. (X) tartalmaz
minden 2 € X elemet, ezek inverzeit és véges sok X UX ~!-beli elem szorzatat is. Ezek mar G egy részcsoportjat
alkotjak. Pontosabban:

4.E.2. Tétel. Ha (G,-) egy csoport és ) # X C G, akkor

(X) = {z29..0pn € N* 2, € X UX 1 V1 <i <n},

ahol X! = {27 Y2 € X}, azaz (X) az Osszes olyan véges sok tényezbs szorzatbdl all, amelyeknek tényezsi X -
beli elemek vagy ezek inverzei (médsképp: az X-beli elemek pozitiv és negativ kitevés hatvdnyainak szorzataibdl
all).

% Bizonyitds. (részletesen) Legyen

K ={z1zy..x,n € N* z; € X UX 1 V1 <i<n}

Ez tartalmazza X-et: X C K, hiszen minden z € X-re = egytényezds szorzat (n = 1). Megmutatjuk, hogy
K < G. Valéban, X-nek van legaldbb egy x eleme és xx~! = e € K # (), tovabbé:

Vo = 2129 Zn, Y = Y1YoYm € K = 2y~ ' = 210020 (Y192 Ym) "+ =
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-1, -1 —1
= X102 TnYy, YY1 € K.

(részcsoportok jellemzési tétele ) Ezért (X) =K N( )N( )N..és (X) C K, pontosabban (X) < K.

Beldtjuk még, hogy K a legkisebb olyan részcsoport, amely tartalmazza X-et, azaz VH < G, X C H esetén
K C H. Valéban, ekkor Vy € K = y = z123...7,, alaki, ahol x; € X U X! és kapjuk, hogy y € H, mert H
részcesoport. Tehat K C (X).

A fentiek szerint (X) = K. Oy

Ha w1, ..., x,, paronként felcserélhetd elemek (specidlisan, ha a csoport kommutativ), akkor

(a1, n}) = (@1, oy ) = {2 -2k ey € 7).

Additiv jeloléssel:
(@1, ey ) = {121 + oo + kg, ki € 7}

Az X = {2} esetben az x elem &ltal generalt részcsoport: (x) = {2 : k € Z}, amit mar ldttunk.
Additiv jeloléssel a tétel a kovetkezo :

(Xy={xr1+z2+..+axpneN" 2z, € XU(—X),V1 <i<n},

ahol —X = {—z|z € X}, tovdbba (z) = {kz : k € Z}.

* 4.E.3. Tétel. Ha G egy csoport, H, K < G és HK = KH, akkor (HUK) = HK.

Bizonyitas. Ha HK = KH, akkor HK < G, lasd 4.B.5. H = He C HK,K = eK C HK, innen
HUK C HK, s mivel HK részcsoport, ezért (H U K) < HK. Tovadbba, Vhk € HK=hk € (H U K), innen
HK < (HUK). Kapjuk, hogy (HUK) =HK. O

4.E.4. Feladatok. v 1. a) Ha f : G — G’ egy homomorfizmus és X C G, akkor f((X)) = (f(X)).

b) Ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, azaz ha f : G — G’ egy homomorfizmus és G ciklikus, akkor
f(G) is ciklikus.

Megoldas. a) X C (X), ezért f(X) C f((X)). Mivel (X) < G és f morfizmus kovetkezik, hogy f((X)) <
G'. Kapjuk, hogy (f(X)) C f((X)).

Forditva: igazoljuk, hogy f(( )) € (f(X))). Legyen Vg € (X) és kérdés, hogy f(g9) € (f(X)). Itt
g =21+ @0, ahol 7 € XUX 165 f(g) = f(21) - f(@a), ahol f(z:) € F(X) vagy f(z:) € F(X1) = (F(X) L,
tehdt f(g) € (F(X)).

b) a fenti specidlis esete: ha G = (x) ciklikus, akkor f(G) = f({x)) = (f(x)) ciklikus.

Vv 2. Igazoljuk, hogy (@, +) nem végesen generalt csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Q = (q1,...,¢») = {k1q1 + ... + krqr : ki € Z}, ahol ¢; = 7+, (m;,n;) = 1, adott
racionalis szamok. '

Legyen q = € Q. Akkor 3k; € Z :

2n1 Mg

kmn Ny + oo+ Epmpng.ng._
q—k1q1+ —|—k,q,—k1——|— +I€ 171782 0by rlToplt] 71.
T, n1...Ny

Innen % = kimins..n, + ... + k,mynq..n,._1 € Z, ellentmondas.

4.F. Elemek és részcsoportok konjugaltjai

Legyen (G,-) egy csoport. Ha z,y € G, akkor azt mondjuk, hogy = konjugdlt az y elemmel, jelolés x ~ y,
ha 3g € G : y = gzg~'. Ez egy ekvivalenciareldcié a G-n és az x € G ekvivalenciaosztalydnak elemeit, azaz a
gxg~ ' elemeket, ahol g € G, az = elem konjugéltjainak nevezziik, jelolés: 9z = grg™'.

4.F.1. Feladat. V i) Igazoljuk, hogy "~” ekvivalenciareldcié G-n.

ii) Jelolje = ekvivalenciaosztalyat . Mutassuk meg, hogy =7 = {z}<x € Z(G).

Megoldés. i) reflexivitds: @ ~ x, mert 3e € G : v = exe !,

szimmetria: ha x ~ y, akkor 3g € G : y = grg =1 = g lyg=y ~ ,

tranzitivitds: @ ~ y,y ~ 2=39,h € G :y = grg~', 2z = hyh~'=2 = h(gzg 1 )h ! = (hg)x(hg) ‘=z ~ 2.

ii) =" Feltételezziik, hogy T = {x}. Kérdés, hogy v € Z(G)&Vy € G : ay = ya&Vy € G 1o = yay~ 1 ?

Legyen yzy ' = 2=z ~ 2=z = x a feltételbédl, kész.
"<” Legyen Vo € Z(G). Akkor © € 7={z} C T (evidens). Kérdés: 2 C {zx} ? Vy e G:y~a=3gec G :y=
grg~t = xgg~! = x, hasznélva, hogy = € Z(G). Innen y = z=7 C {x}.

Hasonléan, ha H < G, akkor a H részcsoport konjugdltjai a gHg~! = {ghg~! : h € H} részhalmazok,
ahol g € G, jelolés IH = gHg~'. A H részcsoport konjugaltjai részcsoportok, ez kovetkezik az aldbbiakbdl.
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4.F.2. Tétel. Legyen G egy csoport.

a) Ha g € G, akkor 7, : G — G, 14(x) =9 = = gxg~
mus),

b) Ho H < G, g € G, akkor gHg™ ' < G.

Bizonyités. a) Minden 7, morfizmus, mert 7,(z122) = g(z122)g~ " =
= (92197 ") (92297 ") = 14(21)74(22), V21,29 € G. Tovdbbd ha y = grg™*
hogy 74 bijektiv és inverze éppen 7,1

b) gHg™' = 7,(H) < G a 4.B.6. alapjdn (csoport homomorf képe csoport). O

Azt mondjuk, hogy a H, K részcsoportok konjugdlt részcsoportok, jelolés H ~ K, ha dg € G : K =
gHg™".

4.F.3. Feladat. Vv Igazoljuk, hogy "~" ekvivalenciarelacié a G részcsoportjai halmazan.

L automorfizmusa G-nek (ennek neve belsé automorfiz-

, akkor = g~ 'yg, ahonnan kapjuk,

% 4.G. Abel csoport részcsoportjainak direkt 6sszege

Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Akkor B+ C ={b+c: b€ B,ce€ C} < A, liasd 4.B.4. Azt
mondjuk, hogy A direkt 6sszege B-nek és C-nek, ha minden a € A elem egyértelmiien felirhaté a = b+ ¢
alakban, ahol b € B, ¢ € C. Jelolés: A = B & C (multiplikativ irdsméddal A = B ® C, ekkor az elnevezés
direkt szorzat).

4.G.1. Tétel. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Akkor

1) a kovetkez6 allitdasok egyenértékiiek:

i)A=BaC,
ii) A=B+Cés BNC ={0},
iii) f: Bx C — A, f((b,c)) = b+ ¢ izomorfizmus,

2) ha A = B® C és A véges csoport, akkor |A| = |B| - |C].

4.G.2. Tétel. Ha G egy ciklikus csoport, |G| = mn, ahol (m,n) = 1, akkor G felbonthaté egy G = H @ K
direkt szorzatra, ahol H és K ciklikus részcsoportok és |[H| = m, |K| = n.

4.G.3. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk a 4.G.1. és 4.G.2. Aallitasokat.

Megoldas. 4.G.2. igazoldsa: Legyen G = (x> Igazoljuk, hogy G = (xm> (x™). Valéban, (m,n) =1
miatt Ir,s € Z: 1 = rm + sn és minden t-re zt = grtmTsin = (pm)rt(pn)st ( ™) (z™). Tovabbd, ha
ohm = 2t e (2™) N (2"), akkor PN = e, mn|k:m — {n, innen n|km és (m,n) = 1 miatt nlk, k = nu és
ahm = g — ¢, Tehat H = ("), K = (™).

2. i) Alkalmazzuk 4.G.2.-6t a (Z,n, +) csoportra és mutassuk meg, hogy Z,,,, ~ Z,, X Z,, ahol (m,n) = 1.

ii) Mutassuk meg, hogy a (Z,x,+) csoport, ahol p prim, & € IN*, nem bonthaté fel két valédi részcsoport
direkt szorzatdra (ez minden primhatvanyrendfi ciklikus csoportra is igaz).

Megoldas. ii) Tegyiik fel, hogy A = Z,» = B® C, ahol B,C < Z,x, |B| = p', |C| = p*, ahol 1 < t,s < k.
Itt p* = |A| = |B| - |C], lasd 4.G.1. Akkor B-ben minden elem rendje < p' (mi tobb, osztéja p‘-nek), C-ben
minden elem rendje < p® (osztéja p*-nek). Kovetkezik, hogy A minden a elemének rendje < prax(ts) — pr
ahol r < k. Valéban, minden a € A-rta a = b+ ¢, ahol b € B,c € C (egyértelmiiek) és p"a = p"(b+¢) =
p"t(p'h) + p"~*(p°c) = 0, innen a rendje < p". Ez ellentmond annak, hogy Z,. ciklikus, azaz van p*-adrendii
eleme. %

4.H. Cayley tétele

A kovetkez6 tétel a szimmetrikus csoport fontossagat mutatja:

4.H.1. Tétel. (Cayley) Minden (G, -) csoport bedgyazhaté egy szimmetrikus csoportba, pontosabban G
izomorf az Sg szimmetrikus csoport egy részcsoportjaval.

Bizonyitis. Ha a € G, legyen t, : G — G, t,(x) = ax (bal oldali transzlicid), amely bijektiv fiiggvény,
tehdt ¢, € Sg. Legyen ¢ : G — Sg, p(a) = t,.

Igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, Va,b € G : ¢(ab) = tqp, ahol Vo € G @ pap(z) = tap(x) =
(ab)z = a(bx) = ta(ts(2)) = (ta o 1) (z) = (p(a) © (b)) (z). Tehdt (ab) = ¢(a) o (b)

Tovébbé, ha ¢(a) = 1¢, akkor Vo € G : t,(x) = ax = x, innen a = e, ezért Ker ¢ = {e} és kovetkezik, hogy
 injektiv.

Az elébbiek alapjan G izomorf ¢(G)-vel, amely részcsoportja Sg-nek. [

% 4.I. Részcsoportok megfeleltetési tétele

Sziikségiink lesz a kovetkez6 tulajdonsagra:

4.1.1. Tétel. (részcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen [ : G — G’ egy sziirjektiv csoportmorfizmus.
Akkor minden K < G’ esetén létezik egy és csak egy H < G ugy, hogy Ker f < H és f(H) = K, nevezetesen
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H = f~YK). Tehdat H — f(H) bijektiv megfeleltetés G-nek a Ker f-et tartalmazé részcsoportjai és G
részcsoportjai kozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy adott K < G’-re létezik olyan H < G, amelyre Ker f < H és f(H) = K.
Akkor ez csak H = f~1(K) lehet. Valéban, Vh € H=f(h) € f(H) = K=h € f~Y(K)=H < f~}(K). Forditva,
Vo € fTHK)=f(z) € K = f(H)=3h € H : f(z) = f(h)=zh™! € Kerf < H, innen z = zh™'h € H,
fHK) < H.

Legyen most H = f~!(K). Tudjuk, hogy ez részcsoportja G-nek és Vo € Ker f=f(z) = ¢ € K=z €
f~YK) = H, tehdt Ker f < H.

f(H) = f(fY(K)) = K az f sziirjektivitdsa miatt igaz: ha x € H, akkor f(r) € K=f(H) C K, és
forditva, y € K=3z € G : f(x) = y (ide kell a sziirjektivitds), innen x € f~1(K) és y = f(x) € f(f~1K)) =
FH)=K C f(H). O

4.1.2. Feladat. a) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus, H < G és N = Ker f. Akkor f~1(f(H)) =
NH =HN.

b) Ha f : G — G’ egy sziirjektiv csoportmorfizmus és H' < G’, akkor f(f~*(H')) = H'.

Megoldas. a) Vz € f~Y(f(H))=f(x) € f(H)=3h € H : f(z) = f(h)=f(zh™!) = e=>zh™! € N=zh™!
ne€ N=zx=nhe NH.

Forditva, Vo = nh € NH=f(x) = f(n)f(h) = f(h) € f(H)=z € f~'(f(H)), tehat f~'(f(H)) = NH.

Tovabbd, f(H) < G'=f~1(f(H)) < G, 14sd Tétel, ezért NH < G és innen a 4.B.5. Tétel szerint NH = HN.

b) Alkalmazzuk a 4.1.1. Tételt. %

4.J. Feladatok

Vv 1. Legyen G csoport, H C G nemiires és véges. Igazoljuk, hogy H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha Vr,y € H=xy € H (azaz H zart részhalmaz).

Megoldas. A sziikségesség evidens. Az elégségesség: mivel H véges, ezért minden © € H elem H-ra
vonatkozé rendje véges, legyen oy () = n, ekkor 2" = e és 2! = 2"~ € H.

Vv 2. Egy végtelen csoportnak végtelen sok részcsoportja van.

Megoldas. Legyen G egy végtelen csoport. Ha 3o € G, o(x) = oo, akkor (z) ~ (Z,+) és ennek végtelen sok
részcsoportja van. Ellenkezd esetben Vo € G : o(x) < 0o, ekkor {(z) : # € G} részcsoportok végtelen halmaza.

Vv 3. Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G').

Megoldas. "C” Vy € f(Z(G))=3z € Z(G) : y = f(x). Kérdés: y € Z(G'), azaz Vz € G’ 1 yz = zy ?
JgeG:z=f(g9) ésyz = f(x)f(9) = f(zg) = f(gz) = f(g9)f(x) = zy. Hasonlban forditva.

% V 4. Legyen G egy csoport és H < G, H # G. Igazoljuk, hogy (G \ H) = G.

Megoldas. Legyen K < G és G\ H C K. Akkor K U H = G, ahol K, H < G. Kovetkezik, hogy K = G
vagy H = G, 1dsd 3.F.6/3. Feladat, itt H = G kizart, ezért K = G, kész. %

v 5. Legyen G egy véges Abel-csoport és P a G elemeinek szorzata: P = [[, ., 2. Igazoljuk, hogy:

1) P2 =e, P = HrEG,m:zfl Z,

ii) Alkalmazas: ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p) (Wilson-tétel),

ili) Ha |G| pédros, akkor Jx € G,z # e : o(x) = 2,

% iv) Legyen G ciklikus. Ha |G| pdratlan, akkor P = e, ha G péros, akkor P # e. %

Megoldas. i) Minden = € G,z # e elemet allitsunk parba az 21 inverzzel. Itt z = r71o2? = eo(x) = 2
és P=[],cqr = Hx#x,l(msfl) [Tesrz =1l 2, P2=T1],._ 2? =€

ii) Legyen p > 2 és tekintsiik a (Z7,-) csoportot. Itt 72 = Tep|(z? —1) = (z — 1)(z + 1)<p|(z — 1) vagy
pllz+1) o7 =1vagy T = p/f\l i)-et alkalmazva: 1-2-- p/f\l = }ﬁ, innen (p—1)!=p—1=—1 (mod p).

ili) Az i)-beli pérositéssal, most \G\ {e}| paratlan, tehdt 3z € G,x # ¢ : o(z) = 2.

* iv) Legyen G = (z) = {e,x,2?,...,2" '}, o(x) = |G| = n. Akkor P = [[,c.qoa = a!t?F-fn-1 =
z""=D/2 Ha |G| = n =2k +1 paratlan, a = gFERD — (g2k+1)k — ok — ¢ ha |G| = n = 2k péros,
P = gh@k=1) = g2k g=k — (g2k\kg—k — p=F £ ¢ (Masképp: o(z¥) = O(J;?k) =2&(o(x), k) = O(L)@k = O(I),
stb., 1ldsd kés6bb a képletet). %

% V 6. Minden m,n € IN* esetén

i) mZ C nZsn|m, it) mZNnZ = m,n]Z,

iii) ({m,n}) = mZ+nZ = (m,n)Z, ahol mZ+nZ részcsoportok dsszege, [m, n| és (m,n) az m és n legkisebb
koz6s tobbszorose, illetve legnagyobb kozos osztoja.

Megoldas. i) "= mZ C nZ=m € nZ=3j € Z : m = nj=n|m,

<" nlm=3j € Z: m =nj=VY mk € mZ : mk =njk € nZ.
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i) mZ NnZ = k7, mert két részcsoport metszete is részcsoport és minden részesoport ilyen alakd. Kérdés:
kE=[m,n]?

kZ C mZ miatt i) alapjdn m|k és hasonléan kZ C nZ miatt szintén i) alapjan n|k, tehédt k kozos tobbszorose
m-nek és n-nek.

Legyen ¢ egy tetszOleges kozos tobbszords: m|l, n|l. Akkor i) szerint £Z C mZ, {7 C nZ, innen (7 C
mZ NnZ = kZ, ahonnan tjra i)-b8l k|¢ adédik, ezért k a legkisebb kozos tébbszoros.

ili) Tétel alapjan ({m,n}) = {mk+nl: k,l € Z} = mZ + nZ, ez részcsoport, tehdt dZ alki. Megmutatjuk,
hogy itt d = (m,n). mZ C dZ miatt i)-bdl d|m és hasonléan d|n, tehdt d kozos osztod.

Legyen 6 egy tetszéleges kozos oszt6: d|m, d|n. Akkor i) szerint mZ C §Z, nZ C 07, innen mZ + nZ =
dZ C 7, ahonnan tjra i)-b6l d|d, azaz d a legnagyobb kozos osztd. %k
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5. Mellékosztalyok, Lagrange tétele

5.A. Bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok
Legyen (G, -) egy csoport, H < G egy adott részcsoport és x € G. Az

xoH ={xh:he H} és Hx={hzx:he H}

részhalmazokat az x elem H szerinti bal oldali, illetve jobb oldali mellékosztalyainak nevezziik.

Azonnali, hogy ha a csoport kommutativ, akkor xH = Hx minden = € G-re.

5.A.1 Feladat. ¥ Ha z € H, akkor tH = Hxr = H.

5.A.2. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és H < G.

i) Haox,y € G ésy € xH, akkor tH = yH.

ii) Ha o H,yH két bal oldali mellékosztaly, akkor vtH = yH vagy xH NyH = (. (hasonlé igaz a jobb oldali
mellékosztélyokra is).

Bizonyitas. i) y = zh € tH=yH = (¢h)H = x(hH) = zH.

ii) Belatjuk, hogy ha xH NyH # 0, akkor tH = yH. Valéban, ha z € xtH NyH, akkor i) alapjdn zH = zH
és zH = yH, tehat «H =yH. [

5.A.3. Kovetkezmény. A kiilénbozs bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok a G egy osztalyozdsat
adjak.

Egy bal oldali (jobb oldali) mellékosztaly elemeit az adott mellékosztdly reprezentdnsainak nevezziik.

5.A.4. Példdk. e Ha a (G,-) csoportban H = {e}, akkor tH = Hz = {a} minden & € G-re és olyan
osztalyozast kapunk, amely G-t egyelemi részhalmazokra bontja. Ha H = G, akkor xG = Gx = G minden
x € G-re és egyetlen osztaly van, maga a G.

e A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjira nézve (most additiv a jelolés!): a+nZ = {z+nk : k € Z},
amit Z-szel jeloliink és ez éppen egy (mod n) maradékosztdly. A mellékosztaly fogalma tehdt a maradékosztaly
(mod n) fogalmédnak dltaldnositésa.

5.B. Bal oldali és jobb oldali kongruenciarelaciék

A bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok dltal meghatdrozott osztdlyozdsoknak a kovetkez6 ekviva-
lenciareldcidk felelnek meg:

Ha (G, ) egy csoport és H < G, akkor legyen py = pmp és ply = pm,;j igy értelmezett:

Va,y € G : rpgysr ly € H, rplyysry™t € H,

ezeket a H-szerinti bal oldali, illetve jobb oldali kongruenciarelaciéknak nevezziik.

5.B.1. Példék. e Haa (G, ) csoportban H = {e}, akkor zpgysz~ty € Hoar~ly = ea = y és hasonldan
rpyyery™t € Hery ! = esr = y, tehdt mindkettd az egyenl8ségi (diagondlis) reldcié: p = p’ = 1. Ha
H = G, akkor zpqy és xpry igaz tetszéleges x,y € G-re (univerzélis relacid).

e A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjira nézve zpyysa —y € nZ<n|(x —y), ez a szdmelméleti
kongruenciareldcié (mod n), jelolés: x =y (mod n). A py reldcié ugyanezt adja: zppy<s —v+y € nZ<n|(—x+
y)en|(z —y).

5.B.2. Tétel. Ha (G, ) egy csoport és H < G, akkor a H szerinti bal oldali, illetve jobb oldali mellékosz-
talyok dltal meghatdrozott osztilyozdsoknak a py, illetve a p’y ekvivalenciareldcick felelnek meg.

Bizonyitds. A bal oldali mellékosztalyokra nézve azt kell beldtnunk, hogy Vy,z € G: (3 € G : y,z €
rHey 1z € H). Valdban, ha y,z € xH, akkor 5.A.2. szerint yH = xH = zH, innen yH = zH, z = ze €
zH = yH, tehét létezik h € H \gy, hogy z = yh, innen y~'z = h € H. Forditva, ha y~'z € H, akkor létezik
h € H gy, hogy z = yh, z € yH, innen yH = zH, tehdt y,z € yH (vehet§ x =y). O

5.B.3. Feladat. Adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy py és p; ekvivalenciareldcidk.

Megoldas. pp reflexiv, mert Vo € G : xpgrer—le = e € H igaz,

pr szimmetrikus: tegyiik fel, hogy zpgy, azaz 1y € H, akkor y 'z = (x71y)~! € H, tehdt ypgx teljesiil,

pr tranzitiv: tegyiik fel, hogy wpry és ypmz, azaz v~ 'y € H,y 'z € H, akkor (z71y)(y~'2) =271z € H,
tehdt zpp 2.

Kapjuk, hogy pm ekvivalenciareldci6, hasonléképpen p’; is ekvivalenciareldcio.

1

5.C. A mellékosztalyok szamossaga

Az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztdlyai altaldban kiilonboznek, tehdt *H # Hx,
de bijektiv megfeleltetés létesitheté kozottiik. Tovabba a G/py és G/ply faktorhalmazok koézott is bijekeid
létesithet6, pontosabban
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5.C.1. Tétel. Ha (G, ) egy csoport és H < G, akkor

a)Voe € G : |xH| = |Hx| = |H|, vagyis az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztalyal egyenld
szamossaguak és ez egyenlé a H szamossagaval,

b) |G/ pul = G/l

Bizonyitds. a) Minden x € G-re f : H — zH, f(h) = xh és g : H — Hux, g(h) = hx bijektiv fiiggvények,
ezek éppen a 3.D szakaszban definialt transzlaciok.

% b) Legyen VM € G/pp, akkor M = zH,z € G és M~' = (zH)™' = H '2=! = Hz=! € G/p/y, mert
H~' = H, hiszen H < G. Hasonléan, ha N = Hx € G/ply;, akkor N™! = 27 H € G/py. Ezért értelmezhetdk
a kovetkez6 fiiggvények:

¢:G/pw — G/py, gD(mH):Hx_l,

V:Glpy = Glpu,  Y(Hz)=a"'H,

Tovabba 1 (@(xH)) = p(Hz ) = (x71)"'H = 2H = 1¢,, (xH) és hasonléan
o(W(Hz)) = Hx = 1¢g,,, (vH), tehdt az adott fiiggvények egymds inverzei, s igy mindkettd bijektiv. s [

A |G/pul = |G/pYy| szémot [G : H]-val jeloljik és a H részcsoport G-beli indexének nevezziik. Az index
tehdt a kiilonbozé bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok szdma.

5.C.2. Példa. e ha n € IN*, akkor nZ-nek (Z, +)-beli indexe [Z : Z,,] = n,

e ha G egy csoport, akkor [G : G] =1, [G : {e}] = |G].

Véges csoportban az index véges, de végtelen csoportban is lehet egy részcsoport indexe véges, pl. [Z :
nZ] = n.

5.D. Lagrange tétele, elem rendjének tulajdonsagai

5.D.1. Tétel. (Lagrange tétele) Ha (G,-) egy véges csoport és H < G, akkor

|G| =[G = H]|H|.

Tehdt |G| oszthaté |H|-val és [G : H]-val, azaz a csoport rendje oszthaté barmely részcsoportjanak rendjével és
a részcsoport indexével.

Bizonyitds. Az 5.C.1. Tétel szerint minden zH € G/py baloldali mellékosztaly azonos szdmossagi és
szédmossdga |H|, és mivel G/py egy osztilyozésa (particidja) G-nek, ezért |G| = |H|k, ahol k az osztalyok
széma: k = |G/py| =[G : H]. O

A Lagrange tétel a csoportelmélet egyik alapvetd tétele, amelybdl kovetkezik, hogy példdul egy 6-odrendii
csoportnak nem lehetnek 4-edrendii részcsoportjai. Tovabbi kévetkezmények, ldsd 3.G.6. Tétel.

5.D.2. Kovetkezmény. Legyen G egy véges n-edrendii csoport. Akkor minden x € G elem rendje osztdja
G rendjének és " = e.

Bizonyitds. Legyen o(x) = k. Tudjuk, hogy H = () = {e,x,22,...,2""1}, ahol |H| = k. A Lagrange-tétel
szerint |G| = |H||G : H| = k[G : H], s innen k osztéja |G| = n-nek.

Az elébbiek szerint |G| = n = kf, ahonnan 2" = (2%)* = e, kész. O

5.D.3. Példa. e Ha p prim, akkor egy p rendii csoport minden x # e elemének rendje p.

5.D.4. Tétel. Minden p-edrendii csoport, ahol p prim, ciklikus és barmely két p-edrendii csoport izomorf.

Bizonyitas. Legyen © € G,z # e, akkor 5.D.3. alapjdn o(z) = p, ezért (x) = G, tehdt G ciklikus. O

5.D.5. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a csoportokat, amelyeknek nincs valédi részcsoportjuk.

Megoldas. Biztosan ilyen a G = {e} egyelemii csoport és minden |G| = p primrendii csoport, ldsd Lagrage
tétel.

Legyen G ilyen csoport és x € G,z # e, akkor (z) < G, amelynek 1 -nél t6bb eleme van, ezért (x) = G
kell legyen. G tehat ciklikus és |G| = o(x) nem lehet végtelen vagy osszetett, mert ha o(z) = st, s,t > 1,
akkor (z°) = {z%, 2%, ...,2" = 2°®) = ¢} valddi részcsoport, ha o(x) = oo, akkor (z2) = {2%* : k € Z} valédi
részcesoport (méasképp: hasznaljuk a ciklikus csoportok részesoportjaira vonatkozé Tetelt).

Tehat a valasz: az egyelemi csoport és a primrendii (ciklikus) csoportok.

5.D.6. Tétel. (A 4-edrendii csoportok leirasa) Ha G egy csoport, |G| = 4, akkor vagy G ciklikus, azaz
izomorf Z4-gyel, vagy G izomorf a Klein csoporttal (G mindkét esetben kommutativ).

Bizonyitds. Legyen G = {e,x,y, z}. Ha létezik negyedrendii elem, pl. o(x) = 4, akkor G ciklikus, G = (x).
Ilyen pl. a (Z4,+) csoport.

Ellenkezé esetben o(z) = o(y) = o(z) = 2, mert az elem rendje a csoport rendjének osztdja. Akkor zy =
1=y = e nem lehet, 2y = y=1z = e nem lehet, 1y = e=>x = 27! = y nem lehet, tehat zy = 2 és G = {e, z, y, 2y}
és yr =y ot = (zy) ! = 27! = 2z = 2y, a csoport kommutativ (készitsiink miivelettablat). Itt x,y, z koziil
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barmely kettd szorzata egyenlé a harmadikkal és 22 = y? = e, ez a Klein-csoport, lasd 3.B. szakasz és 3.E.5/1.
Feladat. O

Hasonl6képpen adhaté meg a 6-odrendii csoportok lefrdsa: ha |G| = 6, akkor G vagy ciklikus: G ~ (Zg, +),
vagy G ~ (Ss3,0) a harmadfokd permutdcidcsoport, ez nem kommutativ. Ennek levezetése azonban ily médon
hosszadalmas, lasd késobb a strukturatételeket.

* Jelolje v(n) az n-edrendii csoporttipusok szamat. Akkor v(p) = 1, v(4) = v(6) = 2, stb., a Cayley-tételbdl
kovetkezik, hogy v(n) < 2™, mert |S,| = n! és |P(S,)| = 2™, de ez nagyon pontatlan becslés. %

* 5.D.7. Tétel. Legyen (G, ) egy csoport és x € G, o(x) =n € N*. Akkor

a) minden k € Z esetén o(z*) = Ty

b) ha k|n, akkor o(z*) = n/k.

Bizonyitas. a) Legyen (k,n) = d, k = dki,n = dny, ahol (k1,n1) = 1. Legyen o(z*) = m. Kérdés: m = n,
? Valéban, (z%)™ = g7 = (z")% = ¢, innen m|n; és e = (x%)™ = 2¥™ alapjan n|km, dny|dkim, nq|kim,
ahonnan nq|m, mert (ky,n1) = 1.

b) azonnali a) alapjan. O

5.D.8. Feladat. Legyen (G, ) egy csoport, z € G, o(x) =n € IN* és k € Z. Igazoljuk, hogy

a) (zF) = (x9), ahol d = (n, k),

b) (z*) = (z)&(n, k) =

Megoldas. a) Az 5.D.7. jeloléseivel 2% = (z4)*1 € (29), innen (z*) C (29). Forditva, Ju,v € Z : d =
ku + nv, x¢ = xFutnv = (zF)u € (2%)) tehat (xd) C (2F).

b) Ha d = 1, akkor (z*) = (z). Forditva, ha x € (z*), akkor Ju € Z : x = 2**, 2**~! = ¢, innen nlku — 1,
JveZ:ku—1=nv, ku—nv=1,ezért (n, k) =1. %

* 5.E. Megjegyzések

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor az f : (Z,+) — (G,-), f(k) = z* fiiggvény homomorfizmus, mert
flk40) = 2F 8 = 2Fxt = f(k)f(¢) és Im f = (x).

A 4.C.1. Tétel szerint Ker f < Z. De tudjuk, hogy (Z, +) minden részcsoportja nZ alaki, ezért Ker f = nZ,
valamilyen n € N-re. Ha n = 0, akkor Ker f = {0}, f injektiv, azaz ¥ # 2!, Vk, 0 € Z,k # { és x végtelen
rendi. Ha n > 1, akkor f nem injektiv és éppen ez az n lesz = rendje.

Igazolhaté a kovetkezd tulajdonsdg: Ha G egy véges csoport, H < (G, akkor megadhaté a G elemeinek egy
olyan rendszere, amely H-szerinti jobb oldali és bal oldali reprezentdnsrendszer is. %

5.F. Feladatok

v 1. Legyen (G,-) egy csoport és ) # H C G egy zart részhalmaz. Ha minden H-beli elem végesrend,
akkor H részcsoport (Specidlisan, ha H véges, akkor H < G, lasd 4.J/1. Feladat).
Megoldés. Vo € H : o(x) =n € N*=2" = e=a~! = 2" ! € H, mert H zart. Ha H véges, akkor H
minden 2 eleme végesrendfi, mert ellenkezd esetben x, 22, 23, ... € H végtelen sok kiilonbozé elem, ellentmondas.
Vv 2. Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus és x € G. Igazoljuk, hogy
a) o(f(x))|o(x),
b) ha f injektiv, akkor o( f(x)) = o(z),
¢) ha f izomorfizmus, akkor minden n € N*-ra [{z € G : o(z) = n}| = {y € G’ : o(y) = n}|,
d) alkalmazas: (Qa +) ﬁ (Q*a ')v (R7+) ﬁ (R*v ')7 (Ca +) ¢ (C*v ')7 (]R*a ) i (C* )
Megoldas. a)Legyen o(x) = n, akkor (f(x))" = f(a") = f(e) = €/, ezért 0(f(ac))|n o(ac)
b) Kérdés: o(x)|o(f(x)) ? Legyen o(f(x)) = m, akkor ¢’ = (f(z))™ = f(«™), f(e) és mivel f injektiv
kovetkezik, hogy =™ = e, innen o(z) = n|m = o( f(x)),
¢) A b)alapjén F : {x € G:o(x) =n} — {y € G’ : o(y) = n}, F(z) = f(x) jol értelmezett és izomorfizmus
(f lesziikitése).
d) PL. (R, +)-ban nincs mésodrendii elem (2¢ = 0<x = 0, de 0o(0) = 1), (R*,-)-ban # = —1 mésodrendi
elem (22 = 1&r = +£1, o(—1) = 2,0(1) = 1).
(R*,-)-ban nincs negyedrendfi elem (z* = 12 = +1, de o(1) = 1,0(—1) = 2), (C*,-)-ban x = +i negyed-
rendii elemek (v* = 1<z = £1, +i).
% V 3. Legyen (G, ) egy csoport és x,y € G gy, hogy zy = yx, o(z) = m, o(y) = n. Igazoljuk, hogy:
) o(zy)|[m, ),
b) Ha (x) N {y) = {¢}, akkor o(xy) = [m, ],
¢) Ha (m,n) = 1, akkor o(zy) = mn és (zy) = {z,y}),
d) Létezik g € G tgy, hogy o(g) = [m,n].
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Megoldas. a) (zy)mm = glmnlylmnl — (gm)lmnl/mnymnl/n — ¢ ezért o(zy)|[m,n].

b) Legyen o(xy) = ¢, akkor (zy)’ = e=z’ =y~* € (z) N (y) = {e}=2" = y* = e, innen m|¢,n|l és [m,n]|L.

¢) Ha (m,n) = 1, akkor [m,n] = mn. Tovédbbda (z) N (y) = {e}, valéban: legyen H = (z) N (y), akkor
H < {(z), innen |H|| |<1’>| =m (Lagrange—tétel), hasonléan |H| |n és (m,n) =1 miatt |[H| =1, H = {e}.

Azonnali, hogy (zy) < ({z,y}), tovdbbd (m,n) = 1 miatt Ju,v € Z : mu + nv = 1, innen y = y™" "™ =
y™ = (zy)™™ € (xy), hasonléan x € (xy), tehat ({z,y}) < (xy).

d) Legyen pl. o(x) =m =22-3%.5, o(y) = n = 2-32-5% akkor [m,n] = 22-33.5%* = m/n/, ahol m’ = 22.33
(itt m kitevéi a nagyobbak), n’ = 5* (n kitevéi a nagyobbak). Legyen m'” = 232 n” =5 (itt a kitevék
forditva), akkor o(z"") = o(a®) = 22-3% = m/, o(y™") = o(y*%") = 5* = n/. Mivel (m’,n’) = 1 kévetkezik,
hogy o(z™ y™") = [m,n]. Hasonléan altaldnosan.

Vv 4. Ha G egy csoport és K < H < G, akkor igazoljuk, hogy |G : K| =[G : H|[H : K].

Megoldas. Legyen G = Ueraz; H, ahol x; HNa;H = 0,Vi,j € I,i # j. Azt mondjuk, hogy {z; :i € I} C G
egy H szerinti bal oldali reprezentansrendszer.

Legyen tovabbd {y; : j € J} C H egy K szerinti bal oldali reprezentansrendszer. Elég igazolni, hogy
{xiy; : (1,4) € I x J} € G egy K szerinti bal oldali reprezentansrendszer.

Valéban, U jyerx 7y K = Uie1zi(Ujx yj) K = Uierzi H = G.

Tovébbd, legyen (i, ) # (i',5'). Ha i # i, akkor z;y; K Nwyyy K C a;HNayH =0. Hai =i és j # 7/,
akkor z;y; K Nzpyy K = x;(y; K Ny K) =0. %
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