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Bevezetés

Ez az anyag tartalmazza az ” Algebra és szamelmélet” cimii targy 5. féléves részének
kotelezé elméleti anyagat és a feldolgozand6 feladatoknak nagy részét. Tartalmaz
tovabba olyan kiegészito részeket is, amelyek nem kotelezoek, ezek "3 7 jelek kozott
szerepelnek. A feladatok elott ¥ jel all. A nehezebb feladatokat ¥V jeloli.

A tételek, allitasok és bizonyitasok végét a [1jel mutatja.

Ez a jegyzet az Absztrakt algebra 1. jegyzet folytatasa, a fejezetek szamozasa foly-
tatolagos és gyakran hivatkozunk az I. részben taldlhaté csoportelméleti fogalmakra és
tulajdonsagokra.

Ezuttal is felhivom a figyelmet

— a definiciék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kovér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példakra (ezek altalaban e jel utan szerepelnek); adjanak,
keressenek tovabbi példakat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazasara és a bizonyitasokra,

— a kitlizott feladatok megoldasara.
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10. Gyurik és testek

10.A. A gyiri fogalma, példak

A kovetkezokben kétmiiveletes strukturakat vizsgalunk.

Az (R,+,-) algebrai struktirat gytirtinek nevezziik, ha teljesiil a kovetkezé harom
tulajdonsag:

1. (R,+) Abel-csoport (ez a gytiri additiv csoportja),

2. (R, ) félcsoport (azaz ”-” asszociativ),

3. 7.7 disztributiv a ”+"-ra nézve, azaz Va,b,c € R esetén a(b+ ¢) = ab + ac és
(b+ ¢)a = ba + ca (bal oldali és jobb oldali disztributivitas).

Megjegyzés. Itt az R jelolés az angol ring szé (jelentése: gylirii) kezdSbetiijébol
szarmazik, és nem Osszetévesztendd az R-rel (valés szamhalmaz). Hasonléan a csoport
jelolése altaldban G (group = csoport), a véges test jelolése F' (field = test).

Legyen (R, +,-) egy gytri. Az (R,+) csoport semleges elemét a gyirii zéruselemé-
nek nevezziik, jelolés: 0. Azt mondjuk, hogy (R, +, ) kommutativ gytri, ha (R,-)
kommutativ félcsoport. (R, +,-) egységelemes gylirii, ha létezik egységelem a 7 -7
miiveletre nézve: 41 € R: la = al = a,Va € R.

10.A.1. Példék. e (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+, ) kommutativ, egységelemes
gylrtik, az egységelem az 1 szam, a zéruselem pedig a 0 szam.

e Han € N,n > 2, akkor Z, = {6, 1,.. n/—\l} gylri a maradékosztalyok Osszeada-
sara és szorzasara nézve: pontosabban (Z,,+,-) kommutativ, egységelemes gytirt, az
egységelem az T, a zéruselem pedig a 0 maradékosztdly. Ez a maradékosztalyok
gytrije (mod n).

e (Fiiggvények gyfiriije) Legyen F = {f : R — R|f figgvény}. Az f,g € F
fiiggvények f + g Osszegét és fg szorzatat igy értelmezziik: (f + g)(x) = f(x) + g(x) és
(fg)(x) = f(z)g(x) minden = € R-re. Ekkor (F,+,-) egy kommutativ és egységelemes
gyur.

Altaldnosabban, ha M # @ egy halmaz és R egy gyfiri, legyen RM = {f : M —
R|f figgvény}. Akkor (RM +..) gylirli az f,g € RM fliggvények f + g Osszegére és fg
szorzatara nézve, ahol (f + g)(x) = f(z) + g(z) és (fg)(z) = f(z)g(z), Vx € M.

o (Matrixgytiriik) Legyen R egy gylirit és m,n € N*. Egy A : {1,2,..,m} x
{1,2,...,n} — R fiiggvényt m x n tipusi R feletti mdtrixnak neveziink, jel6lés:
A = (a;)1<icmi<icn € My (R), M (R) = M, (R). A métrixok Osszeaddsdra
és szorzasara nézve (M, (R),+, ) gylird, amely egységelemes, ha R egységelemes.

o (Gytirtik direkt szorzata) Legyen (R,,+,) és (R,,+,-) két gyliri, nem feltétleniil
azonos miiveletekkel. Az R, x R, halmazon definidljuk a kovetkezé miiveleteket:
(ry,70) 4 (815 85) = (1 81,79+ 85), (r1,75) (81, 85) = (7181, 758,). Ekkor (R x Ry, +,-)
gylirii, az adott gyfiriik in. direkt szorzata (ellendrzés !). Ez a konstrukcié elvégezhetd
altalanosabban is, ha (R,),.; gytiriik egy tetsz6leges rendszere.

Ha R-nek csak egy eleme van: R = {0}, akkor a 0+ 0 = 0,0 - 0 = 0 mfiiveletekkel ez
egy gylri, az un. zérogylri, amely kommutativ és egységelemes: 1 = 0.

A tovabbiakban, ha R egységelemes gytirii, mindig feltételezziik, hogy |R| > 2. Ekkor
1 # 0. Valéban, ha 1 = 0 lenne, akkor Va € R : a0 = a(040) = a0+ a0 (disztributivitas)
miatt a0 = 0 és igy a = al = a0 =0, azaz R = {0} 1 elemi, ellentmondés.

10.B. Szamitasi szabalyok, zérusosztdok

10.B.1. Tétel. (Szamitasi szabalyok gyfiriiben) Ha (R, +,) egy gytri és a,b, ¢, a;,
bj € R, akkor

1) a0 = 0a =0,
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2) a(b—c)=ab—ac, (b—c)a=ba— ca,

3) a(=b) = (= )b = —ab, (—a)(—b) = ab,

4) (ay+ay+---+a,)(b; +by+---+b,)=ab; +a,b,+---+a,b,,
5) Ha R kommutativ és n € N*, akkor (a +b)" = > 1_, (} )a” kpk.

Bizonyitas. 1) a0 = a(0 + O) = a0 4 a0 (disztributivitds), ahonnan a0 = 0 és
0a = (0 + 0)a = Oa + Oa miatt Oa = 0.

2) ab=a((b—c)+c) = a(b—c)+ac, ahonnan a(b—c) = ab— ac. Hasonl6an a masik.

3) a(—=b) =a(0 —b) =a0 —ab=0—ab= —ab az 1) és 2) szerint.

4) A disztributivitas kovetkezménye.

5) (a+0)2 = (a+b)(a+b) =a?+ ab+ ba + b? = a? + 2ab + b? a kommutativitds
miatt, stb. [J

Megjegyzés. Egységelemes gylirti esetén a ”+” kommutativitasa kovetkezménye a
gylrd tobbi axiémajanak.

Valéban, Va,b € R esetén (a+b)(1+1) = a(1+1)+b(1+1) = a+a+b+b, ugyanakkor
(a+b)(14+1)=(a+b)l+(a+b)l=a+b+a+b, ahonnan a+a+b+b=a+b+a+b
ésa+b=>b+a.

a (R,+,-) egy egységelemes gyfirii, akkor a (szorzdsra nézve) invertalhaté elemek
U(R) halmaza csoport: (U(R),-), ldsd 3.C. szakasz, ez a gytrili egységeinek csoportja
(angolul: unit = egység). Az egységek nem Gsszetévesztenddk az egységelemmel.

10.B.2. Példa. e A (Z, ,+,-) gytirii egységei: U(Z,) = {Z : (z,n) = 1}, lasd 3.C.
szakasz.

Legyen R egy gyuri és a,b € R. Ha a,b # 0 és ab = 0, akkor az a és b ele-
meket zérusosztoknak nevezziik. Az R gytiri zérusosztémentes, ha nincsenek benne
zérusosztok, azaz, ha Vz,y € R : xy = 0 esetén kovetkezik, hogy x = 0 vagy y = 0.
Egy kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gytriit integritastartomanynak
neveziink.

10.B.3. Példdk. e (Z,+,-) integritdstartomany.

o Az M,(Z) matrixgytiriiben A = (8 (1) és B = ((1) 8> zérusosztok, mert AB =
0 (nullmétrix). Ezért (My(Z),+,-) nem integritastartomany.

o A (Zg, +,-) gytirtiben 2 és 3 zérusosztok, mert 2 -3 = 0.

10.B.4. Tétel. Ha az R gytriiben a € R invertalhatd, akkor a nem zérusoszto.

Bizonyitas. Ha a invertdlhaté és ab = 0, akkor a—!-nel szorozva: a—lab = 0,
ahonnan b = 0. Hasonléan, ha ba = 0, akkor baa—1! = 0, ahonnan b = 0. O

10.C. A test fogalma, példak

Az (R, +, ") gylirii neve test, ha R legaldbb két elemii egységelemes gy{irti és minden
a € R,a # 0 elem invertalhat, azaz U(R) = R\ {0}. R kommutativ test, ha R test
és 7”7 kommutativ.

10.C.1. Tétel. 1) Minden test zérusosztémentes.

2) Az (R, +,-), |R| > 2 egységelemes gytirii akkor és csak akkor test, ha (R*, ) csoport,
ahol R* = R\ {0}.

Bizonyitas. 1) Kovetkezik az el6bbi tételbol.

2) Ha R test, akkor U(R) = R* és a fentiek szerint (R*,-) csoport. Kozvetleniil: az
1) szerint Va,y # 0 = xy # 0, tehdt R* zart a szorzdsra nézve és Vo € R* = Jx—! € R*
(ha =1 = 0 lenne, akkor 1 = zz—! = 2 - 0 = 0, ellentmondds). Igy (R*,-) csoport.

Forditva, ha R, |R| > 2 egységelemes gylirii és ha (R*,-) csoport, akkor minden
a € R,a # 0 elem invertalhato, tehat R test. [
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10.C.2. Példak. e (Z,+,:) kommutativ gyiirii és nem test, mert pl. a 2 nem
invertdlhat (2= = 1 ¢ Z, az invertdlhat6 elemek halmaza U(Z) = {—1,1}, lasd 3.
szakasz).

e (Q,+,), (R,+,-), (C,+, ) kommutativ testek.

o A (Z,,+,) gytiri akkor és csak akkor test, ha n primszam (miért ?).

e (A kvaternidk teste) Legyen

H:{(_’% ;’) :z,wE(C} C M,(C)

Akkor (H,+,-) egy nemkommutativ test, lasd Feladat. H-t a kvaternidk testének
nevezziik, ennek elemei a kvaterniok.

10.C.3. Tétel. Minden véges R integritastartomany test.

Bizonyitas. Legyen a € R,a #0. A t, : R — R,t,(x) = ax fliggvény injektiv, mert
ha t (z) =t,(y), akkor ax = ay, a(x —y) = 0, s mivel R zérusosztémentes, x —y = 0,
x = y kovetkezik. De R véges, ezért t_ sziirjektiv is és emiatt 1étezik o € R dgy, hogy
ax = 1, ahonnan ax = xa = 1, mert R kommutativ, tehat 1étezik a=! = z. [

Megjegyzések. 1. Ha R egy tetszOleges gytrt, akkor a ¢, : (R,+) — (R,+),
t,(x) = ax és t! : (R,+) — (R,+), t/(x) = za fiiggvények, ahol a € R rogzitett,
csoportmorfizmusuk, mert ¢, (x +y) = a(zx +y) =ax +ay =t ,(x) +t,(y),Vr,y € R (és
hasonléan a masik).

2. Ha az R gylriiben a nem zérusoszté és ab = ac vagy ba = ca, akkor b = c.

3. Igazolhatd, hogy minden véges test kommutativ (Wedderburn tétele).

10.D. Gyirii és testmorfizmusok
Legyen (R, +,-) és (S,+,-) két gylirti és f : R — S egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy
f gytirtimorfizmus (homomorfizmus), ha

flx+y)=flz)+ fly),  flzy)=f(x)f(y), Vo,y€R,

azaz, ha barmely két R-beli elem 0sszegének és szorzatanak képe egyenld a képelemek
S-beli 0sszegével, illetve szorzataval.

Ha R és S egységelemesek, akkor az f gytirlimorfizmus unitér, ha f(1,) = 14, ahol
1, és 14 a megfeleld egységelemek.

Az f gylrimorfizmus neve gyturiiizomorfizmus (réviden izomorfizmus), ha f bi-
jektiv. Ekkor azt mondjuk, hogy a két gyiirii izomorf (algebrailag azonos), jelolés:
R~S.

Ha (R,+,-) = (S, +, ) azonos gyfiriik, akkor f endomorfizmus, jelolés f € End(R),
illetve bijektivitds esetén automorfizmus, jelolés f € Aut(R).

Ha R és S testek, akkor testmorfizmusrol vagy testizomorfizmusrdl beszéliink.

ef:(C,+,) — (C,+,), f(2) = zZ homomorfizmus, mert f(z +w) = z+w =
Z+w = f(z)+ f(w) és f(zw) =zw = Z-w = f(2)f(w), Vz,w € C, pontosabban f
automorfizmusa a (C, +, ) testnek.

10.D.1. Tétel. (gylirimorfizmusok tulajdonsigai) Legyen f : R — S egy
gytrimorfizmus. Akkor

(i) f(0z) = 0g, ahol 05 és O a zéruselemeket jeldli, f(—x) = —f(x), Vx € R,

(ii) Ha R és S egységelemes gytirtik és f sziirjektiv, akkor f unitér. Tovébba, ha f
unitér és = € R invertdlhatd, akkor f(z=1) = f(x)~1,

(iii) ha f : R — S izomorfizmus, akkor f=!:S — R is izomorfizmus,

(iv) (Aut(R), o) csoportstruktira.
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Bizonyitas. (i) Ha f : (R,+,) — (5,+,) gylrtimorfizmus, akkor f : (R,+) —
(S,+) csoportmorfizmus és alkalmazzuk a csoportokra vonatkozé megfelel6 tulajdonsa-
gokat.

(ii) Legyen Vs € S. Akkor f sziirjektiv = 3r € R : s = f(r). Legyen e = f(15).
Kovetkezik, hogy se = f(r)f(1z) = f(rlg) = f(r) = s és hasonléan es = s, tehat se =
es = s, azaz e = 14. Tovabbd, ha f unitér és x € R invertdlhatd, akkor f(x)f(z=!) =
f(x _1) = f(1g) = 1g és hasonléan f(z~1)f(x) = 1g, tehdt f(x) és f(x~!) egymaés
inverzei S-ben.

(111) Vu,v € S: legyen z = f~1(u),y = f~1(v), akkorf (u—i—v):f Hf ( )+ f(y) =
[T @+y))=x+y=f- ()+f1()eSf Huv) = f=H(F (@) f(9) = F~1(f(2y)) =
zy = fHw)f~(v). O

10.E. Feladatok

v 1. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gytiriit (a szokdsos Osszeaddsra és
SzZOrzAsra):

a) {a+bV/5:a,bcZ}, b) {a+bV/5:a,beZ}, c){a+bi:a,beZ,ab=0},

d) {a+bi:a,beZ,bpéros }, e) {1,3,5,7,9} C Z,,.

A gytriik kozil melyik egységelemes, mely elemeknek van inverze ?

v 2. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak testet (a komplex szdmok Osszeadd-
sdra és szorzaséara):

a) {a+bv2:a,beQ}, b) {a +bV/3+¢cV9:a,b,cecQ},

c) {a+biv5:a,beZ}.

V3. AZXZ={(x,y) : v,y € Z} halmazon értelmezziik a kévetkezé miiveleteket:
minden (z,y), (2',y’) € Z X Z esetén

(x,y) + (2", y) = (x+ 2",y +9)
(z,9)(2",y) = (za’, xy’ + 2'y).

Igazoljuk, hogy (Z x Z,+, -) kommutativ, egységelemes gytirti.

VvV 4. Legyen d € Z egy négyzetmentes szdm (azaz nem létezik olyan p primszém,
amelyre p?|d). Igazoljuk, hogy

a) Z[Vd] = {m+nvd : m,n € Z} C C a komplex szdmok sszeaddsdval és szorzasival
kommutativ, egységelemes gytirti.

dn
kommutativ, egységelemes gytirii.
c) az el6bbi két gyfirii izomorf.
v5. A K = R x R halmazon értelmezziik a kovetkezd miveleteket: minden
(x,y), (2',y") € R x R esetén

b) R = { ( m 77:1) tm,n € Z} C M, (C) a matrixok Osszeaddsaval és szorzasaval

(z,9)+ (@' y) = (x+ 2",y +7)
(377 y)(x', y/> - (LL'.CI?/ - yy/7 :Ey' + a:'y).

Igazoljuk, hogy (K, +,-) egy kommutativ test, amely izomorf a (C, 4+, -) testtel.
v 6. A K = (0,00) intervallumon legyen

xdy =y, ey =z

Igazoljuk, hogy (K, @, ®) kommutativ test, amely izomorf az (R, +,-) testtel.
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Utmutatas. Vizsgdljuk az f: K — R, f(z) = Inz leképezést.
Vv 7. Legyen d € Z egy négyzetmentes szam. Igazoljuk, hogy

Q(Vd) ={a+bVd:a,beQ}

a komplex szamok Osszeaddsdval és szorzasdval kommutativ test (részteste a (C,+,-)
testnek).

v 8. Igazoljuk, hogy egy véges (kommutativ) test nemnulla elemeinek a szorzata —1.
Vezessiik le innen, hogy ha p primszédm, akkor p osztdja ((p—1)!+1)-nek (Wilson tétel).

Utmutatas. Allitsuk parba a test nemnulla elemeit: mindegyik z elemet pérba
allitva x=1!-nel. Lehet-e x = 2z~1 7

Vv 9. Hatarozzuk meg a (Z, +, -) gytiri endomorfizmusait.

Megoldas. f(z) =0¢és f(z) =1,(x) = =.

vV 10. Hatdrozzuk meg az (R, +,-) test automorfizmusait.

Megoldas. Egy automorfizmus van: f(x) = 1z(x) = z. Valéban, ha f automorfiz-
mus, akkor

(1) f(a)=aVaeQ,

(2) minden z > 0 esetén f(z) > 0, valéban: ha x > 0, akkor Jy € R* : x = y? és
f(z) = f(w?) =(f(y))?> >0 (ha f(y) =0, akkor f(0) =0 miatt y = 0, ellentmondas),

(3) minden z,y € R,x < y esetén f(z) < f(y), azaz f szigorian névekvd, valéban:
y —x > 0 miatt f(y —z) > 0, lasd (2), innen f(y) — f(z) > 0,

(4) igazoljuk, hogy f(x) = z,Va € R. Ha nem igy lenne, akkor létezne z, € R :
f(xy) # . L eset: ha f(x,) < x,, akkor Ja € Q : f(z,) < a < x,, innen (3) szerint
fla) < f(zy), a < f(z,), ellentmondas. II. eset: ha f(x,) > x,, akkor hasonléan
ellentmondas.

Tehat f(z) = 1x(z) = .

% V 11. Hatdrozzuk meg az (C,+, ) test mindazon f : C — C automorfizmusait,
amelyekre f(z) =z, Vo € R.

Megoldas. A keresett automorfizmusok: f(z) = 1(2) = z és f(2) =
ha z + iy € C, akkor f(x +iy) = f(z) + f(i)f(y) = = + f(i)y, ahol —1 = f(— )
f(@) = (f(i))?, f(i) = +i és kapjuk, hogy f(z +iy) = z + +iy, azaz f(z) = 1¢(2) =
és flz) ==

vV 12. Igazoljuk, hogy ha R # {0} véges, kommutativ gytlirti, akkor minden a € R,
a # 0 elem vagy zérusosztd, vagy invertalhato.

Megoldéas. Legyen a € R, a # 0.

I. Ha a zérusoszto, akkor kész.

II. Ha a € R,a # 0 nem zérusosztd, akkor tekintsiik az f : R\ {0} — R\ {0},
f(x) = ax figgvényt, amely helyesen értelmezett, mert ha f(x) = az = 0, ahol a,z # 0,
akkor a zérusoszté, ellentmondds. f injektiv, mert ha f(x) = f(y), akkor ax = ay,
a(r —y) = 0, s mivel a nem zérusoszt6é, x —y = 0, x = y kovetkezik. De R véges,
ezért f szirjektiv is és emiatt létezik z* € R gy, hogy f(x*) = az* = 1, ahonnan
ar* = v*a = 1, mert R kommutativ, tehat létezik a=1 = z*. O

Megjegyzések. 1. Ennek kovetkezménye az 10.C.3. Tétel, amely szerint minden véges
integritastartomény test.

2. Ha R végtelen, akkor nem igaz az allitds, pl. (Z, +,-)-ban 2 nem zérusoszté és nem
invertalhaté.

3. Az R =17,, n > 2 gylirire a feladat allitdsanak kozvetlen bizonyitasa: Tudjuk,
hogy a akkor és csak akkor invertdlhat6, ha (a,n) = 1, ldsd Csoportelmélet. Tegyiik
fel, hogy @ nem invertalhaté, akkor (a,n) > 1, ezért létezik p prim gy, hogy pla, p|n és

Z. Valoban,
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—_— o~

kovetkezik, hogy a zérusosztd, mert a-n/p=a/p-n = 0.PLn=24,a=4:4-12=0,
4=06:6-12=0.

Vv 13. Legyen F az f : N* — R fliggvények (un. szamelméleti fliggvények) halmaza
és tekintsik az f, g € F figgvények konvoliucié-szorzatat, amely igy értelmezett:

(fxg)(n) =>_ f(d)g(n/d), neN*,

d|n

ahol d befutja az n pozitiv osztéit.
Igazoljuk, hogy (F, +, %) integritdstartomény és f-nek akkor és csak akkor létezik inverze
x-ra nézve, ha f(1) # 0.

VvV 14. Az A nemiires halmaz P(A) = {B : B C A} hatvdnyhalmazan értelmezziik a
kovetkezé miiveleteket:

XaoY=(X\Y)U(Y\X), XoY=XnY

Igazoljuk, hogy (P(A),®,®) gylri, amelyben X ® X = X (in. Boole-gyiirii).
Készitsiik el ennek Gsszeadotdbldjat és szorzétabldjat, ha A = {a,b}.

vv 15. Ha (F,+,-) egy kommutativ test, akkor az (F,+) és (F™*,-) csoportok nem
izomorfak.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy (F,+) ~ (F*,-). Akkor f(0) =1és3Jz € F,x #0:
f(z) = —1. Kovetkezik, hogy f(—z) = f(x)~! = —1, és f injektivitdsa miatt x = —z,
x4z =2z(14+1) =0. Innen 141 = 0 (testben nincsenek zérusosztok), tehat char F' = 2.

Tovabbé 1= £(0) = f(1+1) = F(1)f(1) = F(1)2, F(1)2—2f(1)+1 =0, ((f(1)—1)2 =
0, f(1)—1=0, f(1) =1, ahonnan 0 = 1, ami ellentmondas. %



Absztrakt algebra II. (2005) 8

11. Reészgytriik és résztestek, karakterisztika

11.A. Részgyliriik és résztestek

Legyen (R, +,-) egy gytri és S C R. Azt mondjuk, hogy S részgytiriije R-nek, ha
S zart a 74”7 és a ”-” miiveletekre nézve (azaz Vx,y € S = x+y € S,xy € S) és ha
(S, +,) maga is gytrt. Jelolés: (S,+,-) < (R,+, ) vagy roviden S < R.

Ha R egységelemes gytirti és 1 € S, akkor S unitér részgytiri.

Hasonléképpen, ha (R, +, -) egy test és S C R, akkor azt mondjuk, hogy S részteste
R-nek, ha S zart a "+” és a ”7-” miiveletekre nézve és (5, +,:) maga is test. Jellés:
(S,+,-) < (R,+,-) vagy S <R.

11.A.1. Példak. e (Z,+, ) < (Q,+,) részgylirti és (Q,+,-) < (R,+,-) < (C,+,")
résztestek.

a (Z,+,-) gytrinek (nZ,+,-) részgytirtje, ahol n € N*, és minden részgytiri ilyen
alaki (miért ?7)

e minden (R, +, ) gylriinek részgyfiriije az S = {0} zérusgylirli és az S = R, ezeket
trivialis részgytiriikknek nevezziik.

11.A.2. Tétel. (részgytirtik és résztestek jellemzése)

a) Ha (R, +,-) egy gylri és S C R, akkor egyenértékiiek a kovetkezé &llitasok:

1) S < R, azaz S részgyfrti,

2)S#PésVr,ye S=x—ye S zyes.

b) Ha (R, +, ) egy test és S C R, akkor egyenértékiiek a kovetkezd allitdsok:

1) S < R, azaz S résztest,

2)|S|>2ésVa,ye S,y#0=>x—yec S,ayles.

Bizonyitas. a) ”1) = 2)” Ha (S,+,-) < (R, +, ), akkor (S, +) < (R, +) részcsoport
és a részcsoportok jellemzési tétele szerint x — y € S (itt additiv a jeldlés !) és xy € S a
definicié szerint.

"2) = 1)” A feltételek alapjan (S, +) < (R, +) ismét a részcsoportok jellemzési tétele
szerint, tehét (S, +) csoport és kdvetkezik, hogy (S, +, ) gylirii, mert a t6bbi tulajdonsig
oroklédik R-rol S-re.

b) 1) = 2)” Ha S < R résztest, akkor |S| > 2 és (S,+) < (R,+) részcsoport,
ahonnan 0 € S,z —y € S,Vx,y € S. Tovabba (S*,-) csoport és ( ,+) < (R*,-), innen
zy~1 € §*,Vx,y € S*, djra a részcsoportok jellemzési tétele szerint.

72) = 1) Kapjuk, hogy (S,+) < (R,+) és S* # (. Tovédbba Vz,y € S* =
zy~! € S*, mert nemnulla elem inverze nemnulla és testben nincsenek zérusosztok.
Innen (S*,-) < (R*,-). Kovetkezik, hogy S < R résztest (a disztributivitds 6roklédik).
O

11.A.3. Példa. e Ha R egy gylirii (test), akkor ennek Z(R) = {r € R : rx =
xr,VYo € R} centruma részgytrtje (részteste) R-nek.

Valéban, ha pl. R gylirti, akkor 0 € Z(R) # 0, mert 0x = 20 = 0,Vz € R. Tovabb4,
Vr,s€ Z(R) =r—s € Z(R) ésrs € Z(R), mert (r—s)z =rz—sx =axr—xs=x(r—s)
és (rs)x = r(sx) = r(xs) = (rz)s = (zr)s = x(rs),Vx € R, és alkalmazzuk az el6z8
Tételt.

11.A.4. Tétel. Részgytiriik (résztestek) tetszéleges (S;),.; rendszerének N
metszete is részgyliri (résztest).

Bizonyitas. Hasznaljuk a részgylriik jellemzési tételét: 0 € S, Vi € I, ezért
0 € N;e,S; #0. Tovabba Vo, y € NS, = x,ye S;,Viel >z —y,xyc S,,Vicl=
T —y,xy € NS, frjuk le a bizonyitast résztestek esetén! [

Részgytiriik (résztestek) unidja részgyiiri-e (résztest-e)? Miért ?

S,

el
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11.B. Generalt részgyuri

Az el6bbi Tételt hasznalva a kovetkez6 definicié adhato:

Ha R egy gyliri és X C R, akkor (X) = n{S : S < (R,+,-), X C S} részgyfiriije
R-nek és ezt az X 4altal generalt részgyiiriinek nevezziik. Ez a legkisebb (legsziikebb)
olyan részgytrii, amely tartalmazza X-et.

Kérdés: X elemei ismeretében hogyan adhaté meg (X) ? Ha z,z,,...,z, € X, akkor
r,xy -2, € (X), ha még y,,vy,,...,v,, € X, akkor y,95---vy,, € (X) és 2y 2, £
Y1Ys -+ Y,, € (X). Tehat (X) tartalmazza az X elemeibél alkotott szorzatokat és ezek
Osszegeit is. Pontosabban:

11.B.1. Tétel. Ha (R, +,-) egy gytirii és ) # X C R, akkor

(%) <X>:{Zj:x1x2...xn :neN z, € X,Vl <i<n},

azaz (X) az Osszes olyan véges sok tagi Osszegbél all, ahol a tagok véges sok X-beli
elembdl (tényez6bol) 4ll6 szorzatok.
Bizonyitas. (Lasd a csoportokra vonatkozé hasonld tulajdonsigot) Legyen

S = {Z tx, 2,2, :n €Nz, € X,Vl <i<n}

Akkor ) # X C S, hiszen minden z € R-re x egytényezds szorzat (n = 1). Tovdbba
S < R. Valdéban, Yy = Y *x,2,..2,,2 = ) Fxjzh..a] € S esetén y — z és yz is
egy-egy ilyen véges Osszeg, tehat y — z,yz € S.

Belatjuk még, hogy S a legkisebb olyan részgytirli, amely tartalmazza X-et, azaz
VS < R, X C 5" esetén S C §'. Valéban, Yy = > +z,2,..2, € S esetén z, € X C '
és kapjuk, hogy y € §’, mert S’ részgytirt.

A fentiek szerint (X) = R. O

11.C. Gyiira karakterisztikaja

Legyen (R, +,-) egy egységelemes gyfiri, amelynek egységeleme 1, = 1 # 0. Akkor
(R, +) Abel-csoport és minden n € Z és r € R esetén értelmezhet6 nr, lasd 2.F. szakasz:
nr=r+r+..+r,han>0,0r=0énr=—(—n)r=—(r+r+..+r),han<0.

n -n

Figyeljiik meg, hogy Vn,m € Z esetén (nm)l = n(ml) = (nl)(ml). Valéban, ha

n,m > 0, akkor

mm)l=1+1+.+1=01+..+)+...+(1+...+1) =n1+..+1)=n(ml),
~~ ~ v -

nm m m m
(.

n'g
n

(nm)l=(1+1+..+1)(1+..+1)=(ml)(nl).

m n

Ha n < 0,m > 0, akkor (nm)l = —(—nm)l = —((—m)m)l = —((—n)(ml)) =
—(—n(m1)) = n(ml), hasonléképpen a t6bbi eset.
Tegyiik fel, hogy van olyan n € N* szam, amelyre nl = 1+ 1+ ...41 = 0. Akkor
————

n

minden r € R elemre nr = 0. Valéban, nr = r+r+..+r =r(1+1+..4+1) =
———— —_———

r(nl) = 0. Ekkor a legkisebb ilyen n € N* szamot a gylirii karakterisztikdjanak
nevezzik, jelolés: char R = min{k € N* : k1 = 0} = n.
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Ellenkez6 esetben (ha nincs ilyen szam) azt mondjuk, hogy R karakterisztikaja 0,
jelolés: char R = 0.
11.C.1. Példék. e Z  karakterisztikdja n: charZ, = n.

e 7, Q, R, C karakterisztikdja 0: charZ = char Q = char R = char C = 0.
* Megjegyzés: ha (R, +, ) egy egységelemes gytiri, akkor az f : (Z,+,:) — (R, +, ),
f(k) = k1 figgvény gylirthomomorfizmus, mert f(k + ¢) = (kK + €)1 = k1 + {1 =

f(k) + f(0) és f(kl) = (k£)1 = (k1)(£1) = f(k) [ (L).

A gyirt nulla karakterisztikaju, ha f injektiv, azaz ha k1 # (1,Vk, 0 € Z,k # /.
Ha f nem injektiv, akkor Jk,¢ € Z,k # ¢ : k1 = ¢1. Feltehetd, hogy k < ¢, ekkor
m=4{4—k>0é ml=({—-k)1=1/1-kl=0, tehdt van olyan m € N* szadm, hogy
ml = 0.

Tudjuk, hogy Ker f < Z. De (Z,+,-) minden ideédlja nZ alaki, ezért Ker f = nZ,
valamilyen n € N-re. Ha n > 1, akkor éppen ez az n lesz a gylirt karakterisztikdja. Ha
n = 0, akkor Ker f = {0}, f injektiv és a karakterisztika 0. J

11.C.2. Tétel. a) Minden R # {0} egységelemes, zérusosztémentes gylirii karakter-
isztikdja 0 vagy primszam.

b) Minden test karakterisztikdja 0 vagy primszam.

Bizonyitas. a) Legyen R egy egységelemes, zérusosztémentes gytirti. Ha char R # 0,
akkor legyen char R = n > 1. Igazoljuk, hogy n prim. Ellenkez6 esetben n = pq alakba
irhatd, ahol 1 < p,q < n. De akkor (pl)(ql) = (pq)1 = nl = 0 és kovetkezik, hogy pl és
ql zérusosztok, ami ellentmondas.

b) Az a) specidlis esete, mert minden test zérusosztémentes. [J

11.C.3. Tétel. Legyen K egy kommutativ test, amelynek karakterisztikaja char K =
p. Akkor

1) (zy)P = zPyr,  Vaz,y€ K,

2) (xty)p=aPLtyr, Va,yeK,

3) (Frobenius) ¢ : K — K, ¢(z) = aP testmorfizmus.

Bizonyitas. 1) Azonnali a kommutativitds miatt.

2) Alkalmazhaté a Newton-féle binomidlis képlet:

(z+y)" = Zp: (Z) 2P (£y)P 7,

k=0

ahol a (i), 1 < k < p—1 binomidlis egylitthaték oszthatdk p-vel (p primszam). Mivel
char F' = p, kapjuk, hogy (x + y)? = zP 4+ (+1)PyP. Ha p > 2, akkor p péaratlan és
(x £ y)P = aP £ yP. Ha p =2, akkor (z £ y)? = 22 4+ y? = 22 — y2, mert y2 = —y? igaz
2y? = 0 miatt.

3) Az 1) és 2) alapjan. O

11.D. Feladatok

v 1. Lassuk be hogy gyfirti homomorf képe gyliri, pontosabban : Legyenek (R, +, )
és (S, +,-) gytirik. Ha S" C S és ha azt akarjuk igazolni, hogy (S5’,+,-) gytiri, akkor
elegendé megadnunk egy olyan f : R — S gylirimorfizmust, amelyre f(R) = S’ (1asd
pl. 10.E.4. és 6. Feladatok).

v 2. Legyenek (R,+,-) és (S,+,-) gylrik és f : R — S egy gylrithomomorfizmus.
Igazoljuk, hogy

i) ha (R, +,-) < (R,+,-), akkor (f(R'),+,:) < (S,+,+) (részgyliri homomorf képe
részgyiri);

ii) ha (Slv +, ) < (Sv +, ')a akkor (f_l(S/)’ +, ) < (R> +, ');
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111) ha (S/a =+, ) < (Sv +, ')7 akkor (fil(S/% =+, ) < (R7 +, ');
iv) vizsgéljuk meg az R’ = R és S' = {0} eseteket.
v 3. (A kvaterni6k teste) Legyen

H = {(_’Zw ;”) :z,wGC} C M,(C).

Akkor (H, +,-) egy nemkommutativ test.
Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy H részgytirtije M, (C)-nek:

(21 wl)_(% wz):< 1T % wl_wQ)eH
—_ = —_— )
w2 —Wy % —(w; —wy)  z — 2

( zy w1> ( Zy w2> _ < 2129 — W, W, 2 Wy + Wy 2y ) _
—w, 7z —Wy  Z —W 2y — Z; Wy  —W Wy + 224

( 229 — W, W, Z Wy + w122> cH
—_ — 9
—(2ywy + W %) 225 — W W,

v(zl_ i)(_ @)GH.
—wy;  Z —Wy %9

Tovabba 1 = (1 O) € H egységelem és minden (_Zw 1;) #+ ( 8 8) matrixnak

0 1
(i 3)es
ahol A = [2[2 + w|? £ 0.

van inverze, nevezetesen
z
A
A¢:R—H, ¢(a) = (8 2) leképezés, egy testmorfizmus. Ez lehet6vé teszi, hogy

RIS

, , , a O .,
az a valds szamot azonositsuk az a kvaternidval.

0

. . (1 0 . (0 1 (0 1 o s2 19
Jeloljemeg1—<0 —i)"]_(—l 0>’k_(z' 0>€H,akkor1 =j=k?=
—1,ij = —ji =k, jk = —kj =i, ki = —ik = j, kovetkezik, hogy H nem kommutativ.

Ha z = ay + ayi, w = by + byi, akkor
2z w\ [ agtaii by+byi)
-w zZ) \—by+bi ay—ayi)

(ag 0O a, 0Y[i 0 b O\[/0 1 by 0\ /0 i)
_(0 a0>+(0 a1><0 ~i )"0 5, )\=1 0/ 0o 5 )\i o)~
= ay + ayi+byj+ b k.

Tehat minden kvaternio egyértelmiien felirhaté al + bi+ ¢j+ dk alakban, ahol a,b, c,d €
R.

Megyjegyzés. Figyeljiik meg, hogy 1i,j,k gyokei az X2 + 1 = 0 egyenletnek, tehat
egy olyan egyenletnek, amelynek egyiitthatéi egy nemkommutativ testbdél vannak, lehet
tobb gyoke, mint amennyi a fokszama.
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Kommutativ testek esetén ez nem lehetséges. Ha F' egy kommutativ test, akkor
minden n-edfokd egyenletnek, n > 1, amelynek egytlitthatéi F-bdl vannak, legfeljebb n
gyoke van.

Vv 4. a) Legyen K egy kommutativ test, amelyre 141 # 0 (azaz amelynek karakterisz-
tikdja # 2) és tekintsiik az ax? + bx + ¢ = 0, a,b,c € K, a # 0 mésodfoku egyenletet.
Igazoljuk, hogy ennek akkor és csak akkor van x € K megoldasa, ha létezik v € K gy,
hogy b2 — 4ac = u? és ekkor a megolddsok: z, , = (—b =+ u)(2a)~'.

b) Oldjuk meg a 322 —4x + 1 = 0 egyenletet a Z, Z,, 2y, L4, Ly, Z,4 testekben.

¢) Oldjuk meg az 22 — 2+ 5=10 egyenletet a Lo, ZH, Ly, Z19 testekben.

Megoldas. b)Z.-ben: z, = 1 \ Ty = 2, Zo-ben: x, = 1 Ty = 5, Ly g-ben: x, = 1 Ty =

13.
c)Zx-ben: x1—2 Ty = 6, Z,-ben: x1—3 Ty = 9, Z,4-ben: xl—x2—10

v 5. Legyen p egy primszam és Q(¢/p) = {a +b¢/p + c\/_ :a,b,c € Q}. Igazoljuk,
hogy (lasd 10.E.2. Feladat/b):

i) a+b\?/ﬁ+c{’/1?:0 akkor és csak akkor, ha a =b=¢ =0,

ii) Q(¥/p) részteste R-nek,

iii) {a +b¢/p : a,b € Q} nem résztest.

V6. Az (R, +,") egységelemes gylir(it Boole-gytiriinek nevezziik, ha 2?2 = x minden
x € R esetén. Igazoljuk, hogy ha (R, +,-) Boole-gyiirii, akkor

i) 1 +1 =0, azaz char R = 2.

ii) R kommutativ.

Megoldas. 1) 1+1=(1+1)2=14+1+1+1, tehat 1+1=0.

ii) Ha x,y € R, akkor x +y = (r + y)? = 2> + zy + yr + y> = v+ y + 2y + yx, tehét
ry = —yx; mivel 1 = —1, kovetkezik, hogy zy = yx.

v 7. A Gauss-egészek Z[i] = {a+bi : a,b € Z} gytiriijében legyen X, = {1}, X, = {i},
X, ={1,1+4}. Adjuk meg az X, X,, X, dltal generdlt részgytirtiket.

* YV & Legyen R egy gyliri. A Zx R = {(m,r) : m € Z,r € R} halmazon
értelmezziik a kovetkez6 miiveleteket: minden (m,r), (n,s) € Z X R esetén

(m,r)+ (n,8) = (m+n,r+s)

(m,r)(n,s) = (mn,ms + nr +rs).

Igazoljuk, hogy (Z x R,+,-) egységelemes gytirii és létezik egy ¢ : R — Z x R injektiv
homomorfizmus (tehdt minden gyiiri bedgyazhaté egy egységelemes gytiriibe).

Utmutatas. Az egységelem (1,0). Legyen ¢(r) = (k,r), kérdés: mennyi a k ?
Vaélasz: k = 0.

vv 9. Igazoljuk, hogy ha egy (nemkommutativ) egységelemes gytiriiben az 1 — ab
elemnek van inverze, akkor az 1 — ba elemnek is van.

Utmutatés. Legyen u az 1 — ab inverze. Igazoljuk, hogy v = 1 + bua inverze az
1 — ba-nak. %
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12. Gyitirii ideéljai

12.A. Idealok, példak

Legyen (R,+,-) egy gytlrdi és ) # I C R. Azt mondjuk, hogy I bal oldali (jobb
oldali) idedlja R-nek, ha

)Ve,yel:x—yel, (azaz (I,+) < (R,+)),

2) Ve € I,Vr € R: rz € I (illetve ar € I).

Ha I bal oldali és jobb oldali idedl, akkor I-it kétoldali idealnak, vagy roviden
idealnak nevezziik. Jelolések: I <, R, I <, R, I <R.

Ha R kommutativ, akkor ] IR 1, R< 1 Slj R.

Vildgos, hogy minden ideal (bal oldali, jobb oldali, kétoldali) részgytirii. Forditva
nem igaz, pl. (Q,+,)-nak Z részgytrtje, de nem idedlja, mert pl. 2 € Z, % € Qés
2.1-2¢2

12.A.1. Példak. e {0} és R (kétoldali) idedljai R-nek. Ha I < R, I # {0}, R, akkor
I-t valodi idealnak nevezziik.

Ha R-nek nincs valédi idedlja, akkor R-et egyszerii gytiriinek nevezziik.

e Ha [ idedlja (Z,+,-)-nak, akkor I < (Z,+), tehdt I = nZ alakd, ahol n € N.
Forditva, minden nZ idedlja Z-nek.

.{(8 8):a,beZ} g].MQ(Z),{(Z 8):@,1)62} <, M,(Z).

eHa f: R — S egy gylirimorfizmus, akkor Ker f < R, mert (Ker f,+) < (R, +) és
Va € Ker f,Vr € R: f(ra) = f(r)f(a) =0 és f(ar) = f(a)f(r) =0.

e Ha (R, +,) egy gylirti és a € R, akkor Ra = {ra:r € R} <, R,
aR={ar:r € R} 4; Rés RaR = {3 ras;:n €N,r;;s, € R,1<i<n} IR

Valéban, pl. RaR < R, mert Vo = Y . r.as,,y = ..o rasi € RaR : z —y =

1=1"4""2 i=1"1

n m ro n+m iy _x * * ;
Yo ras; — > g rias; = Y " rfasf € RaR, ahol rf = r.,sf = 5,1 < i < n,

Tt :Z_M?S:H—i - 557 L<i<m. l o

Tovabbd, RaR idedl, mert Vo = >  r.as, € RaR,Vt € R : tx = Y ., (tr,)as, €
RaR, zt =31 r,a(s;t) € RaR.

12.A.2. Tétel. 1) Ha R egységelemes gytirti és I <, R vagy I <4 R és létezik a € 1
invertalhaté elem, akkor I = R.

2) Testnek nincs valédi ideédlja, azaz minden test egyszerii gytrti.

Bizonyitas. 1) Ha I <, R, akkor 1 = a~'a € I (ahol a=! € R, a € I) és igy
Vre R:r=r-1¢€1, tehat I = R.

Ha I 4, R, akkor 1 =aa~! € I (ahola € I, a™' € R), innen Vr € R:r =1-71 € I,
tehat I = R.

2) Az 1) azonnali kbvetkezménye. [

12.A.3. Tétel. Ha (R,+,-) egy gytirti és I, és I, két baloldali (jobb oldali ill.
kétoldali) ideél, akkor

DI Nnly={z:x€l ésaecl},

)L+ 1, ={x, +x,:2, €1, és x, € I},

3) I, ={> " zy, :n €Nz, € I,y, €L} is egy-egy baloldali (jobb oldali ill.
kétoldali) idesl.

Bizonyitas. Legyen I, és I, két bal oldali idedl (a bizonyitas hasonl6 a tobbi esetben
is).

1)0e I, NI, ezért I, N1, # 0. Ha z,y € I, N1,, akkor =,y € I, és x,y € I,, és
mivel [, I, (bal oldali) idedlok, z —y € I;,z —y € I,, tehdt z —y € [; N I,. Har € R
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ésx €I, NI, akkor x € I,z € I, és kovetkezik, hogy rx € I,,rz € I,, mert I,, I, bal
oldali idedlok, ahonnan rx € I; N I,. Tehdt I, N I, bal oldali idedl.

2)0=0+0¢€ I, +1, # 0 éslegyen u,v € I, + I,, akkor u = x; +z,,v = y; +y,, ahol
xy,y, €1, ésay,y, € I,. lgy u—v = (x;—x5)+(y; —yy) € I, +1,, mert I, I, (bal oldali)
idedlok. Har € R ésu =z, +x, € I, + I, akkor ru = r(z; +x,) = ro; +rz, € I, +1,,
mert I, I, bal oldali idealok. Tehat I, + I, bal oldali idedl.

3)0=0-0€ I,I, # 0. Legyen w,w’ € I,1,, ahol w = Y " z.y,,w' = > . zhyl,
ahol z,,z, € I},1 <i<nésy,y, €1, 1 <i<m. Akkor azonnali, hogy w —w’ € I, I,
és ha r € R, akkor rw = >, (rz;)y; € I,1,. Tehét I,1, bal oldali idedl. [J

Az I, + 1, és I,1, idedlokat az I, és I, idedlok Osszegének illetve szorzatanak
nevezzik.

12.A.4. Példa. e mZ+nZ = (m,n)Z és mZNnZ = [m,n|Z, ahol (m,n) és [m,n] az
m,n szamok Inko-ja ill. lkkt-je, lasd a csoportok hasonlé tulajdonsagat, 4.J.6. Feladat.

12.B. Generalt ideal

Idedlok (bal oldali, jobb oldali, kétoldali) tetszéleges (I;),.,; rendszerének N, ;I met-
szete is (bal oldali, jobb oldali, kétoldali) idedl. Ennek alapjan:

Ha R egy gyfirti és ) # X C R, akkor (X) =n{I: I < (R,+,:),X C I} idedlja
R-nek és ezt az X altal generdlt idedlnak nevezzilkk. Ha X = {xz}, akkor az x elem
altal generdlt f6idealrdl beszéliink, jel. (z).

Egy I idedl végesen generdlt, ha létezik olyan X véges halmaz, hogy I = (X).

12.B.1. Tétel. Ha (R, +,-) egy kommutativ egységelemes gytiri és ) # X C R,
akkor

(X)=RX = {Zrlﬂvl :neN r. e Rz, € X,V1 <i<n}.
i=1

Bizonyitas. X C RX, mert Vx € X : z =1-2 € RX. RX d R, mert Vy =
S T,z =Y i rixl € RX esetén y— z is egy ugyanilyen osszeg, tehdt y — 2z € RX,
ugyanakkor Vi € R:ty =Y . (tr,)z, € RX.

Tovébbd: ha I < R, X C I, akkor RX C I. Valéban, ekkor Vy = >  r.z, € RX
esetén v, € X C I = rx, € I,Vi € I (mert I idedl), innen y € I. [

12.B.2. Kovetkezmény. (X = {z}) Az (R,+,-) kommutativ egységelemes
gylriiben az = elem altal generalt féidedl:

(x) = Rx ={rxz :r € R},

lasd a fejezet elején levo Példak.

Egy gyurit foidealgytiriinek neveziink, ha integritdstartomany és minden ideéalja
féideal. Ilyen példaul a (Z,+, ) gyfirti.

12.C. Primtest

Legyen (K, +,-) egy test. A K Osszes résztestének P(K) metszete a K-nak részteste,
lasd korabbi Tétel. P(K)-t a K primrésztestének nevezziik. Egy test primtest, ha
egyenl6 sajat primrésztestével: K = P(K), azaz, ha nincs 6nmagédn kiviil més részteste.

12.C.1. Példa. e Qés Z, (p primszam) pimtestek.

Valéban, legyen K részteste Q-nak. Akkor 1 € K (miért 7), innen2=1+1¢ K,3 =
1+1+1€eK,...ne K,Vn e N*. Mivel 0 € K, ezért —-n=0—n € K, azaz Z C K.
Tovabbd, igy V* € Q esetén ™ = mn~1 € K (ldsd résztestek jellemzése). Kapjuk, hogy
QCK, azaz Q = K.

% Nézzik most a Z,, testet. Sziikségiink van a kovetkezore:
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Ha n € N*, akkor a (Z,,+,-) gylri részgytirtijei és idedljai egybeesnek és meg-
egyeznek a (Z,,+) csoport részcsoportjaival. Ennek igazoldsa: azt kell belatnunk,
hogy Z, minden S részgytrtije idedl (forditva trivialis). Ha (S,+,:) < (Z,,+,-),
akkor (S +) < (Z,,,+), és mivel (Z,,+) ciklikus csoport, kovetkezik, hogy (S,+) is
ciklikus (ldsd csoportelméleti Tétel). Tehat 3z € Z, : S = (x) = {kZ : k € Z},
ahol kT = Z+@+..+2. De mindegyik (7) idedl, mert V/ € Z, VkT € () =
R k
(- kx = klx € (T).

Példaul, Zgs-ban 1) = (B) = Zg (1 és 5 invertalhatok, lasd 14. szakasz, els6 Tétel),
0y = {0}, 2 > ( ) ={0,2,4}, (3) = {0,3}. Tehat Z,-nak 4 idedlja van, ezek az sszes
részgyfirtik is: {0}, {0,3}, {0,2,4}, Zg.

Legyen most I’ egy tetszOleges részteste Z,-nek. Akkor F a L, részgytirtje, és az
elozoek alapjan kovetkezik, hogy F' ideal. De testnek nincs valédi 1dealJa (Tétel), F =
{0} nem lehet, ezért F' = Z , amit igazolni akartunk. s

12.D. Feladatok

Vv 1. Ideélt alkotnak-e a megadott I halmazok a megfelel6 gytiriikben:

a) R=27Z,1=47Z, b)R=Z[i],I =7, c¢) R=2Zi],I={a+bi:a,bpéros }.

Vv 2. Mutassuk meg, hogy egy egységelemes gytirti valédi idealja nem tartalmazza az
egységelemet.

v 3. Igazoljuk, hogy egy egységelemes R gytiri valamely I # () részhalmaza akkor és
csak akkor idedl, ha V i,,i, € I ésV r,r, € R esetén ryi; + ryi, € I.

Vv 4. Legyen (A, +,-) egy kommutativ gytirti és r(A) = {a € A: In € N*,a” =0} az
A gytirt nilpotens elemeinek halmaza. Igazoljuk, hogy:

a) r(A) <A,

b) r(A x B) = r(A) x r(B), ahol B is kommutativ gytirii és A x B a gytrik direkt
szorzata, lasd 10.A.1.

Megoldas. a) 0 € r(A) # 0; ha a,b € r(A), akkor a — b € r(A), valéban: In,m €
N:a?» =0m =0 és

n+m = n-+m k n+m-—k
(@a—btm=>" L)t (=h) =0,

k=0

mert az Osszeg minden tagja nulla: ha k > n, akkor a¥ = 0, ha pedig k < n, akkor
n+m—*k >m és btk = (. Tovdbbd, hahaa € r(A) ésx € A, ax € r(A),za € r(4),
mert (ax)” = a"z™ = 0, hasonléan (xa)® = z"a™ = 0.

b) Tegyiik fel, hogy (a,b) € r(A x B), akkor In € N : (a,b)” = (a™,b") = 0 = (0,0),
innen a™ = 0,0 = 0 és kovetkezik, hogy a € r(A),b € r(B), (a,b) € r(A) x r(B).

Forditva, ha (a,b) € r(A) x r(B), akkor In,m € N : a® = 0,b™ = 0, innen (a,b)t =
(at,bt) = (0,0) = 0, ahol ¢t = max(n, m), tehét (a,b) € (A x B).

Vv 5. Adjunk példéat olyan gytiriire és ennek olyan részhalmazara, amely altal generdlt
részgylri és idedl nem egyenléek.

Utmutatas. Példéul a (Q, +,-) gyfirtiben legyen X = {1}.

Vv 6. Igaz-e, hogy egy gylirli zérusosztoi idedlt alkotnak 7

Utmutatas. Nem igaz, vizsgaljuk példaul a (Zg, +,-) gytriit.

v 7. Igazoljuk, hogy a (Z _,,+,-) gyliriiben, ahol p prim és k > 1, a zérusosztok a
0-val egyiitt idealt alkotnak.

pk>

Utmutatés. Igazoljuk, hogy a zérusoszték pontosan a pAK, 1 < /¢ < pF—1 elemek.
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13. Faktorgytiriik, homomorfizmustétel

13.A. Faktorgyturik

Ebben a szakaszban definidljuk a faktorgytri fogalmat, amely hasonlé a csoportok
esetén targyalt faktorcsoport fogalmahoz, de normalrészcsoportok helyett most idealok-
kal torténik a konstrukcio.

Legyen (R, +, ) egy gylirti és I < R egy ideal. Az additiv miiveletet tekintve: (I, +) <
(R, +) (részcsoport) és tekintsiik a kovetkezo relaciot:

Ya,be I : a=b(mod ) ©a—-bel,

amely nem méas, mint a csoportokra definidlt részcsoport szerinti kongruenciareldcié (itt
74" kommutativ).
Tudjuk, hogy ”=" ekvivalenciarelacié és a megfelel6 faktorhalmaz a kovetkezo:

R/I ={a:a € R},

ahol az ekvivalenciaosztalyok @ = a + I = {a + x : x € I} alakuak. Azt is lattuk, hogy

az R/I halmazon az a +b= a/-l-\b additiv miivelet egy Abel-csoportot hataroz meg.
Definialjuk most a kévetkez6 miiveletet:

~

a-b=ab, Va,beR/L

Ez nem fligg a vélasztott reprezentansoktdl, ugyanis, ha a = d\l,g = bAl, akkor a —a; =
x el b—b =y el éskapjuk, hogy ab = (a; + z)(b; +y) = a;b; + a,y + bz + xy,
ahol az utolsé harom tagra: a,;y + b, +xy € I, mert I idedl. Innen ab —a,b, € I, azaz
-,

13.A.1. Tétel. Ha (R,+,-) egy gylirti és I egy idedl, akkor az R/I faktorhalmaz
egy gylrli az el6bbiekben definialt miiveletekkel. Tovabbd p, : R — R/I, p,(z) = T egy
gytrtimorfizmus.

Bizonyitas. Ahogy mar megjegyeztiik, (R/I,+4) Abel-csoport. A szorzas tulaj-
donsagai:

1. (ab)e = a(be) (asszociativitss),

2. a(b+¢) = ab—+ac és (@ + b)c = ae + be (disztributivitas).

Ezek igazolasa azonnali a R-beli megfelel6 tulajdonsagok felhaszndlasaval. Példaul,

~ ~ —_— —_— -~ A~

(@b)¢ = (ab)é = (ab)e = a(be) = Gbe = a(be).

p; : R — R/I csoportmorfizmus, tovdbbé p,(ab) = ab = ab = p,(a)p,;(b),Va,b € R,
tehdt p, gylriimorfizmus. [J

Az R/I gyliriit az R gyfiriinek az I idedlra vonatkozé faktorgytiriijének nevezziik.

Ha R egységelemes, akkor R/I is egységelemes, az egységelem T, amelyre il=a 1=
Gésla=1-a= a,Va € R/I. Ekkor p,(1) = 1, tehat p; unitér morfizmus.

Ha R kommutativ, akkor R/I is kommutativ: Gb = ab = ba = ba, Va,b € R/I.

13.A.2. Példa. e Ha I < (Z,+,), akkor tudjuk, hogy I = nZ alaki, ahol n € N.
Az nZ szerinti kongruenciareldcié éppen a kongruencia modulo n.

Tovabbé, a Z/nZ faktorgylirii a maradékosztalyok gytirtije modulo n, ha nZ # {0}.
Ha nZ = {0}, azaz ha n = 0, akkor Z/0Z ~ 7Z, ha pedig n = 1, akkor Z/17Z a zérégytirii,
lasd 10.A. szakasz.
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13.B. Homomorfizmustétel

Ha f : R — S egy gytirimorfizmus, akkor f magja a Ker f = {z € R: f(x) = 0}
halmaz.

% Ha I Q R, akkor a p; : R — R/I, p,;(z) = T kanonikus projekcié magja éppen
az I: Kerp, = I. Valéban, Kerp, = {zr € R: 7 = 0} = I. Tehat minden idedl egy
gytrtthomomorfizmus magja. %

13.B.1. Tétel. (homomorfizmus-tétel) Ha f : R — S egy gy{irlimorfizmus, akkor az

f:R/Kerf—Imf,  f(@) = f(z)

fiiggvény gytliriizomorfizmus, tehdt R/ Ker f ~ Im f.

Bizonyitas. f : (R,+) — (S,+) csoportmorfizmus, és a csoportokra vonatkozo
homomorfizmustétel szerint f : (R/Ker f,+) — (Im f,+), f(Z) = f(x) csoportizomor-
fizmus. f gyfirtimorfizmus is, mert V2,7 € R/Ker f = f(zy) = f(ay) = f(zy) =
1)) = F@F@). O

Legyen (P,+,-) egy primtest, tehat egy olyan test, amelynak nincs 6nmagan kiviil
mas részteste, lasd 12.C. szakasz. A homomorfizmustétel segitségével igazolhato:

13.B.2. Tétel. Ha P egy primtest, akkor P ~ Q vagy P ~ Ly, ahol p primszam.

13.C. Feladat

* ¥ (Kinai maradéktétel) Legyen m,n € N*,(m,n) = 1. Akkor f:Z, = — Z X
Z,, f(&) = (z,7) gylirtiizomorfizmus, tehdt (Z, ,+,") ~ (Z, x7Z, , +,").

Megoldas. Alkalmazzuk a homomorfizmustételt. Legyen f :Z — Z X< Z, , f(z) =
(z, 7). Ez gylirthomomorfizmus, mert f(x +y)=@+y,72Fy) = EF+5.T+7) =
(Z,2)+(5,7) = f(@)+f(y) és f(wy) = (e +yz +y) = @5,7) = (3,7)(7,9) = f(2)f(y).

Tovabba Ker f = {x € Z : f(z) = (0,0)} = {z € Z : m|z,n|z} = mnZ, mert
(m,n) = 1.

Kovetkezik, hogy f: Z, =~— Imf, f(z) = (7,7) gylirllizomorfizmus. Mivel |Z, | =
mn = |Z,, X Z,|, ezért Im f = Z_ x Z, és kapjuk, hogy Z, ~7Z X Z,. %
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14. Integritastartomany hanyadosteste

14.A. Hanyadostest
Legyen (R, +,-) egy integritastartomény és R* = R\ {0}. Az

R x R* ={(a,b) :a,b€ R,b+#0}
Descartes-szorzaton értelmezzik a kovetkezd ”~” bindaris relaciot:
(a,b) ~ (¢,d) < ad=bc.

14.A.1. Tétel. A "~ relaci6 egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitas. Minden (a,b) € R x R* esetén (a,b) ~ (a,b), mert ab = ba, tehit ”~”
reflexiv. Ha (a,b), (¢,d) € R x R* tgy, hogy (a,b) ~ (¢,d), akkor ad = bc vagy cb = da,
ahonnan (c,d) ~ (a,b) és kovetkezik, hogy ”~" szimmetrikus.

"~ tranzitiv is. Valéban, ha (a,b), (c,d), (e, f) € R x R* Ggy, hogy (a,b) ~ (c,d)
és (c,d) ~ (e, f), akkor ad = bc, cf = de. Ezeket Osszeszorozva: adcf = bede és de-vel
egyszertisitve, ahol dec # 0: af = be, ami azt jelenti, hogy (a,b) ~ (e, f). O

Tekintsiik az igy meghatarozott ekvivalenciaosztalyokat, amelyeket raciondlis tortek-
nek neveziink. Jelolés: (a,b) osztdlya 3. Itt § = § akkor és csak akkor, ha ad = bc.

Legyen F(R) = R x R*/ ~ a megfelel6 faktorhalmaz, amelyen a kovetkez6 miivelete-
ket értelmezziik: ha 7, § raciondlis tortek, ahol b, d # 0, akkor bd # 0 és legyen

g+g_ad+bc
b d  bd
a ¢ _ac
b d bd

Ezek a miiveletek helyesen értelmezettek, azaz nem fliggenek a vélasztott reprezentan-
soktol. Ehhez azt kell beldtnunk, hogy ha ¢ = 77 és ¢ = o, akkor

b d d
a c a
1 22 = 4L
(1) bt~y T
a c a
2) bdT Y d

Valéban, (1) azt jelenti, hogy

ad + be B a'd +bc
bd bd

azaz adb'd’ + beb/d’ = a/d'bd + bdl' ¢’ vagy ad'(ab' — a’b) = b/ (dc’ — ¢d'), ami igaz, mert
a feltétel szerint ab’ = a’b és cd’ = dc’.

Hasonl6képpen, (2) jelentése
ac _a'c

bd — Vd”’

azaz acb'd’ = bda'c’, ami az ab’ = a’b, cd’ = ¢'d egyenloségek Osszeszorzasabol adodik.
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14.A.2. Tétel. 1) (F(R),+,-) egy kommutativ test.

2)Aj:R— F(R), j(a) = { leképezés egy injektiv gylirlimorfizmus.

Bizonyitas. 1) Legyen 0 = %, 1= % Figyeljik meg, hogy 0 = %, 1= % minden
b € R* esetén. A definidlt 6sszeadas és szorzas a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

Ve < < e F(R) esetén

brd’ f
a C (& a C e
(i) (g+a)+?—g+(3+});
(ii) g+g—f+g
b d d b’
a _g
(i) “ro=2
(iv) Z+ =0,
a C (& a C e
(v) (g'a)'?—g'(a'?)a
(vi) a c_c a
v b'd_d b
a a
i —.1==
(vii) ; s
a,c e a ¢ a e
(viii) 3(34_?)_534_5?7
a b
I - —=1 b#0
(ix) ;oo=1 ab#

Ezek kozvetlen szamoléassal ellendrizhetok.

2) Valéban, Va,b € R: jla+b) = 22 = 2 4+ b = j(a) + j(b), j(ab) = 2 = 21 =
j(a)j(b), tovabba, ha j(a) = j(b), akkor ¢ =2 a-1=0b-1,azaz a =b. O

Az (F(R),+,-) kommutativ testet az R integritdstartomany hdnyadostestének
nevezzik.

Kovetkezik, hogy j egy izomorfizmust ad az R gytirti és F'(R)-nek az R’ = {{ : a € R}
részgytirtje kozott. Ez az izomorfizmus lehet6vé teszi, hogy azonositsuk R-et R’-tel és
az a elemet az § raciondlis torttel, a = {-et irva. fgy, ha ¢ € F(R), akkor irhaté:
@ el a(h)ylo gy,

Ha R = Z, akkor a raciondlis szamok konstrukciéjit kapjuk: F(Z) = Q.

Ha K egy kommutativ test és R részgytriije K-nak (kdvetkezik, hogy R integritastar-
tomany), akkor R hanyadosteste a legkisebb olyan részteste K-nak, amely tartalmazza
R-et.

14.B. Feladatok

Vv 1. Legyen K egy kommutativ test. Mi lesz ennek hanyadosteste 7

v 2. Legyen d € 7 négyzetmentes. Igazoljuk, hogy Z[v/d] hényadosteste Q(v/d).
Specidlisan, Z[i] hanyadosteste Q(3).

% V 3. Legyen p egy primszam és Q(p) = {™ : (n,p) = 1}. Igazoljuk, hogy Q(p)
részgytrije Q-nak és Q(p) hanyadosteste Q. %
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15. Polinomok gytriije

15.A. Formalis sorok és polinomok gyitirije

Legyen (R, +,-) egy kommutativ, egységelemes gytir(i. Tekintsiik az
RN = {f|f : N — R} halmazt, amelynek f elemeit R-beli sorozatoknak nevezziik,
jelolés: f = (ay,aq,a,,...), ahol a,, = f(n),n € N.

Legyen f,g € RN, f = (ay,ay,0a,,...), g = (by, by, by,...) és definidljuk a kovetkezd
miiveleteket:

(f+9)n) = f(n)+g9(n) =a, +b,,
(f-g)n) = Z f(i)g(j) = Z aibj-

1+i=n i+i=n

Itt f-g = (agby,agby + ayby, agby + a by + asby, ...).

Legyen tovabbd supp(f) = {n € N:a, # 0} az f tartéhalmaza és R™) = {f € RN :
supp(f) véges halmaz}. Az RN elemei azok az f = (ay,a,,a,, ...) sorozatok, amelyekre
létezik n € N gy, hogy a, = 0, ha i > n.

15.A.1. Tétel. a) (RN, +,-) kommutativ egységelemes gytir(i. Ha
f=(ay,ay,a,,..) € RN, akkor f =>"77 ja, X*, ahol X = (0,1,0,0,...), és ez a felirds
egyértelmii.

b) (RM, +, ) unitér részgyfirtije RN-nek és i : R — RM, i,(a) = (a,0,0,...) unitér
injekt{v homomorfizmus. Tovébbd, ha f € RM™ akkor az X = (0,1,0,0,...) jeloléssel,
f=>1_pa,XF, ahol n = maxsupp(f), és ez a felirds egyértelmdi.

Bizonyitds. a) Azonnali, hogy (RN,+) Abel-csoport. Vizsgaljuk a
tulajdonsagait:

R kommutativ gyfir(i, s emiatt ”-” kommutativ. Ha f,g,h € RN és n € N, akkor

».»

mivelet

(F))(n) = > (fDh() = > (D f(K)g(t)h(j) =

t+j=n itj=n k4+l=i

= D fk) Y 9@h()= Y fk)(gh)(m) = (f(gh))(n),

k+m=n {+j=m k+m=n

tehét (fg)h = f(gh). Tovabba

I
—~
~
_|_
2
—~
=
>
<
~—
|
=
<
~—
_|_
K
—~~
=
>
<
I

((f +9)h)(n)

i+j=n i+Jj=n

= > F@rG) + Y g(Dh() = (fR)(n) + (gh)(n) = (Fh + gh)(n),
i+j=n i+j=n
tehdt (f + g)h = fh + gh. Az egységelem 1 = (1,0,0,...).

Vegyiik észre, hogy minden k € N-re X* = (0,0, ...,1,0,0,...), ahol 1 a k-adik helyen
van, tehdt X%(i) = J,, (Kronecker-szimbélum). Ha a = (a,0,0,...) € R, akkor aX* =
(0,...,0,a,0,...). Innen f = (ay,a,,a,,...,a,,...) = (a,,0,0,...) + (0,a,,0,0,...) + ... =
S ore g a, Xk és ez a felirds egyértelmii.

b) 0 = (0,0,...) € RN, Ha f,g € RN akkor létezik m,n € N tgy, hogy f(i) = 0,
ha i > m és g(i) = 0, ha i > n. Igy (f — ¢)(i) = 0, ha i > max(m,n) és (fg)(i) = 0, ha
i >m+n. Tehat f — g, fg € RN, azaz RN részgyiirtije RN-nek.

n’’
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Tovabbd Va,b € R: iz(a +b) = (a + 0,0,0,...) = (a,0,0,...) + (b,0,0,...) =
ig(a) +ig(b), ig(ab) = (ab,0,0,...) = (a,0,0,...)(b,0,0,...) = ig(a)ig(b), azaz i, homo-
morfizmus. Azonnali, hogy i, unitér és injektiv. [

Az RN gyliriit az R feletti formalis sorok gyfiriijének nevezziik, jelolés: R[[X]]. Az
X =(0,1,0,...) formalis hatvinysor neve X hatarozatlan. Ha f = (ag, a;,a,,...) € RY,
akkor az f = Zzo:o a, X% felirdst szokds haszndlni. Az a, elemek, ahol i > 0, az f
egylitthatéi. Azt mondjuk, hogy f egy R feletti formalis sor.

Az RN gyiiri az R feletti (egyhatarozatlani) polinomok gytiriije, jelolés: R[X].
Ha f = (ag,ay,ay,...) € RN akkor a tovdbbiakban az f = >"}_;a, X* felirdst fogjuk
hasznélni. Néha az f helyett f(X)-et {frunk.

Az a,,0 < i < n elemek az f polinom egyiitthatéi. Azt mondjuk, hogy f egy R
feletti polinom (vagy R-beli egyiitthatés polinom). Az aX™ polinomot monomnak
nevezzik.

Ha f € R[X], f # 0, akkor az f foka a gr(f) = maxsupp(f) = max{n € N:qa, # 0}
természetes szam. Ha n = gr(f), akkor az a, egyiitthatét az f féegyiitthatéjanak
nevezzilk. Megallapodds szerint gr(0) = —oo, amelyre érvényesek az aldbbiak: —oo < n,
—00 +n = —00, ahol n € N, —0c0 + (—00) = —o0.

15.A.2. Tétel. Legyen (R, +,-) egy gylirti és f,g € R[X]. Akkor

a) gr(f + g) < max{gr(f),er(9)},

b) gr(fg) < gr(f)+gr(g). Tovdbba, ha f, g # 0 és ha vagy az f vagy a g féegyiitthat6ja
nem zérusoszté (specidlisan, ha R integritdstartomany), akkor gr(fg) = gr(f) + gr(g).

Bizonyitas. a) Legyen gr(f) = m,gr(g) = n. Ha f,g # 0, akkor m,n > 0 és az
Osszeadds és a szorzas definicidja szerint (f+¢)(i) = 0, ha i > max{m,n} és (fg)(i) = 0,
ha ¢ >m +n.

Ha f = 0 vagy g = 0, azaz ha gr(f) = —oo vagy gr(g) = —oo, akkor hasznaljuk a
—oo szimbolumra vonatkozé fenti Osszefliggéseket.

b) Legyen f =" a,X%a,, #0,9= Z?:o b;X7,b, # 0. Akkor fg fegyiitthato-
jaa,b, #0.0

Példa e b)-ben az egyenlStlenség lehet szigort: f = 1+ 2X,g = 2X € Z,X],
fg=(142X)2X =2X, gr(fg) =1 < 2 = gr(f) + gr(g) (Z,4[X]-ben 2 zérusoszto).

* 15.A.3. Tétel. 1) Egy a € R elem akkor és csak akkor invertalhaté R-ben, ha
invertalhaté R[X]-ben.

2) Ha R integritdstartomany, akkor R[X] is integritastartomany és U(R) = U(R[X]).

Bizonyitas. 1) Ha a € R invertdlhatd, akkor ab = 1, ahol b € R. Ezt az egyenléséget
R[X]-ben tekintve, a és b nulladfoki polinomok és kévetkezik, hogy a invertalhaté R[X]-
ben. Forditva, ha a invertalhaté R[X]-ben, akkor létezik f =a,+ a; X + ... +a,X" €
R[X],a, # 0 1gy, hogy af =1, azaz aay, + aa,; X + ... + aa, X™ = 1. Innen aa, =1 és
kovetkezik, hogy a-nak a, az inverze R-ben.

2) Ha R integritastartomény, akkor az el6z6 Tétel szerint R[X] is integritdstarto-
mény. Tovdbba a jelen Tétel 1) pontja szerint U(R) C U(R[X]). Igazoljuk a forditott
irdnytd bennfoglaldst: legyen f = ay,+a; X+...+a,, X", a, # 0 egy invertdlhaté polinom
R[X]-ben. Akkor létezik g = by + b, X + ... +b,X™, b, # 0 gy, hogy fg = 1. Innen
gr(fg) =gr(1),gr(f) +gr(g) =0,m+n=0,m=n=0. Tehdt f =a, € R,g=0, € R
é 1= fg=ayb,, ahonnan f =a, € U(R). O

Példa. e Ha R nem integritastartomény, akkor lehet U(R) # U(R[X]): pl. f =
142X € 7,]X] invertalhaté, mert ff = (1+2X)(142X)=1. %

Legyen R egy kommutativ egységelemes, gytirti és f =Y I ;a, X’ € R[X]. Haxz € R,
akkor az f(z) = Y . a,2" € R elemet az f x-re vonatkozé helyettesitési értékének
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nevezzik.

Definidlhaté az f : R — R, f(z) = Y. ,a,x fiiggvény, amelynek neve az f-hez
rendelt polinomfiiggvény.

Ha f = a € R, akkor f konstans, f(z) = a minden x € R-re. Ezért az R elemeit,
polinomokként tekintve, konstans polinomoknak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy léteznek olyan f polinomfiiggvények, amelyek konstansok,
ugyanakkor f ¢ R (pl. f = X + X2 € Z,[X], amelyre f(0) = f(1) = 0). De csak az
f = a € R polinomokat nevezziik konstansoknak.

Ha f, g egyenld polinomok, akkor az f, g fiiggvények is egyenléek. Léteznek azonban
olyan kiilonb6z6 polinomok is, amelyekhez rendelt fliggvények egyenloek, pl. f = X +
1,9 = X2+1 € Z,X]. Akkor J,g: Zy — Z,, F(0) = g(0) =1, F(1) = g(1) = 0, tehat
F=g.def#g.

15.A.3. Tétel. Két polinom 0Osszegéhez (szorzatdhoz) rendelt polinomfiiggvény
egyenl6 a két polinomhoz rendelt polinomfiiggvények Gsszegével (szorzataval):

f
azaz minden = € R esetén a ¢ : R[X] — R, ¢(f) = f(x) leképezés egy gylirtimorfizmus.
Bizonyitas. Ha f,g € R[X], f=ay+a, X +a, X%+ ..., g=0b, +b; X + b, X2+ ..,
akkor minden x € R esetén:

F(@) +3(z) = f(2) + g(x) = (ag + a2 + ayz® +..) + (by + bz + bya® +..) =
= (ag +by) + (a; + b))z + (ay + by)a? + ... = (f +9)(x) = (f + 9)(z),

f(@)g(z) = f(2)g(z) = (ag + ay@ + ayz® + ...) (by + bz + byx® +...) =
= agby + (aghy +ayby)a + (aghy + a;by + asby)a® + ... = (fg)(z) = (fg)(2). O

15.B. Maradékos osztas, polinomok gyokei

15.B.1. Tétel.(maradékos osztds) Ha R egy integritdstartomany és f = ay+a,; X +
—ta, X", g = by+b X+ -+b  X™ € R[X], adott polinomok gy, hogy b, invertalhaté
elem, akkor léteznek az egyértelmilen meghatarozott ¢, € R[X] polinomok, amelyekre

(1) f=9q+r, ahol gr(r) < gr(g).

Bizonyitas. 1. Létezés. Ha gr(f) < gr(g), akkor vehet ¢ =0 és r = f. Ha gr(f) >
gr(g), akkor gr(f) = n szerinti indukciéval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy minden h €
R[X], gr(h) < n polinom felirhaté (1) alakban és legyen f = a, +a, X +---+a, X",
gr(f)=mn,g=">by+b;X+---+b,X™ 0<gr(g) =m <n,b,, invertdlhaté. Képezziik
ah = f—a,b X" ™mg polinomot, amelynek foka kisebb mint n és alkalmazva rd
az indukcids feltételt kapjuk, hogy léteznek olyan ¢,,r; € R[X]| polinomok, amelyekre
h = gq, +ry, ahol gr(r;) < gr(g). Innen f = g(a, bt X""™+q,)+r,, tehat vélaszthaté
g=ua,b tX"=m 4 q ésr=r.

II. Egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy f = gq+r, ahol gr(r) < gr(g) és f = gq*+r*, ahol
ar(r) < gr(g). Akkor f = gq+1 = gg* + 7, g(q — q*) = r* 1, ahol gr(r — ) < gr(g).
Ha q # q*, akkor gr(g(¢—q*)) > gr(g), ami ellentmondés. Ezért kovetkezik, hogy ¢ = ¢*,
ahonnan r = r*. [J

Megjegyzések. Az elébbi Tételben ¢ az osztasi hanyados és r az osztasi
maradék. Az (1) felirdsban vagy r = 0, ekkor gr(r) = —oo vagy r # 0 és
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0 < gr(r) < gr(g). Ha R egy kommutativ test, akkor ez a Tétel alkalmazhaté min-
den g # 0 polinomra.

Legyen R egy integritdstartomany és f,g € R[X]|. Azt mondjuk, hogy f osztéja
g-nek, jel. f|g, ha létezik h € R[X] dgy, hogy g = fh. Ellenkezd esetben f nem osztdja
g-nek, jel. f [Jg. Ha f,g € R[X] és ha g-nek a b,, féegyiitthatéja invertélhaté, akkor
f|g pontosan akkor teljesiil, ha az utébbi Tételbeli osztdsi maradék nulla: r = 0.

eHa f=X—-1 g—X2—|—3X 4€Z[X] akkor f|g.

eHa f=X+1,9g=2X2+X+3€Z 4[X], akkor f|g, mert g =2X2+ X 43 =
(X +1)(2X2 +3).

e Minden polinom osztéja a nulla polinomnak és a nulla polinom csak onmaganak
osztoja.

Az f € R[X] polinomnak x € R gy0Gke, ha f(z) =

15.B.2. Tétel. (Bézout) Legyen R egy integritdstartomany.

a) f € R[X| ésa € R. Az a € R elem akkor és csak akkor gytke az f € R[X]
polinomnak, ha X — a osztéja f-nek.

b) Ha gr(f) =n > 1, akkor f-nek legfeljebb n kiilonbozé gydke van R-ben.

Bizonyitas. a) Az el6z6 Tétel kovetkezménye: f = (X — a)q + r, ahol r = f(a),
kész.

Miés, kozvetlen bizonyitas: Legyen f = ay+a; X +a,X%+4...+a, X", a, # 0 ugy, hogy
f(a) =0. Akkor f = f—0= f—f(a) = ay+a; X +a, X2 +...+a,X"—(a,+a,a+a,a?+
wta,a") =a; (X —a)+ay(X2—a?)+...4+a, (X" —a"). De X —a osztéja X* —a*-nak
minden 1 < k < n esetén, ezért X — a osztdja f-nek. Forditva, ha X — a osztéja f-nek,
akkor létezik h € R[X] dgy, hogy f = (X — a)h. Akkor f(a) = (a — a)h(a) = 0, tehat a
gyoke f-nek.

b) n szerinti indukciéval. Ha n =1, f = ay + a; X € R[X], akkor f-nek vagy nincs
gyoke vagy 1 gyoke van, pl. f = 3X + 4 € Z[X]-nek nincs gyoke, 2 gyok nem lehet,
mert f(r,) = ay +ayxy =0, f(zy) = ay + ayz, = 0 alapjn a,(x; — x,) = 0, innen
xr, —xy =0, z; = x, (R zérusosztémentes).

Tegyiik fel, hogy a tulajdonsag igaz minden (n—1)-edfoku polinomra, legyen gr(f) = n
és a gyoke f-nek. Akkor f = (X — a)g, ahol gr(g) = n — 1, tehét g-nek legfeljebb n — 1
gyoke van és kovetkezik, hogy f-nek legfeljebb n gyoke van. [

Ha R nem mtegrltastartomany, akkor a Tétel b) allitdsa nem feltétlen i igaz..

Példa. e Az f = X2 -1 ¢ Z,, polinomnak 4 gytke van Z,,-ben: 1,-1=11,5,-5=
7.

e Legyen R = Z x Z, amelyben (0,1)(1,0) = (0,0), tehat vannak zérusosztok és ez
nem integritastartomany. Tekintsiik az f = (1,0)X polinomot, amelynek foka 1. Minden
(0,n) € R elem gyoke f-nek, mert f(0,n) = (1,0)(0,n) = (0,0), tehdt f-nek végtelen
sok gyoke van.

Azt mondjuk, hogy a € R k-ad rendii gyoke f-nek (k multiplicitast gyok), ha
(X —a)*[f és (X —a)**t1 [F.

A Bézout tétel alapjan vilagos, hogy a akkor és csak akkor k-adrendii gyok, ha létezik
olyan g polinom, amelyre f = (X — a)*g és g(a) # 0.

15.B.3. Tétel. Ha R integritastartomény, f,g € R[X] és a k-ad rendii gyoke f-nek
és l-ed rendili gyoke g-nek, akkor a k + ¢-ed rendii gyoke az fg szorzatnak.

Bizonyitas. f = (X — a)Ff,, ahol f,(a) # 0 és g = (X — a)’g,, ahol g,(a) # 0.
Akkor fg = (X — a)F*+¢f g, és mivel R integritdstartomany, f,(a)g,(a) # 0. Tehdt a
k + f-ed rendii gyok. OJ
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15.B.4. Tétel. Legyen R integritastartomény és f € R[X]|, f # 0. Ha ay,a,,...,a,,
rendre £y, k,,...,k, -ed rendii kiilonbozé gyokei f-nek, akkor létezik olyan g € R|X],

hogy
f=X- al)kl (X — az)kz (X = am)kmg

Bizonyitas. m-szerinti indukcioval bizonyitunk. Ha m = 1, akkor az A&llitas
kovetkezik a definiciobol. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz m — 1-re és igazoljuk m-re.
Létezik tehat g, € R[X] gy, hogy

f= (X—al)kl(X—a2)k2 ...(X_a )km_l

9q-

m—1

Akkor 0 = f(a,,) = (a,, —ay)*(a,, —ay)*2---(a,, —a,, ,)*-19,(a,,), s mivel a,, #
a;,1 < i < m — 1, kovetkezik, hogy ¢,(a,,) = 0, s6t a,, k, -ed rendii gyoke g,-nek.
Kapjuk, hogy g, = (X — a,,)*mg és ezt visszahelyettesitve készen vagyunk. [J

Ha f € R[X] kiilonb6z6 gyokei aq,aq,...,a,, € R és ezek rendre ki, ko, ...,k -ed
rendli gyokok, akkor azt mondjuk, hogy f gyokeinek szdma multiplicitassal szdmolva
ky +ky + ...+ k.. Ha f gyokeit tekintjiik és nem kotjiik ki, hogy ezek kiilonbozoek,
akkor mindegyik gyokot annyiszor vessziik, amennyi a multiplicitésa.

Kovetkezmény. Ha R integritdstartomany és f € R[X], gr(f) = n > 1, akkor f-nek
legfeljebb n gyoke van multiplicitdssal szamolva.

15.B.5. Tétel. (Viéte-képletek) Legyen R integritdstartomany és f = a, + a; X +
ayX?+ ...+ a,X", a, # 0 egy nemnulla polinom R[X]-ben. Ha f-nek n gyéke van
R-ben, multiplicitdssal szdmolva, és ezek: x,,x,, ..., z, , akkor

f=a,(X —2)(X —ay) - (X —x,),

tovabba
_ -1
T, +xy+...+2, =—a, ja, ",
_ -1
1%y + 2125+ .. 2092, + ...+ 2, 1T, =0a, 504, ,
T Ty Ty + X Ty Ty Ty + o+ X x ez, = (=1)*a,at
1+2 k 12 k—1"k+1 n—k+1vn—k+2 n k¥n

Bizonyitas. Az eléz6 Tétel szerint f = (X — z,)(X — 2,)--- (X — z,)g, ahol
g € R[X]. Azonositva X" egyiitthatéit a két oldalon: g = a,. Tehit f =
an(X - xl)(X - x2) T (X - zn) = aan - an(xl + ) + Tt xn)Xn_l + an(xle +
T xg + g, o+, 2 ) X2 (= D)Fa (2w, Fmy @y
ot Ty 1Ty g @) XTE L+ (D) @y
egyltthatokat az adott egyenloségeket kapjuk. [J
Kovetkezmény. (Wilson tétel) Ha p > 2 primszam, akkor

,» ahonnan, azonositva az

(p— D!+ 1=0(mod p).

Bizonyitas. Tekintsiik a Z, testet és ebbenaz f = X p=1_T7 polinomot. Tudjuk, hogy

ar~1 =1 minden 1 < a < p— 1 esetén (kis Fermat tétel), tehdt f gyokei 1,2, ,p/;\l
Az utols6 Viéte képletbol:

AN/

12--.p—1=(=1)P"1(=1).
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Ha p > 3, akkor p péaratlan és ( 1)r— 1, ha pedig p = 2, akkor (—1)P~1(-1) =
(~1)(-1) =T = —1. Tehdt (p — 1)! = T (p—1)14+1=0, azaz (p—1)! +1 =0 (mod
p)- U

15.C. Polinomok formalis derivaltjai
Legyen a tovabbiakban K egy kommutativ test és definidljuk a kovetkezo leképezést:
d:K|X] — K[X],d(a)=0¢és ha f=>" a,X? n>1, akkor

n
= i, X"
1=0

d(f)-et az f (formdlis) derivaltjanak nevezziik, jelolés d(f) = f/ = f. A
t6bbszorss derivaltakat igy értelemezziik: (") = d*(f) = d(d"~1(f)), ahol n > 1 és

fO =d(f)=f.

15.C.1. Tétel. Ha f,g € K[X] és a € K, akkor

1) d(f +9) = d(f) + d(g).

2) d(af) = ad(f),

3) d(fg) = fd(g) +d(f)g,

4) d(f™) =nfr=1f" ahol n € N*,

Bizonyitas. 1) és 2) azonnali a definicié alapjan: ha f = a, + a; X + a, X% + ...,
g="by+b X +b,X2+ ..., akkor d(f + g) =

= d((ay+by)+(a;+b)) X +(ay+by) X2 +...) = (a;+b,)+2(ay+by) X +3(az+by) X +... =

= (a; +2a,X +3a; X% +...) + (b, +2b, X +3b, X* +...) = d(f) + d(g),
d(af) = d(aay + aa; X + aa,X* +...) =
= aa, + 2aa,X + 3aa; X = a(a; + 2a,X + 3a;X* + ...) = ad(f).
3) bizonyitdsdhoz figyeljiik meg, hogy definicié szerint d(X?) = X =1 i > 1 és

(X)) = (i 4+ j)XH-1 = Xi(jX5-1) + (i X)) XJ = Xid(X7) + d(X?)X7. Ennek
alapjan
d(fg) —dZaXzzb X7) ZabX“”

— Za b.d(XH) Zaibj X'd(X7) 4 d(XH)X7) =

_ZaXZZbdXJ +ZadX“ ZbXJ—

= fd(g) +d(f)g-

4) n szerinti indukciéval. [J
15.C.2. Tétel. (polinomok Taylor-képlete) Legyen K egy kommutativ test, f €
K[X], gr(f) = n egy nemnulla polinom és a € K. Akkor f felirhaté

f = Zbi(X -
i=0

alakban, ahol b, € K, 0 <17 < n.
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Ha char K = 0, akkor ez a feliras egyértelmii és

IO

. )
v 7!

0<:<n.

Bizonyitas. A felirds 1étezését n = gr(f) szerinti indukciéval igazoljuk. Ha n = 1,
legyen f = ay + a, X, a; # 0. Akkor f = (a, + aya) + a;(X — a), legyen tehét
by =a,+aa€ Ké b =a, €K.

Tegyiik fel, hogy tulajdonsag igaz minden n — 1-edfokd polinomra és igazoljuk az
n-edfokd f polinomra. Legyen f = (X —a)g + f(a). Itt gr(g) = n — 1 és az indukcids
feltétel szerint

n—1
g = ZC](X _a)j7
7=0

és ezt hasznalva

f=(X—a) 9 c; (X — a) + f(a) = f(a) + z_:cj(X —a)’ Tt
=0 =0

Legyen j +1=1, ¢; = b; 4, és kapjuk, hogy

f=0b,+ sz‘<X —a)' = sz(X —a)’
i=1 i=0
Az f felirdsat adé képletet tagonként derivélva: f()(a) = ilb,, 0<i<n.

Ha char K = 0, akkor kovetkezik, hogy a b,, 0 < i < n egyiitthatok egyértelmiien
meghatdrozottak. Ha char K # 0, akkor i!b, lehet 0 és b, nem egyértelmt (pl. K = L, e,
ahol p prim, char K = p és i!b, = 0 minden i > p-re). [

A kovetkez6 eredmény jol hasznalhaté a kommutativ testek felett értelmezett poli-
nomok tobbszoros gyokeinek vizsgalatara.

15.C.3. Tétel. Legyen K egy kommutativ test, char K = 0, f € K[X]| egy nemnulla
polinom, k € N* és a € K.

1) Ha a az f-nek k-adrendii gyoke, akkor a (k — 1)-edrendii gyoke az f derivéltjanak

(f'-nek) és f(a) = f'(a) = ... = f(k=D(a) = 0, tovabba f(*¥)(a) # 0.
2) Ha f(a) = f'(a) = ... = f=D(a) = 0 és f(F)(a) # 0, akkor f-nek az a k-adrendii
gyoke.

Bizonyitds. 1) Ha a k-szoros gyoke f-nek, akkor definici6 szerint f = (X —a)*g, ahol
g(a) # 0. Derivélva: d(f) = k(X —a)*1g+(X—a)*d(f) = (X —a)k1(kg+(X —a)d(f)).
Tehdt d(f) = (X — a)k~1lg,, ahol g, = kg + (X — a)d(f). Innen (X — a)*=1|d(f) és
g,(a) = kg(a) # 0 (mert char K = 0), azaz a (k — 1)-szeres gyoke f’-nek.

Indukciéval igazolhaté, hogy a (k — i)-szeres gyoke f(9)-nek, ahol 1 < i < k, tehét a
1-szeres gyoke f(k—1-nek és a 0-szoros gyoke f(¥)-nak, azaz f(¥)(a) # 0.

2) Ha gr(f) = n, akkor az el6z6 Tétel szerint f felirhaté a kovetkezd alakban

(*%) f=Y b(X—a)
1=0

Mivel f()(a) =0, 0 <1i <k — 1, ezért kovetkezik, hogy b, =0, 0 < i < k — 1. Innen
(X — a)k|f és mivel f(*)(a) # 0, kapjuk, hogy (X — x)k*! nem osztéja f-nek. Tehdt a
az f-nek k-ad rendi gyoke. [
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Példa. e A 2) allitds nem feltétleniil igaz nem nemnulla karakterisztikdju testre.
Legyen K = Z,, charZ, = p és f = XP. Akkor 0 f-nek p multiplicitdst gydke, de
F(0) = 0 minden n > 0 esetén.

15.D. Feladatok

v 1. Adottak f,g € Q[X], f =2X*—-3X?2+aX +b, g= X2 —2X + 3. Hatdrozzuk
meg a-t és b-t igy, hogy g|f.

v 2. (Rolle-tétel) Legyen f =ay+a; X +ay,X?+---+a, X" € Z[X], gr(f) =n > 1.
Igazoljuk, hogy ha z = % € Q, (k,f) =1 gydke f-nek, akkor k|a, és {|a,,.

Vv 3. Hatarozzuk meg a kovetkezd polinomok gyokeit:

i) f=4X3-2X243X -5, ii) f=2X3-3X2-3X-5, iil) f = 3X24+3X € Z,[X].

Vv 4. Hatarozzuk meg a kovetkezo gyokok multiplicitasat:

Hae=1 [f=23-3X+2, i)r=2f=X5-—5X447X3-2X24+4X -3,

i) 2 = —2, f=X5+7X*+16X3+8X2 — 16X — 16,

v 5. Adott f = 3X3 —4X2 +2X +1 € Q[X]. Trjuk fel f-et f =7 b,(X — 1)¢
alakban.

Vv 6. Legyen K egy kommutativ test, f € K[X], a € K. Igazoljuk, hogy az f polinom
(X — a)-val val6 osztasi maradéka f(a).

V7. Legyen f = X3 4+3X +14 € Z-|X]. Hatdrozzuk meg f-nek (X + 3)-mal val6
osztasi hanyadosat és maradékat.

Eredmény: ¢ = X2 +2X +2, r = 3.

v 8. Adottak f,g € Z[X], f = 3X5+ X3 +2X +4, g = 2X3 +3X2 4 1. Hatdrozzuk
meg f-nek g-vel valé osztasi hanyadosat és maradékat.

v 9. Legyen K egy kommutativ test, f € K[X] és a,b € K, a # b. Igazoljuk, hogy
H@=0) x| af()-bs(a)

i) az f polinom (X — a)(X — b)-vel val6 osztdsi maradéka
ii) Ha X —a|f, X — b|f, akkor (X —a)(X —b)|f.
v 10. Legyen f € Z[X], f = ag + a;X + ay,X? + a,X3. Hatérozzuk meg az
egylitthatokat tudva, hogy f(1) 4+ f(2) + -+ f(n) = n* minden n > 1-re.
v 11. Hatérozzuk meg az elséfoku f, g € Z[X|] polinomokat tgy, hogy
(X24+2X +2)f+ (X2 +3X +3)g =1 legyen.
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16. Irreducibilis polinomok

Ebben a fejezetben az f € K|[X] polinomok tovabbi tulajdonsigait vizsgéljuk, ahol
K egy kommutativ test. Kitériink a K = C és K = R specidlis esetek vizsgalatara.

16.A. Irreducibilis polinomok

Ha K kommutativ test és f € K[X], akkor a K[X] polimomgyftiriiben az f &ltal
generalt (f) idedl mindazokbdl a g polinomokbdl all, amelyek oszthatok f-fel, azaz
(f) ={g € K[X]: flg}, lasd 12.B. szakasz.

16.A.1. Tétel. Ha K kommutativ test és I a K[X] polimomgyiirii egy tetszbleges
idedlja, akkor létezik f € K[X] ugy, hogy I = (f), azaz K[X] féidealgyiri.

Bizonyitas. Ha I = {0}, akkor vehet6 f = 0. Ha I # {0}, akkor legyen f €
I, f # 0 egy minimalis fokd polinom, azaz olyan, hogy Vh € I,h # 0 = gr(f) < gr(h).
Megmutatjuk, hogy I = (f). Valéban, Vh € [ = 3 q,r € K[X]|: h = fq+r, gr(r) <
gr(f). Akkor r = h — fq € I, mert I idedl és gr(r) < gr(f) miatt r = 0 kovetkezik, azaz
h = fq. O

Azt mondjuk, hogy az f,, f,,....f,, € K[X] polinomok relativ primek, ha nem
létezik olyan legaldbb elséfokd polinom, amely f;, f,,..., f, mindegyikének osztdja
(mésképp: Vd € K[X],d|f,,d|fs,...,d|f,, = d konstans polinom).
Jelolés: (fy, fo, .oy fr) = 1.

16.A.2. Tétel. Ha K kommutativ test és f, f,,..., f,, € K[X] relativ primek
(k > 2), akkor léteznek olyan u,, u,, ..., u, € K[X] polinomok, amelyekre

frug + foug + -+ fruy, = 1.

Bizonyitas. Legyen X = {f,, f5, ..., fr} és tekintsiik az X altal generdlt (X) idedlt.
Az eléz6 Tétel szerint ez {6idedl, azaz 1étezik olyan d € K[X], amelyre (X) = (d) =
{h € K[X]:d|h}. De f; € (X), ezért d|f, és hasonléan d|f,,..., d|f,.. Mivel f,, fs, ..., fi
relativ primek, kovetkezik, hogy d konstans, ahonnan (X) = K[X]. gy a 12.B.1. Tétel
szerint minden f € K[X] polinom felirhat6 f = f,u; + fouy + -+ + fLu, alakban, ahol
Uy, Uy, ...ty € K[X] alkalmas polinomok. Specidlisan, ez f = 1-re is igaz. [J

Azt mondjuk, hogy az f € K[X],gr(f) > 1 polinom irreducibilis K felett, ha nem
létezik olyan legaldabb els6foki g € K[X] polinom, amelyre gr(g) < gr(f) és amely oszt6ja
f-nek (mésképp: Vg € K[X],gr(g) < gr(f),9|f = ¢ konstans polinom). Ellenkezd
esetben f reducibilis polinom, ekkor létezik olyan g = b, +b; X +--- + X", 1 <n =
gr(g) < gr(f) normdlt polinom (normélt = féegyiitthatdja 1), amely osztdja f-nek.

Példéak. e Minden f € K[X] els6foki polinom irreducibilis K felett.

e Az f = X2 — 2 € Q[X] polinom irreducibilis Q felett. Valéban, ellenkezd esetben
létezne olyan ¢ = X — b € Q[X] els6foku polinom, amely osztéja f-nek. De akkor a
Bézout tétel szerint b € Q gydke f-nek: b2 —2 = 0. Innen b = ++/2, ami irracionalis
szam, ellentmondas.

e Az f = X2 — 2 polinom reducibilis R felett, hiszen X2 —2 = (X —v/2)(X +/2) és
kovetkezik, hogy X — v/2 € R[X] osztdja f-nek.

16.A.3. Tétel. Ha K kommutativ test, f, g, h € K[X], f irreducibilis és f|gh, akkor
flg vagy flh.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f|lgh. Ha f|g, akkor készen vagyunk. Ellenkezd
esetben, azaz ha f [g, akkor igazoljuk, hogy f|h. Valéban, ha f [g, akkor (f,g) = 1,
hiszen f irreducibilis volta miatt kozos nem konstans osztoé csak f lehetne, de ez is kizart.
Az el6z6 Tétel szerint léteznek olyan u,v € K|[X] polinomok, amelyekre fu + gv = 1,
innen fhu 4+ ghv = h és f|gh miatt kovetkezik, hogy f|h. O
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* 16.A.4. Tétel. Ha K egy kommutativ test és f € K[X] egy irreducibilis polinom
K felett, akkor a K[X]/(f) faktorgytiri test.

Bizonyitas. Itt (f) =1 = {fh:h € K[X]} az f altal generdlt idedl és K[X]/(f) =
K[X]/I a megfelel§ faktorgytirii, amelynek elemei g = g+ I = {g + fh : h € K[X]}
alakiak, ahol g € K[X], és zéruseleme 0 = I = {fh : h € K[X]}. K[X] egységelemes és
kommutativ, ezért K[X]/I is egységelemes, az egységelem 1 = 1 + I, és kommutativ.

Megmutatjuk hogy minden g € K[X],g # 0 esetén létezik h € K [X] ugy, hogy
Gh = 1. Valdban, f irreducibilis, ezért (f,g) = 1 és létezik u,v € K[X] 1dgy, hogy

fu+gv=1. Innen fu +gv = 1 gu = O azaz véalaszthaté h = v és v a g inverze. [y

A kovetkezékben az 1rreduc1b1hs polinomok tulajdonsagait vizsgaljuk és valaszolunk
arra a kérdésre, hogy melyek a C és R feletti irreducibilis polinomok.

16.A.5. Tétel. Ha K egy kommutativ test, akkor minden f € K[X] legaldbb
els6foki polinomnak 1étezik irreducibilis (normalt) osztéja.

Bizonyitas. Tekintsiik f legalabb elsofoku osztéit, ilyen példdul az f. Legyen g =
by + b, X + -+ b, X™ ezek koziil egy minimalis fokd, gr(g) = m. A g irreducibilis,
hiszen ellenkez6 esetben g-nek létezne h € K[X], 1 < gr(h) < m osztdja, amely f-nek is
osztdja, ellentmondds. Helyettesitve g-t a g* = b lg polinommal, kovetkezik, hogy g*
irreducibilis normalt polinom. [J

16.A.6. Tétel. Egy K kommutativ test esetén a kovetkezo allitasok egyenértékiiek:

1) Minden olyan f € K[X] polinom, amely irreducibilis K felett, elséfokd.

2) Minden g € K[X] legaldbb elséfokt polinomnak van gytke K-ban.

Bizonyitas. "1) = 2)” Legyen g € K[X],gr(g) > 1. Akkor az el6z6 Tétel szerint
létezik h irreducibilis normélt polinom gy, hogy h|g. De 1) miatt gr(h) = 1, azaz
h = X — a|g, ahol a € F' és Bézout tétele szerint g(a) = 0.

"2) = 1)” Legyen f € K[X],gr(f) > 1 egy irreducibilis polinom. 2) alapjan létezik
a € F 1Ggy, hogy f(a) = 0. Innen Bézout tétele alapjan X — a|f. De f irreducibilis és
igy kovetkezik, hogy gr(f) =1. O

Azt mondjuk, hogy a K test algebrailag zart, ha minden f € K[X], gr(f) > 1
polinomnak van legaldbb egy gyoke K-ban.

e Q algebrailag nem zart, mert lattuk, hogy X2 —2 irreducibilis Q felett és mdsodfoku.

e R sem zért algebrailag, mert példdul az X2 + 1 € R[X]| polinomnak nincs gyoke
R-ben.

e A C komplex szamtest algebrailag zart és ez az allitas az algebra alaptételeként
ismert (bizonyitds nélkiil k6zoljik):

16.A.7. Tétel. (D’Alembert - Gauss) Minden f € C[X], gr(f) > 1 polinomnak van
legalabb egy komplex gyoke.

16.B. Komplex egyiitthatos és valés egyiitthatés polinomok

Az algebra alaptételébdl azonnali, hogy:

Ko6vetkezmény. Minden f € C[X], C felett irreducibilis polinom elséfokd.

16.B.1. Tétel. Ha z € C gyoke az f € R[X]| polinomnak, akkor Z is gytke f-nek,
ahol Z a z konjugaltja.

Bizonyitas. Legyen f = ay,+a; X + --- +a,X™, ahol a,a,,...,a, € R. A feltétel
szerint f(z) = ay+ a2z + -+ a,2" = 0, ahonnan

O:G:a0+alz+...+anzn:a—0+a—12+..‘+@2n:
=g+ a7+ o+, = f(3),

tehét f(z) =

O
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Kovetkezmény. Minden f € R[X], R felett irreducibilis polinom f = aX + b vagy
f=aX?+bX + ¢, b? — 4ac < 0 alaku.

Bizonyitas. Az f = aX + b € R[X] elséfoki polinomok irreducibilisek R felett.

Legyen most f € R[X], gr(f) > 2 egy tetszbleges irreducibilis polinom. f-nek ninc-
senek valds gyokei, mert ha létezne a € R tgy, hogy f(a) = 0, akkor X — a|f és ez
ellentmond annak, hogy f irreducibilis. f € R[X] = f € C[X] és az algebra alaptétele
alapjan létezik z = u+iv € C,v # 0 1gy, hogy f(z) = 0. Az el6z6 Tétel szerint f(Z) = 0.
Tovabbé, X — z|f, ahonnan f = (X — 2)g, g € C[X] és f(Z) = (Z— 2)9(Z) = 0. Itt
z # Z, mert z nem valds és gy g(z) = 0. Igy X — z|g, azaz g = (X —2)h, h € C[X] és
kovetkezik, hogy

f=(X-2)(X-2)h=(X?-2uX +u®+v*)h.

Itt X2 — 2uX + u? 4+ v? € R[X] és ez osztdja f-nek, ezért h € R[X]. Az f irreducibilis
voltabol kovetkezik, hogy gr(f) = 2, innen h = a € R,a # 0, f = aX? — 2auX +
a(u® + v?). Legyen —2au = b, a(u?® + v?) = ¢, akkor f = aX? + bX + ¢ alaku, ahol
b2 — dac = 4a?u® — 4a?(u? +v?) = —4a*v?2 < 0. O

A kovetkez6 eredmény azt mutatja, hogy K[X]-ben érvényes az aritmetika alaptétele.

16.B.2. Tétel. Legyen K egy kommutativ test és f = a, +a; X + -+ a, X",
gr(f) =mn > 1. Akkor léteznek az f,, f,, ..., f,, € K[X] irreducibilis normalt polinomok
ugy, hogy

f= anf1f2"'fka

és ez a feliras a tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelmii.

Bizonyitas. Mivel f = a, f*, ahol f* normalt polinom, feltételezhetjiik, hogy f
normalt.

I. Létezés. gr(f) = n-szerinti indukciéval. Ha n = 1, akkor f irreducibilis K felett
és f = [ egytényezOs szorzat. Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy minden n-nél alac-
sonyabbfoki polinom felirhaté véges sok irreducibilis normalt polinom szorzataként. Ha
f irreducibilis, akkor f = f egytényezOs szorzat. Ha f reducibilis, akkor f = gh alakba
ifrhaté, ahol 1 < gr(g),gr(h) < n. Az indukcids feltétel szerint g és h véges sok irre-
ducibilis norméalt polinom szorzata, tehat f = gh is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

II. Egyértelmiiség. Igazoljuk, hogy ha

(2) f:f1f2fk:f{féfllc’

irreducibilis polinomok szorzata, akkor k = k' és a sorrend esetleges megvaltoztatasaval
fi=f,1<i<k

Ha k =1, akkor £’ = 1, mert mésképp f, reducibilis lenne. Tegyiik fel, hogy k > 1
és hogy az allitas igaz minden olyan polinomra, amelynek van egy k£ — 1 irreducibilis
tényezokre bontott alakja. (2) alapjan f,|f{f5--- f.,, ahonnan kovetkezik, hogy f;|f]
vagy fi|f5 vagy ... vagy f,|f.,, 1asd kordbbi Tétel. Feltételezhetjiik, hogy f;|f] és innen
f1 = f1, mert mindkettd irreducibilis nomalt polinom. (2) alapjan

f2"'fk:fé”'fllc’7

és az indukcios feltétel szerint kK — 1 = k/ — 1, azaz k = k' és eltekintve a tényezok
sorrendjétdl f, = f/, 2 <i < k. O
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Kovetkezmény. Ha f =a,+a, X +--- +a,X" € C[X], a,, # 0 egy tetszbleges le-
galabb els6fokt komplex egyiitthatés polinom, akkor 1éteznek az egyértelmiien meghata-
rozott zy, 2,, ..., 2, € C szamok ugy, hogy

f:an(X_Z1>(X_22)“'(X_Zn)

(itt 2, 25, ..., 2, € C az f gyokei).
Kovetkezmény. Ha f = ay+a; X + - -+ a,X" € R[X], a, # 0 egy tetszOleges
legalabb els6foki valés egytitthatds polinom, akkor f a kévetkezo alakra hozhaté:

f=a,(X —a) (X =) (X2 + B, X +9y) - (X + B, X + ),

ahol «;, B;,7; € R, 37 — 4y, < 0,1 <i <k 1<j<Llk+20=mn,és ez a felirds
egyértelm.

16.C. Feladatok

v 1. Bontsuk fel az x4 + 4 és 26 + 27 polinomokat irreducibilis tényez8k szorzatdra
R, illetve C felett.

v 2. Bontsuk fel az f = X4 + X3 4 2X2 + X +1 € Z.[X] polinomot irreducibilis
tényezdk szorzatdra Z, felett.

v 3. Hany legfeljebb negyedfoki f € Z,[X]| polinom van ? Hatarozzuk meg ezek
koziil az irreducibilis polinomokat.

Vv 4. Ha K egy kommutativ test és f € K[X], amelyre gr(f) = 2 vagy gr(f) = 3 és
f-nek nincs gycke K-ben, akkor igazoljuk, hogy f irreducibilis K felett. Ez nem igaz
gr(f) =4 esetén. Adjunk ellenpéldékat.

% V¥ 5. Alkalmazva a homomorfizmustételt igazoljuk, hogy

) C = RIX)/(X2+1), i) ZIVd) = ZIX)/(X? —d), i) Q(/F) ~ QIX]/(X® — p).

Utmutatds. i) Legyen ¢ : R[X]| — C, ¢(f) = f(i). Akkor ¢ sziirjektiv homomorfizmus
és f=(X?2+1)g+aX+beKer(p) ©a=b=0& fec (X2+1).

i) ¢ : Z[X] — Z[Vd), (f) = [(Vd) é f € Ker(¢) & (22 —d)|f.

iii) ¢ : QIX] — Q(/p), o(f) = f(/P)- *
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17. Testbovitések

Legyenek K és L kommutativ testek. Azt mondjuk, hogy L a K test bovitése, ha
K részteste az L-nek: K < L.

Példdk. e Q <R < C.

e Q(Vd) < C.

Ha K < L egy testbovités és a € L, akkor a kovetkezo két logikai eset lehetséges:

1. Létezik olyan f € K[X] nemnulla polinom, amelynek a gydke, azaz f(a) = 0.
Ekkor azt mondjuk, hogy a a K test feletti algebrai elem.

2. Nem létezik olyan f € K[X]| nemnulla polinom, amelynek a gyoke. Ekkor a-t a K
test feletti transzcendens elemnek nevezziik.

Specialisan, ha K = Q és L = C, akkor azt mondjuk, hogy z € C algebrai szam, ha
van olyan f € Q[X] nemnulla polinom, amelynek z gyoke: f(z) = 0. Ellenkez6 esetben
z transzcendens szam.

Példak. e %, V5,1 — 3i algebrai szamok, mert ezek gyokei az f = X — %, f=X2-5
illetve f = X2 — 2X + 10 racionélis egyiitthatés polinomoknak. Az f = X — % helyett
veheté f = 4X — 3 is. Minden a algebrai szam esetén van olyan egész egyiitthatos
polinom, amelynek a gytke (miért 7).

e Minden raciondlis szam algebrai. Minden \/a, a € Q,a > 0 szdm algebrai. Minden
a+ bi, a,b € (Q komplex szam algebrai.

e ¢, 7 transzcendens szamok.

Ha a,,a,,...,a, € L, akkor L-nek azt a legszlikebb résztestét, amely tartalmazza
K-t ésaz ay,a,,...,a, elemeket, a K testnek az adott elemekkkel valé bévitésének
nevezziik, jelolés: K(a,,a,,...,a,). Azt is mondjuk, hogy K(a,a,,...,a,) a K testbdl
az adott elemek adjunkcidjaval jott létre. Ha n = 1, a; = a, akkor az egy elem
adjunkcidjaval 1étrejovo K (a) testbévitést egyszerii testbévitésnek nevezziik.

Ha a algebrai elem a K felett, akkor a K < K (a) testbOvitést egyszerii algebrai
testbdvitésnek nevezziik. Legyen f € K[X] az a minimalis fokszam normalt polinom,
amelyre f(a) = 0. Ez az f polinom, neve az a elem definidlé polinomja, egyértelmiien
meghatarozott (lasd az aldbbi Tétel bizonyitdsat) és irreducibilis (ha f reducibilis lenne,
akkor f = f, f, alaki lenne, ahol gr(f,),gr(f,) < gr(f) és f,(a) = 0 vagy f,(a) =0, ami
ellentmondas).

17.1. Tétel. Legyen K < L egy testbovités és legyen a € L algebrai elem K felett.
Akkor a K (a) egyszerii algebrai testb6vités izomorf a K[X]/(f) testtel, ahol f az a elem
definialé polinomja.

% Bizonyitas. Legyen g € K|[X] egy tetsz6leges olyan polinom, amelynek a gyoke.
Akkor f|g. Valéban, a maradékos osztés tétele szerint: g = fq + r, ahol gr(r) < gr(f).
Ha r # 0, akkor 0 = g(a) = f(a)q(a)+r(a) = r(a) miatt r-nek a gyoke, ami ellentmond
annak, hogy f foka minimélis. Ezért r = 0 és kapjuk, hogy f|g.

Innen kovetkezik, hogy f egyértelmlien meghatarozott, mert ha f, egy masik ugyani-
lyen tulajdonsdgi polinom (minimalis fokszamu, normdlt, amelynek a gyoke), akkor
egyrészt f|f,, ugyanakkor f;|f, ahonnan f = cf;. De minkett6 normalt, ezért ¢ =1 és
f=r 1

Tekintstik a ¢ : K[X]| — L, ¢(f) = f(a) figgvényt. Ez homomorfizmus (mfivelet-
tartd) a K[X| és az L gyliriikre nézve. Tovabba Ker(¢) = {g € K[X]: g(a) =0} ={g €
K[X]: flg} = (f) és Im(¢) = {g(a) : g € K[X]}. A gylirthomomorfizmustétel alapjin
kovetkezik, hogy K[X]/(f) ~ {g(a) : g € K[X]}.

Igazolnunk kell még, hogy {g(a) : ¢ € K[X]} = K(a). Valéban, f irreducibilis,
ezért a K[X]/(f) faktorgyiri test, lasd 16. fejezet, és izomorf {g(a) : g € K[X]}-val,
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tehdt ez utébbi is test. Tovébba, a K(a) test tartalmazza a K elemeit és a-t, ezért
tartalmaz minden a, + a;a + ay,a® + ... + a,a™ elemet is, ahol ay,ay, a,, ...,a, € K, azaz
K(a) C {g(a) : g € K[X]}. De ez mar test, ezért K(a), mint a legsziikkebb olyan test,
amely tartalmazza K-t és a-t, éppen {g(a) : g € K[X]|}. O%

Kovetkezmény. Ha K < L egy testbovités és a € L algebrai elem K felett, akkor a
K (a) egyszer(i algebrai testb6vités minden eleme

2 n
ag +a,a+aya” + ... + a,a

alakban irhato, ahol n € N és a,,a,,a,,...,a, € K.

Példa. K =R, L = C, a =i, akkor R(¢) elemei a, + a,i + a,i? + ... + a,i" alakiak,
ahol n € N és ay,a,,a,,...,a, € R. De i? = —1,73 = —i,i* = 1,..., ezért minden elem
ay + aqi alaki, tehat R(i) = C és R(i) ~ R[X]/(X? + 1), lasd 16.C.5. Feladat, ahol
f = X2+ 1 az i definidlé polinomja.

Ha a transzcendens elem a K felett, akkor igazolhatd, hogy

17.2. Tétel. Ha K < L egy testbovités és a € L transzcendens elem K felett, akkor
a K (a) egyszerii testb6vités izomorf a {g EZ; : f,g9 € K[X]} testtel és K (a) minden eleme
felirhaté

ag+a,a+aya® + ... +a,a
by + bya+bya?+ ... +b,,a™

alakban, ahol n,m € N és a,a,a,...,a,,by,0,,b,,....,b, € K.
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18. Tobbhatarozatlani polinomok

18.A. Tobbhatarozatlant polinomok gyitriije

A 15. fejezetben definidltuk az R kommutativ egységelemes gyliri feletti egy-
hatarozatlant polinomok R[X] gytirtijét. Ha R egy ilyen gytirti, akkor az X, X,, ..., X
hatarozatlanti polinomok R[X,, X,,..., X, | gylirijét induktive értelmezzitk: R[X]] az
R feletti X, hatdrozatlanti polinomok gytrije, R[X,, X,| legyen az R[X,] feletti X,

hatarozatlanti polinomok gytirtije, azaz R[X,, X,] = R[X||[X,], ..., R[X|, X5, ..., X,]
legyen az R[X,, X,,..., X, ] feletti X hatdrozatlani polinomok gyfirtije, azaz
RIX,, X, ., X, | = RIX,, X, ., X, _][X,]

Ha f € R[X,,X,,...,X,], akkor f egy X  hatarozatlani polinom, amelynek egyiitt-
hatéi R[X,, X, ..., X,,_;]-b6l vannak, azaz

f=fo+ 1 X, + ..+ [, Xk

ahol f, € R X, X,,...., X, 1],0 <i <k, . Az f-ket beirva és 1épésrdl 1épésre haladva

) tn—1
f felirhaté tgy, mint véges sok > a; ; . Xi'X5*--- Xin alakt kifejezés Osszege, ahol
;4. 2z [ egylitthatoi. Kapjuk, hogy

18.A.1. Tétel. Ha f € R[X,, X,, ..., X, ], akkor f egyértelmiien felirhaté

klak27"'7k’n
_ 11 yi2 ... Yin
f= E : Wiriyin X1 X X,

11,82,..-, 1, =0

alakban.

Példa. e f = X?X3 +5X7 X3 —3X]X3X2 egy X, X,, X, hatdrozatlant polinom Z
felett.

Az aX{lXéz --- Xin alakd polinomokat, ahol a # 0, monomoknak nevezzitk. A
fentiek szerint minden polinom felirhaté monomok (ezeket a polinom tagjainak nevezziik)
osszegeként.

Két X, X,,..., X, hatdrozatlani polinomot, f-et és g-t, Ggy adunk Ossze, hogy
Osszeadjuk (6szevonjuk) f és g tagjait és ugy szorozzuk Gssze, hogy f minden tagjat
szorozzuk g minden tagjaval.

Példa. e Ha f = 2X?X, + X, X3, 9 = X?X, — X} X3 € Z[X,, X,], akkor f+ g =
3X2X, + X, X8 - X2X3, fg = (202X, + X, X)(X2X, - X3X3) = 2X4X3 + X{.X] —
2X{X53 — X3 XS,

Ha f € R[X,,X,,...,X,], akkor f-nek az X, hatarozatlanra vonatkozé6 foka a
legnagyobb kitevd, amelyen X, szerepel f-ben, 1 < i < n. Ha X, nem szerepel f-ben,
akkor ez 0. Egy aX|' X --- Xi» monomnak a foka gr(aX|' X - Xin) =4, +i, +
ot

Ha f € R[X,,X,,..., X, ], akkor f-nek a foka, jelolés gr(f), az f tagjai fokainak a
maximuma, ha f # 0. Ha f = 0, akkor gr(0) = —oc.

Ha f € R[X,,X,,...,X,] minden tagja egyenlé fokud, akkor f-et homogén poli-
nomnak nevezziik.

Példdk. e Az f = 3X?XJ + 2X7 X3 — X, X5X2 polinom X, -re vonatkozé foka 3,
X,-re vonatkozé foka 4, X;-ra vonatkozo foka pedig 2. A benne szereplé monomok fokai
rendre 6,5,7 és f foka gr(f) = 7. Ez nem homogén polinom.

o [ =2X?X, — X, X, X, +4X,X? egy X,, X,, X; hatdrozatlani homogén polinom
Z felett, gr(f) = 3.
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A tobbhatarozatlani polinomok tagjait az un. lexikografikus rendezés szerint
szokas felirni. Ennek megfelel6en az az els6 tag, amelyben X, a legmagasabb hatvanyon
van. Ha tobb olyan tag is van, amelyekben X, azonos hatvanyon szerepel, akkor az X,
csokken6 hatvdnyai szerint rendeziink, majd X, csokkend hatvanyai szerint, stb.

Példa. e f = X3 X2X3+2X3 X3 X2 -3X3 X, X5+ X3XIX5+2X2 X2 X3+ X, X, X,

Ha f és g két homogén polinom, akkor fg egy nemnulla homogén polinom, amelynek
foka gr(fg) = gr(f) +gr(g) vagy fg = 0.

Az f # 0 n-edfokt polinom felirhaté egyértelmtien f = f, + f, + ... + f,, alakban,
ahol f, egy i-edfokd homogén polinom vagy f, = 0 minden 1 <14 < n-re.

18.A.2. Tétel. Legyen (R, +,-) egy gyliri és f,g € R[X,,X,,..., X, ]. Akkor

1) gr(f + g) < max{gr(f),gr(g)},

2) gr(fg) < gr(f) + er(g).

3) Ha R integritdstartomény, akkor R[X,, X, ..., X, ] is integritastartomény és 2)-ben
egyenloség van.

Bizonyitas. 1) és 2) azonnali felhasznilva a polinomoknak homogén polinomok
Osszegeként valo felirasat.

3) n-szerinti indukciéval. Ha n = 1, akkor a tulajdonsig igaz, ldsd korédbbi Tétel.
Ezt alkalmazva, ha feltételezziik, hogy R[X,,X,,..., X, ;] integritastartomdny, akkor
kévetkezik, hogy R[X,, X,,.... X, ][X,] = R[X;,X,, ..., X,] is integritastartomany.

Legyen f,g # 0, gr(f) =p,gr(9) =qés f=fo+ fi+- -+ [, 9=90+t9 +.+9,
ahol f,, g, # 0 valamint f; és [; i-edfok illetve j-edfoku polinom vagy a nulla polinom.
Ekkor fg = S ' 4 h,, ahol h, = >irj=r fi9;- RIXy, Xy, ..., X, ] integritdstartomany,
ezért h,, = f,9,# 0, innen gr(fg) =gr(f) +gr(g). O

Az R(X,,X,, ..., X, ] integritdstartomdany hanyadostestét R(X,, X, ..., X, )-nel jelol-
juk, ennek neve az R feletti X, X,,..., X hatdrozatlani raciondlis tortek teste.

Ha f € R X, X,,... X

n]7

klak27"'7kn
_ 11 Y2 ... Yin
f= E : Qiriy i X1 X X

011620yt =0
és Ty,%,,...,7, € R, akkor az

k15k27"~akn

_ 11,42 | . . in
[ = E i lig..inL1 L2 Ly

i1,42,...,in=0

R-beli elemet az f helyettesitési értékének nevezziik, jelolés f(z,,zo,...,x,).

18.B. Szimmetrikus polinomok

Legyen R egy kommutativ egységelemes gytiri és R[X,, X,,..., X, ] az X, X,, ..., X
hatarozatlani polinomok gyftrije.

Ha o € S, egy n-edfoki permutécio, értelmezziik a kovetkezd leképezést:
o*: R[X,,X,,...X,] = R[X,,X,,..., X, ], ahol
o (f(X,, X,,...X,)) = f<X0'(1)’X0'(2)7"'7X0'(n))‘ Tehat, ha

k15k27"'7kn
— il 1:2 .« . (
f= E : ailig...inXl X5 D G

1,525 yin=0
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akkor
K1,k kn
o*(f) = Z ailiz...inX:flu)X;z(Q) " 'X;?n)'
01,0200 0rin=0
. 1 2 3 2 3 2v3 A
Példa. en = 3, 0 = 31 9) [ =2X7X,X5 + 3X{ X5 X3 esetén o*(f) =

2X2X, X3 +3X2X3X, =2X, X5 X2 + 3X} X, X3.

18.B.1. Tétel. 1) Ha 0,7 € S, , akkor (o7)*(f) = o*(7*(f)).

2) Ha e € S, az identikus permutécio, akkor e*(f) = f.

3) Ha o € S, akkor o* egy automorfizmusa az R[X,, X,,..., X, ] gylirtinek, ahol o*
inverze (o—1)*.

Bizonyitas. Kovetkezik a permutacidk tulajdonsigai alapjan. 3) azt jelenti, hogy
o*(f +g) = 0*(f) + 0*(g) 6 0" (fg) = 0*(F)o*(9), ¥ fog € RIX, Xpy s X,]. O

Azt mondjuk, hogy f € R[X,,X,,...,X, | szimmetrikus polinom, ha minden o €
S,-re o*(f) = f, azaz ha f invaridns a hatarozatlanok dsszes permutécidjara nézve.

Példdk. en = 3 esetén az el6bbi f = 2X?X, X5 + 3X7X35X, polinom nem szim-
metrikus, g = X7 + X3 + X2 — X, X, X, szimmetrikus polinom.

e Az elemi szimmetrikus polinomok a kévetkezok:

n’

s =X, +X,+ .. +X,,
Sg = X, Xy + X Xg 4+ + X, X, 4+ + X, X

$p =X Xo X + X0 X Xy Xp X X e X

n

s, =X Xy - X,

Mivel minden permutécié transzpoziciok szorzata, f szimmetrikus, ha invaridns min-
den transzpoziciéra nézve.

Jelolje T'[X,, X, ..., X,,] az R[X|, X, ..., X,,] gylirti szimmetrikus polinomjainak hal-
mazat.

18.B.2. Tétel. T[X,,X,,...,X,] gylir a polinomok &sszeaddsira és szorzasara
nézve.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy T[X,,X,,..., X, | részgytirtije R[X,, X,,..., X, ]-
nek. Valéban, minden f,g € T[X,, X,,...,X,] és 0 € S, esetén:

o (f=9)=0"(f) =" (9) =F—y,

o*(fg9) =o*(f)o*(9) = f9,

tehdt f —g, fg e T[X,, X,,...X,]. O

Bizonyitas nélkiil adjuk meg a szimmetrikus polinomok alaptételét:

18.B.3. Tétel. Minden szimmetrikus polinom felirhaté az elemi szimmetrikus poli-
nomok egy polinomjaként, azaz ha f € T[X,,X,,..., X, | egy szimmetrikus polinom,
akkor létezik (és egyértelmiien meghatdrozott) egy olyan g € R[X,, X,, ..., X, ] polinom,
amelyre

f=09(s1,59,...,8,).

Példak. e n =21e f = X2+ X2 = (X, + X,)2—2X, X, = s2—2s,, f = X3+ X} =
(X, + Xz)(X12 - XX, + X22) = 31(5% —35y8,) = 3? - 35%32-
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en=3raf=X{+X3+X2=(X+X,+X,)?-2(X, X, + X, X, + X, X,) = s7—2s,.
18.C.Feladatok

v 1. Adottak f = 2X3X, + X, X4, g = X3X3 — 3X2X2 € Z[X,, X,].

i) Mennyi f és g X, és X,-re vonatkozé foka? Mennyi gr(f) és gr(g) 7

ii) Homogén ill. szimmetrikus-e az f és g 7

iii) Szémitsuk ki: f +g, fg, f? + 3g.

v 2. frjuk fel az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként:

a) f=X1+X3,9=X>+ X3, h=3X}+3X3 +5X2X2 € Z[X |, X,],

b) f = X3+ X3 + X},g = X3 + X3+ X3 — 5X2X3X? € Z[X,, X,, X,].

¢) f =X+ X3+ X2+ X2,9g = XPX3+ XPX3+ XX+ X3X2 + X3X7 €
Z[X17X27X3aX4]'
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