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Bevezetés

FEz az anyag tartalmazza a ,,Szamelmélet” cim@ V1. féléves targy kotelezo elméleti anyaga-
nak a nagy részét. Tartalmaz tovabba olyan kiegészito részeket is, amelyek nem kotelezdek,
ezek % ¥ jelek kozott szerepelnek. Az anyagban gyakorlatok és feladatok is vannak,
amelyek egy része az eléaddsokon és a gyakorlati érakon feldolgozasra keriil. A gyakorlatok
és feladatok el6tt ¥ jel dll. A nehezebb feladatokat WV jeloli. A feladatokra vonatkozé
utmutatasok, eredmények és megoldasok a fejezetek végén taldlhatok.

A jelen anyagrészhez sziikséges a korabbi bevezetd algebrai és szamelméleti, valamint
absztrakt algebrai fogalmak és eredmények ismerete.

A bizonyitdsok és a bizonyitas nélkiil megadott tételek végét a [J jel mutatja.

Felhivom a figyelmet

— a definiciék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kévér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példdkra (ezek altaldban e jel utdn szerepelnek); adjanak,
keressenek tovabbi példédkat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazasara és a bizonyitasokra,

— a feladatok megoldasara.
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1. Integritastartomanyok aritmetikaja

1.1. Oszthatdésag

A tovabbiakban (D, +, -) egy integritdstartomdnyt jelol, azaz egy egységelemes, kommu-
tativ, zérusosztémentes gyliriit, amelynek zéruseleme a 0, egységeleme az 1. Feltételezziik,
hogy D legaldbb kételemii (nem a zérusgyfirii), ekkor 0 # 1.

Definicié. Legyen (D, +,-) egy integritdstartomény és a,b € D. Azt mondjuk, hogy a
osztéja b-nek, jelolés: a | b, ha létezik ¢ € D 1gy, hogy b = ac. Ez egy reldcié a D-n. Ha
a | b, akkor b tobbszbrése a-nak.

Ha a | b és a # 0, akkor a fenti ¢ elem egyértelmii (¥ Igazoljuk!) és jelolés: ¢ = g.

Megjegyzések. 1. Ez éltalanositasa az egész szamok oszthatdosiaganak, ahol D =
(Z,+,-) az egész szamok integritdstartomanya.

2. Ha integritdstartomény helyett tetszéleges gytiriiben nézziikk az oszthatésdgot (el-
hagyva pl. a zérusosztémentességet vagy az egységelem létezését), akkor az nagyon bonyo-
lultta valik.

3. Ha testben nézziik, akkor trividlissa vélik: ha (K, +,-) test, a,b € K, akkor a | b
mindig igaz, ha a # 0, hiszen b = ac < ¢ = a~'b. Ha a = 0, akkor 0 | b csak b = O-ra igaz.

Példak. e Jeldlje Z[i] = {a+ bi: a,b € Z} a Gauss-egészek halmazat, akkor (Z[i],+, )
integritastartomany, ez a Gauss-egészek gytrije. Itt pl. 244 | 6 + 3¢ és 2 + 3i | —1 + 51,
mert —1 4 5i = (2 + 3i)(1 + ).

e A Z[iv5] = {a+biv5 : a,b € Z} halmaz integritdstartomany a komplex szdmok
Osszeaddséra és szorzasdra nézve és itt pl. 2 +iv/5 | 9. Valéban, 9 = (2 4 iv/5)(2 — iv/5).

e Ka K egy kommutativ test és K[X] a K feletti egyhatdrozatland polinomok halmaza,
akkor (K[X],+,-) integritdstartomany, ez a K feletti polinomok gytiriije. Ha pl. K = Q,
akkor X — 1| X2 —3X +26s2X +1| X%+ 21X, mert X2+ 1X = (2X +1)1x.

Feladat. ¥ Legyen d € Z \ {0, 1} rogzitett négyzetmentes szdm (azaz d nem oszthaté
egyetlen prim négyzetével sem (d = 2,3,5,6, ..., —1,—2, -3, —5,—6,...) és Z[d] = {a+bVd :
a,b € Z}. Igazoljuk, hogy (Z[d], +, -) integritastartomany.

Megjegyzések. 1. Ha d > 0, akkor (Z[d],+, ) részgytirtje (R,+,-)-nak, ha d < 0,
akkor (Z[d],+, ) részgytirijje (C, +,-)-nak. Ez édltaldnositdsa a Gauss-egészek gytiriijének,
itt d = —1 és Z[ir/5]-nek, ahol d = —5.

2. A Gauss-egészekre, dltalanosabban a Z[d]-beli valés, ill. komplex szdmokra értelmezett
az osztas és azt, hogy igaz-e z | w igy vizsgalhatjuk, hogy elosztjuk a w szamot z-vel. Ehhez
szorozzunk és osszunk a z konjugéltjdval, ahol z = a+bvd € Z[\/&] konjugéltija z = a —bv/d
(ez d < 0 esetén a komplex konjugalt). Ha az eredmény Z[d]-beli, akkor z | w teljesiil.

Példa. e Legyen D = Z[v/2]. Igaz-e, hogy 2 + 3v/2 | 22 + 5v/2 7 Nézziik:

22+5V2 _ (22+45V2)(2-3v2)  14-56v2
133 - @i —E) - i - 1+4V2 € Z[V2],

tehat igaz.

Feladat. Vv Teljesiil-e z | w, ha

a) D =17Z[i], z=2+1i,w =13+ 111,

b) D= Z[i], z=2—i,w = 13 + 114,

¢) D = Z[iv/5], z = 3 + 2iv/5,w = 36 — 5iv/5,
d) D=7Z[V3], 2=2+3V3,w=13+2V3.
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Tétel. (Az oszthatésag tulajdonsdgai) Ha (D, +, ) integritdstartomény és a, b, ¢, d € D,
akkor
1. a| a (reflexivitds),
a|bésb|c= alc (tranzitivitds),
albésalc=al|lb+calb—c,
albésalb+c=alc
a|lbésc|d=ac|bd,
.1]a,a|0,
.0jaea=0,
ac | bc,c #£0 =alb.
Bizonyitas. A definicié alapjén, hasznélva az integritdstartomanyokra vonatkozo szami-
téasi szabédlyokat. Pl. 2. Ha a | b és b | ¢, akkor létezik d,e € D gy, hogy b = ad,c = be,
innen ¢ = (ad)e = a(de), tehét a | c. ¥ Végezziik el a t6bbi bizonyitdsat! O

0 N> U

Megjegyzések. 1. Az | relaci6 altalaban nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus,
pl. (Z,+,-)-ban. ¥ Miért?

2. A 3. tulajdonsig igy altalanosithaté: a | by, ...,a | by = a | 2161 + ... + x1br, minden
T1,...,Tk € D esetén. V¥ Igazoljuk!

Definicié. Ha a,b € D, akkor azt mondjuk, hogy a asszocialt b-vel (vagy b-hez), ha
a|bésb|a,jelolés a ~b. Ez is egy relaci6é a D-n.

Tétel. Ha (D, +,-) integritastartomény, akkor ~ egy ekvivalenciareldcié.

Bizonyitas. A definicié alapjan. ¥ Végezziik el! [

Legyen a = {b € D : a ~ b} az a asszocidltsagi osztalya és D/~ = {a : a € D} a
megfelel6 faktorhalmaz.

Példa. e (Z,+,-)-ban 1 = {1,-1}, 2 = {2,-2},....a = {a,—a} ha a # 0, 0 = {0},
tovabbd Z/~ = {{0},{1,—-1},{2, -2}, ...}.

Jelolje U(D) a D integritastartomany invertalhaté elemeinek (ezeket egységeknek is
nevezziik) a halmazat. Tudjuk, hogy (U(D),-) Abel-csoport (ldsd Absztrakt algebra anyag),
ehhez elegendé, hogy D kommutativ, egységelemes gyfirii legyen. Az egységek minden D-
beli elemnek oszt6i, hiszen ha u € D egység, akkor b = (bu~1)u alapjan u | b minden
b € D-re.

Példa. e (Z,+,-) egységei: U(Z) = {—1,1}.

o (Z[i], +,-) egységei: U(Z[i]) = {—1,1,—i,i}. V¥ Igazoljuk!

Feladat. ¥ Melyek Z[/d] egységei, ha d < 0?

Feladat. ¥ Legyen D egy integritdstartomany és a € D. Igazoljuk, hogy a | 1 akkor és
csak akkor, ha a egység.

Tétel. Legyen (D, +,-) egy integritdstartomany és a,b € D.

1. a ~ b akkor és csak akkor, ha létezik olyan u € D invertélhaté elem, hogy b = au (azaz
a és b akkor és csak akkor asszocidltak, ha egymaéstdl egy egységszorzéban kiilonboznek).

2. a ~ 1 akkor és csak akkor, ha a invertalhaté (a € U(D)).

Bizonyitas. 1. Ha a ~ b, akkor a | b,b | a, ezért Jc,d € D : b = ac,a = bd és innen
b = bdc.

Ha b =0, akkora =0¢és0=0-u igaz u = 1-re.

Ha b # 0, akkor a # 0 és 1 = de, tehat ¢ invertalhaté és b = ac.

Forditva, ha feltételezziik, hogy b = au, u € U(D), akkor innen a | bés Ju=! =x € D :
br = (au)x = a(ux) = a, kovetkezik, hogy b | a, tehdt a ~ b.
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2. Az 1. azonnali kdvetkezménye. [J

Feladat v Melyek (Z[i], +, )-ban 1 + 2i és 3 — 4i asszocialtjai?

Definicié. Ha a | b, a nem asszocialt b-vel és a nem asszocialt az 1-gyel (a = b, a ~ 1),
akkor azt mondjuk, hogy a valédi osztdja b-nek. Ellenkez6 esetben a nem valédi oszté.

Feladat. VWV Legyenek a,b € Z, legyen 6 az x> + ax + b = 0 egyenlet egy gyoke és
Z[0) = {m +nb : m,n € Z}. Igazoljuk, hogy (Z[0], +, -) az C részgyfirtije.

1.2. Kongruenciak

Definicié. Legyen (D, +,-) egy integritdstartomany és m € D egy rogzitett elem. Az
a,b € D elemekre azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, jelolés a = b (mod m),
ha m | a — b. Ezt az m modulusi kongruenciarelidciénak nevezziik.

Ha m { a — b, akkor ezt igy irjuk: a # b (mod m) és azt mondjuk, hogy a inkongruens
b-vel modulo m.

Az a elem akkor és csak akkor osztéja b-nek, ha b = 0 (mod a). Az m = 0 esetben a = b
(mod 0) akkor és csak akkor igaz, ha a — b =0, azaz a = b. Ha m = u egység, akkor a = b
(mod u) teljesiil minden a,b € D-re.

Tétel. Ha D egy integritastartomany és m € D, akkor az m modulust kongruencia egy
ekvivalenciarelacio.

Bizonyitds. Minden a € D-re a = a (mod m), mert m | a —a = 0, tehdt a reldcié
reflexiv. Hasonldéan a definicié alapjan azonnali, hogy a reldcié szimmetrikus és tranzitiv.
Vv Igazoljuk! [

Definicié. Ha m € D rogzitett, akkor D-nek a (mod m) kongruencia szerinti ekviva-
lenciaosztédlyait (mod m) maradékosztalyoknak nevezziik. Az egyes osztdlyok elemei az
osztalyok reprezentansai.

Ha az m modulus rogzitett, akkor az a elem reprezentalta maradékosztalyt igy jeloljiik:
a. tta={de D:d=a (modm)}.

Tétel. Legyen D egy integritdstartomany. Ha a = b (mod m) és ¢ = d (mod m), akkor
a+c=b+d (mod m)és ac = bd (mod m), tehit azonos modulusi kongruencidkat ossze
lehet adni és Gssze lehet szorozni.

Bizonyitas. V¥ Igazoljuk! [
Az egész szamokra vonatkozo6 kongruencia-tulajdonsagok koziil még tovabbiak is érvény-
ben maradnak, pl. ha a = b (mod m), akkor a* = b* (mod m), ahol k € N*. ¥ Igazoljuk!

Ugyanakkor nem maradnak érvényben azok a kongruencia-tulajdonsigok, amelyekben
szerepel a legnagyobb kozos osztd, ill. a legkisebb k&zos t6bbszords, mert ezek nem biztos,
hogy léteznek az integritastartomany tetszoleges elemeire. Latni fogjuk, hogy az euklideszi
gylrl az az algebrai struktira, amelyben igaz marad sok tovabbi szamelméleti tulajdonsag.

Feladat. v Vizsgdljuk meg az egész szdmokra vonatkozé tanult kongruenciatulajdon-
sagok koziil melyek maradnak még érvényben?

Definicié. Jeldlje D,, a D integritdstartomény (mod m) maradékosztalyainak halmazat
és Dp,-en definidljuk a + és - miiveleteket igy:

~

G+b=a+b  ab=ab

Ezek a definicidk nem fiiggenek a valasztott reprezentdnsoktdl, azaz ha a = a ,/I; = l?,
akkor @+ b =a’ + ¥ és ab = a'b'. Valbban, a feltételbdl a = o’ (mod m), b = b’ (mod m),

—

ésinnen a +b = a' + bV (mod m), ab = a'b' (mod m), azaz atb=d +0,ab=al.
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Igaz tovabba a kovetkezo

Tétel. Ha D integritastartomany, akkor (D,,, +, -) egy kommutativ egységelemes gyfirti,
ez a (mod m) maradékosztalygytrii.

Bizonyitas. Belathato, hogy oroklédnek a tulajdonsiagok a zérusosztémentesség
kivételével, (Dy,,+,-) zéruseleme 0, egységeleme pedig 1 lesz. V¥ Irjuk le a részleteket!
O

Megjegyzések. 1. Ha D az egész szamok gyfirtije, akkor a (Z,, +, -) maradékosztély-
gyurat kapjuk.

2. D,,-ben lehetnek zérusosztok, pl. Zg-ban 2 és 3 zérusosztok.

3. A D,, maradékosztalygyliri specialis esete a faktorgytirii fogalmanak, ldsd Absztrakt
algebra anyag. Valéban, ha I = (m) = {md : d € D} az m é&ltal generalt f6idedl, akkor
a=b(modm) < a—->bel.

1.3. Irreducibilis elemek és primelemek

Legyen a tovabbiakban is (D, +, ) egy integritastartoméany.

Definicié. Legyen p € D,p # 0,p ~ 1. Azt mondjuk, hogy p irreducibilis elem, ha
p-nek nincs valédi osztdja, azaz ha abbdl, hogy a | p kovetkezik, hogy a ~ 1 vagy a ~ p.

Példak. e (Z,+,)-ban az irreducibilis szamok a —2,2, 3,3, ..., —p, p, ... szdmok, ahol
p (pozitiv) primszam.

e a (R[X], +, ) polinomgyfiriiben f pontosan akkor irreducibilis, ha f els6fokd polinom,
vagy olyan méasodfokui polinom, amelynek diszkriminansa negativ.

Ha a,b,c € D és ¢ | a vagy c | b, akkor ¢ | ab. Forditva éltalaban nem igaz.

Definicié. Legyen p € D,p # 0,p » 1. Azt mondjuk, hogy p primelem, ha abbdl,
hogy p | ab kovetkezik, hogy p | a vagy p | b.

Tétel. Legyen (D,+,-) egy integritdstartomédny és p € D. Ha p prim, akkor p irre-
ducibilis.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p prim és p = ab. Akkor p | ab, innen feltétel szerint p | a
vagy p | b. Ha pl. p | a, akkor a = px,x € D, p = ab = pxb, innen p # 0 miatt b = 1, tehat
b egység és p = ab gy a fenti Tétel szerint kovetkezik, hogy p ~ a. O

A forditott allitds nem igaz.

Példa. e D = (Z[iv/5]+, -)-ban p = 3 irreducibilis elem, de nem primelem.

Valéban, az egységek (azok a D-beli elemek, melyek minden D-beli szdmnak osztéi) itt
isa —1 és a 1. ¥ Igazoljuk ezt! Megmutatjuk, hogy p = 3 irreducibilis. Tegyiik fel, hogy
3= (a—l—ib\/g)(c—i—di\/g). Mindkét oldal komplex konjugaltjat véve 3 = (a—ib\/g)(c—dz'\/g),
ahonnan 9 = (a? + 5b%)(c? + 5d?). Ha a? + 5% = 1, akkor a = +1,b = 0 és a + biv/5 =
+1 egység. Ha a® + 5b° = 3, akkor a,b-re nem kapunk egész szam megoldést, ha pedig
a® + 5b% = 9, akkor ¢? + 5d? = 1 és kovetkezik, hogy ¢ + div/5 = +1 egység.

Most igazoljuk, hogy p = 3 nem primelem. Itt 3 | 9 = (24 iv/5)(2 —iv5), de 312 +1iV/5
és 312 —4y/5. Valéban, ha pl. 3| 2+ iv/5, akkor létezik x,y € Z tgy, hogy 2+ iv5 =
3(x + iy/5), ahonnan = = 2/3,y = 1/3, ellentmondés.

Az irreducibilis elem és a primelem fogalmak tehat altaldban (egy tetszéleges integritas-
tartomanyban) nem esnek egybe. Ugyanakkor tudjuk, hogy az egész szamok esetén — a
(Z,+,-) gylirliben — ez a két fogalom egybeesik.

Feladat. Vv Igazoljuk, hogy a (Z[iv/3], +,-) gyfirtiben z = 2 irreducibilis elem, de nem
primelem.
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1.4. Legnagyobb kozds oszté és legkisebb k6zds to6bbszorss

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b € D elemeknek d € D egy legnagyobb kdz6s
osztéja (Inko-ja), ha

i) d kozos oszt6: d | a,d | b és

ii) a,b minden koézos osztdja d-nek is osztéja : d' | a,d' | b= d | d.

Jelolés: d = (a,b) = Inko(a,b).

Hasonléan definidlhaté az aq, ..., ar € D elemeknek a Inko-ja. ¥ frjuk fel!

Definicié. Az a,b € D elemeknek m € D egy legkisebb k6zos t6bbszérsse (lkkt-je),
ha

i) m kozos tobbszords: a | m,b | m és

ii) a, b minden k6zos t6bbszordse m-nek is tobbszorose : a | m/,;b | m/ = m | m’.

Jelolés: m = [a, b] = lkkt]a, b].

Hasonldéan definialhaté az aq, ..., ap € D elemeknek az lkkt-je. ¥ frjuk fel!

Az lnko és az lkkt csak az asszocidltsag erejéig vannnak meghatarozva, feltéve, hogy
léteznek.

Példa. e (Z,+,-)-ban a = 4,b = 6 esetén, d = +2,m = £12.

Példat mutatunk arra, hogy két elem Inko-ja nem mindig létezik. Sziikségiink van a
kovetkezore:

Ha z = x + iy\/5 € Z[iv/5], akkor N(z) = |z|? = 22 + 5y% a z norméja.

Lemma. Ha z,w € Z[iv/5] és z | w, akkor N(2) | N(w).

Bizonyitds. Ha z | w, akkor w = zt, innen N(w) = |w|? = |2t]? = |2]2|t|*> = N(2)N(t)
és N(z) | N(w), mert ezek (nemnegativ) egész szamok. O

Példa. e Z[iv/5]-ben a = 6, b = 2 + 2i1/5 esetén nem létezik Inko.

Valéban, 2 | 6 és 2 | 2 + 2i\/5, tehdt 2 kozos oszto.

6 = (14 iv5)(1 —iV/5), innen 1 +4v/5 | 6, 1 +4v/5 | 2+ 2iv/5, tehdt 1+ iv/5 is kozos
oszté.

Ha létezne d = (a,b) Inko, akkor d | 6,d | 2 + 2iv/5, és 2 | d,1 +iV/5 | d. Kovetkezik,
hogy N(d) | 36, N(d) | 24, 4 | N(d), 6 | N(d), ezek egész szamok, igy N(d) | (36,24) = 12,
12 = [4,6] | N(d), innen N(d) = 22 + 5y? = 12, de ennek nincs z,y € Z megoldésa.

Tétel. Legyen D egy integritastartomany és tegyiik fel, hogy barmely két elemnek
létezik Inko-ja. Akkor tetszOleges a,b,c,d € D elemekre

L (a,b) ~ (ba),
((a,),¢) ~ (a, (b, 0)7
(a, a) ~a, (a,0) ~
(a,b) ~a < alb,
(a + be,b) ~ (a,b),
(a,b)c ~ (ac,be),
ha (a,b) ~ 1, akkor (a,bc) ~ (a,c),
ha a | be és (a,b) ~ 1, akkor a | ¢,
ha d = (a,b), d # 0 és a = day, b = dby, akkor (aj,by) ~ 1.
Bizonyitas. 6. Ha ¢ = 0, akkor a tulajdonsdg igaz. Legyen ¢ # 0, d = (a,b),
d = (ac,be). Kérdés: dc ~ d'?
Itt d | a,d | b= dc| ac,dc|bc=dc| (ac,bc) =d'.
Tovébba, ¢ | ac,c | bc = ¢ | (ac,be) =d = Fz:d =xcésxe=d | ac,xc =d' | be = x|
a,z | b, mert ¢ # 0.

© 0N oSO WD
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Innen z | (a,b) =d és d' = xc | de, kész.

7. Az (a,b) ~ 1 feltétel és az eléz6 tulajdonsidgok alapjan (a,bc) ~ ((a,ac),bc) ~
(a, (ac,bc)) ~ (a,c(a,b)) ~ (a,c).

8. Ez a 7. specidlis esete. Itt a | bc miatt a ~ (a, bc), tovabba 7. alapjan (a,bc) ~ (a,c),
innen a ~ (a,c), ahonnan a | c. O

Feladat. Vv Igazoljuk, hogy ha a,b,c € D, (a,b) ~ 1 és (a,c) ~ 1, akkor (a,bc) ~ 1
(feltéve, hogy léteznek az Inko-k).

Megjegyzések. 1. Az a és b elemek egy tetszéleges Inko-jit, feltéve, hogy létezik,
(a, b)-vel jeloljiik, annak ellénere, hogy ez nem egyértelmiien meghatarozott. fgy az el6bbi
tételben ez is frhaté: (a,b) = (b,a), ((a,b),c) = (a,(b,c), stb. Hasonléan az lkkt [a,d]
jelolésére vonatkozdan.

2. (Z,+,)-ban (a,b) és [a,b] mindig a pozitiv Inko-t, ill. lkkt-t jeloli (a,b # 0), ezek
mindig léteznek.

3. Ha a és b koziil valamelyik 0, pl. ha b = 0, akkor az Inko és lkkt definiciéi alapjan
kovetkezik, hogy 1étezik (a,b), [a,b] és (a,0) ~ a, [a,0] ~ 0.

Feladat. Vv Igazoljuk, hogy [[a,b],c] ~ [a, [b, ¢]]. Adjuk meg az lkkt mds tulajdonsdgait
is!

Tétel. Ha D integritdstartomany és ha barmely két a,b € D elemnek létezik Inko-ja,
akkor 1étezik lkkt-je is és

(a,b)[a,b] ~ ab.

% Bizonyitds. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor [a,b] = 0. Legyen a,b # 0 és (a,b) = d.
Akkor d # 0, a = day,b = dby, ahol (a3, b1) = 1.

Azt mutatjuk meg, hogy m = da1b; az a és b lkkt-je (annak mintdjara, hogy egész
szdmok esetén m = %b = day by lesz).

Itt m = aby, ahonnan a | m és m = bay, ahonnan b | m, tehdt m kozos tobbszoros.

Ha most a | t,b | t, akkor kérdés, hogy m |t 7 Legyen t = ax, t = by, innen ax = by,
daix = dbry és d # 0-val osztva a1z = b1y. Tovabba, az Inko tulajdonsaga szerint

(a1z,b17) = x(ay,by) = =, (a12,b12) = (bry, bix) = bi(z,y),

ahonnan by (z,y) = x és by | x, x = byz. Innen t = ax = abiz = mz, tehat m | t. O

Tétel. Legyen D egy integritdstartomany.
1) Ha D-ben barmely két elemnek létezik Inko-ja, akkor barmely aj,as,...,a, € D
(n > 3) elemeknek is 1étezik Inko-ja és

(a17 ag,y ..., an) ~ ((a17 a2,y ..., an—l); an)'

2) Ha D-ben barmely két elemnek 1étezik lkkt-je, akkor barmely aq, ag, ..., a, € D (n > 3)
elemeknek is l1étezik lkkt-je és

[ala a2,y ...y an] ~ [[ala A2,y .uey anfl]v an]~

% Bizonyitas. Lasd pl. [M], 13. old. %

A kovetkezd Tétel megadja annak egy elegséges feltételét, hogy minden irreducibilis elem
primelem legyen (azaz, hogy az irreducibilis elemek egybeessenek a primelemekkel).

Tétel. Ha egy D integritastartomdnyban barmely két elemnek létezik Inko-ja, akkor
minden irreducibilis elem primelem.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p irreducibilis elem és igazoljuk, hogy p primelem. Kérdés
tehdat: p | ab=p|a vagy p| b?

Ha p | a, akkor kész. Ha p t a, akkor kérdés: p | b7 Itt (p,a) ~ 1, mert p {f a és p
irreducibilis. Innen p | ab,p | pb = p | (ab,pb) ~ (a,p)b ~ b= p| b, kész. O

Kérdés ezek utan, hogy mikor létezik az Inko?

Definicié. Ha (a,b) ~ 1, akkor azt mondjuk, hogy a,b relativ primek. Az aq,...,a;
elemek relativ primek, ha (ai,...,a;) ~ 1 és paronként relativ primek, ha (a;,a;) ~ 1
minden i # j-re. Ezt igy is jeloljik: (a,b) =1, ill. (a;,a;) = 1.

Azonnali, hogy ha aq, ..., ar paronként relativ primek, akkor relativ primek, de forditva
nem. ¥ Adjunk erre példat!

Feladat. V¥ Igazoljuk, hogy az F, = 22" +1, n > 0, in. Fermat-szdmok péaronként
relativ primek.

1.5. Gauss-gytriik

Definicié. A (D,+,-) integritdstartomdny Gauss-gylirii (vagy faktoridlis gyfiri
vagy irreducibilis faktorizaciés gytirii), ha minden a € D,a # 0,a » 1 elem felbonthaté
irreducibilis tényezOk szorzatara és az asszocialtaktol eltekintve a felbontas egyértelmii, azaz

1) léteznek olyan py, ..., p, irreducibilis elemek, hogy a = p; - - - p, és

2) ha ugyanakkor a = g - - - g5 irreducibilis tényezék szorzata, akkor r = s és a pq, ..., pr
és q, ..., ¢ elemek paronként asszocidltak.

Tétel. Legyen (D,+,-) egy integritdstartoméany. D akkor és csak akkor Gauss-gytird,
ha teljesiil a fenti 1) és az aldbbi 2*) tulajdonsag:
2*) D-ben minden irreduciblis elem primelem.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy D Gauss-gyirii és igazoljuk a 2*) tulajdonségot. Legyen
q € D irreducibilis és legyen ¢ | ab. Kérdés, hogy ¢ | a vagy q | b?

Ha a = 0, akkor ¢ | a igaz, ha b = 0, akkor ¢ | b teljesiil. Ha a ~ 1, akkor ¢ | b igaz,
hasonléan ha b ~ 1, akkor ¢ | a. Ezért feltehetjiik, hogy a,b # 0 és a, b nem egységek.

Itt ¢ | ab alapjan létezik v € D 1gy, hogy ab = quv. Kovetkezik, hogy v # 0 és v sem
egység, mert ¢ irreducibilis.

Az ab = qu elem 1) alapjan felbonthaté irreducibilis elemek szorzatéra és 2) szerint ez a
felbontas egyértelmi, ezért q egy asszocidltja eld kell forduljon az a vagy a b felbontasaban.
Igy q | a vagy q | b kovetkezik.

Forditva, ha feltételezziik, hogy teljesiil 1) és 2*), akkor igazolhaté 2), lasd pl. [SzA],
143. old. O

A definicié alapjan azonnali, hogy

Kovetkezmény. Ha D Gauss-gyiirii, akkor minden a € D, a # 0 elem felirhaté
a: ep’fl ---pict

alakban, ahol e egység, t > 0, k; > 1 egészek és p; paronként nem asszocialt irreducibilis
elemek. Itt t = 0 is megengedett, ekkor a = e ~ 1 egység. U

Tovabba a definiciékbdl azonnali az is, hogy

Ko6vetkezmény. Ha még b = fpei1 . -pft, ahol most k;,¢; > 0, tovabbd a # 0,b # 0,
akkor

i) a|b< k; <{; minden i-re,

ii

)

(a, b) ~ lenin(kl ,31) . 'pinin(kt,ft)’
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[CL, b] ~ prlnax(kl L) o .plrfnax(k‘t,ét)’

tehat az Inko és lkkt 1étezik minden Gauss-gytriiben. [
Ko6vetkezmény. Gauss-gytlirtikben minden irreducibilis elem primelem, tehat az irre-
ducibilis elem és a primelem fogalmai egybeesnek.

Bizonyitas. Lasd a jelen szakasz Tételét vagy az 1.4. szakasz utolsé tételét. [

Példak. e (Z,+, ) Gauss-gytirt,

2. (K[X],+,-) Gauss-gyfir(i, ahol K kommutativ test,

3. (Z[ivV/5],+,-) nem Gauss-gyiri, mert lattuk, hogy nem mindig létezik az Inko (és
nem minden irreducibilis elem primelem).

1.6. Fo6idealgytirik
Definicié. A D integritdstartomédny f6idedlgytirii, ha minden idedlja f6idedl, azaz ha
minden I < D ideél esetén létezik x € D tgy, hogy D = (z) = {dx : d € D}.

Példak. e (Z,+,-) féidedlgyiir(i, lasd Absztrakt algebra anyag.
o (K[X],+,-) f6idedlgytir(i, ahol K kommutativ test, ldasd Absztrakt algebra anyag.
Igazolhato, hogy:

Tétel. Ha D foidealgytirti, akkor D Gauss-gytiri és minden a,b € D esetén

ahol d = Inko (a,b), m = 1kkt [a,b]. O
A féidedlgytiriikkel részletesebben nem foglalkozunk.
1.7. Megoldasok
1.1. Oszthatésag
V Teljesiil-e z | w, ha
a) D=17[i], z=2+i,w =13+ 114,
b) D =Z[i], z =2 —i,w = 13 + 111,
¢) D = 7Z[iV5], 2 = 3+ 2iv/5,w = 36 — 5i/5,
d) D=2Z[V3], 2 =2+ 3V3,w =13+ 2V3.
Megoldas. c)

36 —5iv5 _ (36 —5iV5)(3 ~ 2V5) _ 58 -8TIVE _ . i
312ivE  (Broavh(Bo2ivE) 20 ° 3iV5 € Z[iV5),

teljestil.

Y (Z[i], +,-) egységei: U(Z[i]) = {—1,1, —i,i}.

Megoldas. Legyen z = a + bi € Z[i] egység. Akkor z~! = % = aibi = oty — agibzi €
Z[i] kell legyen. Ttt a,b # 0 esetén |a| < a® +b?%, |b] < a? +b? és ekkor 271 ¢ Z[i]. Haa = 0,
akkor 27! = —3i € Z[i] alapjén b = £1, hasonléan, ha b = 0.

¥ Melyek Z[/d] egységei, ha d < 0?

Megoldas. Ha d = —1 (Gauss-egészek), akkor az egységek: +1,+i. Ha d < —2, akkor
az egységek +1, lasd korabbi Feladat.

1.3. Irreducibilis elemek és primelemek

¥ Igazoljuk, hogy a (Z[iv/3], +, ) gylirliben z = 2 irreducibilis elem, de nem primelem.
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Megoldas. Tegyiik fel, hogy 2 = (a+biv/3)(c+div/3). Komplex konjugaltakat tekintve
2 = (a — biv/3)(c — div/3). Osszeszorozva: 4 = (a? + 3b%)(c® + 3d?). Ha a? + 3b% = 1, akkor
a = +1,b = 0, az els6 tényezd egység. Ha a’? 4+ 3b> = 2, ennek nincs megolddsa. Ha
a® 4 3d? = 4, akkor ¢? +3d? = 1, a masodik tényez6 egység. Tehat 2 irreducibilis. Tovabb4,
2|4 =(141iv3)(1 —1iv/3) és ha 2 prim lenne, akkor osztéja lenne valamelyik tenyezének,
de ez ellentmondas, mert 11;7\/?: =1+ 1iv3 ¢ Z[iv3).
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2. Euklideszi gytrik

Az euklideszi gylir(i az az algebrai struktra, amely eléggé specidlis ahhoz, hogy igaz
legyen benne az egész szamok esetén megismert legtobb szamelméleti tulajdonsag. Ugyanakkor
az euklideszi gylri fogalma eléggé altalanos ahhoz, hogy magaba foglalja az egész szdmok
gylrajén kiviil a kommutativ testek feletti polinomgytriiket, a Gauss-egészek gyurijét, az
Eisenstein-egészek gytirlijét és masokat, és igy ezek mindegyikében a szokasoshoz hasonld
szamelmélet épithetd ki.

2.1. Euklideszi gyiirik és tulajdonsagaik

Definicié. A D integritastartomany euklideszi gy{irii, ha van olyan N : D\ {0} — N
fiiggvény, hogy minden a,b € D,b # 0 esetén 1étezik ¢q,r € D tgy, hogy

(%) , ahol r = 0 vagy N(r) < N(b).

Itt N neve euklideszi norma, ennek mas jelolése: N(a) = ||a||. A (*) egyenlOséget a
maradékos osztas képletének nevezziik, ¢ az osztasi hanyados, r az osztasi maradék.

Példak. e (Z,+,-) euklideszi gytir(i, ahol N(x) = |z|, a feltételek teljesiilnek a maradékos
osztas tétele szerint.

o (K[X],+,) euklideszi gytirii, ahol K kommutativ test, itt N(f) = gr f az f # 0 foka,
tudjuk, hogy a K feletti polinomokra is igaz a maradékos osztas tétele.

e Minden K test euklideszi gytiri. Val6ban, legyen N : K \ {0} — N, N(z) = 1 minden
x € K,z # 0 esetén. Ez euklideszi norma.

Tétel. Ha D euklideszi gytri, akkor D féidealgytirti.

Bizonyitds. Legyen I < D tetsz6leges idedl. Ha I = {0}, akkor I = (0), kész. Ha
I # {0}, akkor kérdés, hogy létezik-e a € D gy, hogy I = (a).

Legyen A = {N(z) :x € I,z # 0} C N és n = min A, tovabba legyen a € I,a # 0 ugy,
hogy N(a) = n. Igazoljuk, hogy I = (a).

Itt a € I alapjan (a) C I azonnali.

Forditva, ha b € I, akkor b = aq + r alakd, ahol ¢,7 € D és N(r) < N(a). Itt
r=>b—aq € I, mert I ideal.

Ha N(r) # 0, akkor ez ellentmond az N(a) minimalitdsdnak, ezért N(r) = 0, innen
r=0,b=aq€ (a), I C(a). O

Kovetkezmény. 1) Ha D euklideszi gytirti, akkor D Gauss-gytiri.

2) Ha D euklideszi gyfirii, akkor barmely két a,b € D elemnek létezik Inko-ja és lkkt-je,
tovabba az irreducibilis elem és a primelem fogalmak egybeesnek.

integritdstartomdnyok

Gauss-gytirik

foidedlgyiirik

euklideszi gyirik

(Z7+7 )
(Z[Z]7+7 )

1. abra
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Bizonyitas. 1) Ha D euklideszi gyfirii, akkor D féidedlgytirti, az el6zé Tétel alapjan.
Tovabba minden f6idedlgyliri Gauss-gytirii az 1.6. szakasz Tétele szerint. Fzeket a kapcso-
latokat szemlélteti az 1. dbra.

2) Ha D euklideszi gytirti, akkor D Gauss-gytirii az 1) pont szerint és Gauss-gytiriiben
l1étezik az Inko és az lkkt, lasd 1.5. szakasz. [J

Feladat. ¥ Hol helyezhetSk el az 1. dbran a (Z[iv/5], +, ) és a (Z[iv/3], +, ) gytiriik?

Két elem legnagyobb kozos osztdjanak 1étezése euklideszi gytirtikben kézvetleniil is belathaté
és fontos az a tény, hogy euklideszi gytiriikben van olyan eljaras, amellyel meghatdrozhato
az Inko az elemek irreducibilis felbontésa nélkiil (ami altaldban nehéz feladat). Ez az eljaras
az euklideszi algoritmus.

Az euklideszi algoritmus. Minden D euklideszi gytiriiben létezik olyan véges algo-
ritmus, amelynek segitségével meghatdarozhaté két elem Inko-ja.

Az euklideszi algoritmus lépései: Legyenek a,b € D. Ha b = 0, akkor (a,0) = a. ha
b #£ 0, akkor a maradékos osztéds képlete alapjan:

a=>bq +ry, m =0vagy N(r1) < N(b).
Ha rq # 0, akkor ismét a maradékos osztas képlete alapjan:
b=rig2+12, 12 =0vagy N(rz) < N(r1).
Ismételve ezt kapjuk a q3,qq,... € D és az r3,ry, ... € D elemeket, amelyekre
r1 =719q3 + 13, 13 =0vagy N(r3) < N(ra),

Tn—3 = Tn—2qn—1 + Tn—1, Th—1 = 0 vagy N(Tn—l) < N(Tn—Q)v
Th—2 = Tn—1qn + Tp, 7o = 0 vagy N(rn) < N("“nfl)a
n—1 = 'n4n+1, n+1 = 0.

Az algoritmus akkor ér véget ha a kapott maradék nulla és ez véges sok 1épés utan
bekovetkezik, hiszen N (b) > N(ry) > N(ra2) > ... szigorian csokkené nemnegativ egészekbol
allo sorozat. Tegyiik fel, hogy r1 # 0,79 # 0, ..., # 0 és r,+1 = 0. Megmutatjuk, hogy az
a és b elemek (egy) legnagyobb kozos osztéja az utolsé nemnulla maradék, azaz | (a,b) = ry, |

Az utolsé egyenletbél r,, | r,—1, az utolsé eléttibdl ry, | rp—o (14sd az oszthatdsig tulaj-
donsdgait) és visszafelé haladva rendre kapjuk, hogy 7y, | rn—3, ..., 70 | 72,70 | 71,70 | b, 70 | @,
tehdt r, kozos oszté. Ha pedig ¢ | a,c | b, akkor az elsé egyenletbdl ¢ | r1, a mésodikbdl
c | ro és lefelé haladva kovetkezik, hogy ¢ | r3,...,c | rn—2,c| rn_1,¢| rn, azaz c | ry. O

A fentiek alapjan az is kovetkezik, hogy

Tétel. Ha D euklideszi-gytirt és a,b € D, akkor 1éteznek olyan u,v € D elemek, hogy
(a,b) = au + bv.

Bizonyitas. A fgnti utolsé el6tti egyenletbdl (a,b) = 1, = rp_—2 — T_1qn = ...,
haladjunk visszafelé. ¥ Irjuk le részletesen! [J

Feladatok. V¥ 1. Alkalmazzuk az euklideszi algorimust az a = 33855,b0 = 18870

szamokra és hatarozzunk meg olyan z,y € Z szamokat, amelyekre 338552 + 18870y = d,
ahol d = (33855, 18870).
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v 2. Alkalmazzuk az euklideszi algorimust az f = 3X3 — X2 —-3X +1,9 = 2X3 —2X? —
3X +3 € Q[X] polinomokra és hatdrozzunk meg olyan u,v € Q[X] polinomokat, amelyekre
fu+ gv=d, ahol d = (f,g).

Tétel. (Kongruencidk tulajdonsigai euklideszi gyfirtikben) Legyen D egy euklideszi
gylrd, a,b,c,d,m,mi,me € D, m,mq, mo # 0 és k € N*.

i) Ha a = b (mod m) és ¢ = d (mod m), akkor a + ¢ = b+ d (mod m) és ac = bd (mod
m), tehat azonos modulusu kongruencidkat tssze lehet adni és Gssze lehet szorozni;

ii) Ha a = b (mod m), akkor a + ¢ = b+ ¢ (mod m) és ac = be (mod m), tehdt
egy kongruencia mindkét oldalahoz hozza lehet adni ugyanazt az elemet és a kongruencia
mindkét oldalat szorozni lehet ugyanazzal az elemmel;

iii) Ha a = b (mod m), akkor a¥ = b* (mod m), kongruenciat lehet hatvanyozni;

iv) Ha ac = be (mod m), akkor a = b (mod ), ahol ¢ # 0 és d = (¢, m);

v) Ha ac = be (mod m) és (¢,m) = 1, akkor a = b (mod m), kongruenciat lehet
egyszerusiteni egy, a modulussal relativ prim elemmel és a modulus nem valtozik;

vi) Ha a = b (mod my) és a = b (mod my), akkor a = b (mod [my, ms]).

vii) Ha a = b (mod my), a = b (mod mg) és mq, my relativ primek, akkor a = b (mod
mimsa).

Bizonyitas. Lényegében ugyanigy, mint az egész szamok esetén. Az i) tulajdonsdgot
mar lattuk az 1.2. szakaszban.

i) A feltétel szerint m | a—b és m | c—d, ahonnan m | (a—b)+(c—d) = (a+c¢)— (b+d),
tehdt a + ¢ = b+ d (mod m), valamint m | ¢(a — b) + b(c — d) = ac — bd, ahonnan ac = bd
(mod m).

ii) Specidlis esete i)-nek, ahol d = c.

iii) Az i) ismételt alkalmazasaval (¢ = a,d = b), ha a = b (mod m), akkor a? = b* (mod
m),...,a” = b¥ (mod m). Abbdl is kovetkezik, hogy minden k € N* szamra a — b | a* — b.

iv) A feltétel szerint m | ac — bc = (a — b)c, igy 7 | (a — b) 5. Itt (7, 5) = 1 és kapjuk,
hogy % | a — b, azaz a = b (mod 7}), lasd kordbbi Tétel.

v) Az el6z6 pont specidlis esete, ha d = (¢, m) = 1.

vi) Ha a = b (mod m1) és a = b (mod my), akkor m; | a — b és mg | a — b, tehdt a — b
kozos tobbszorose az my és mgo elemeknek és igy a — b tobbszorose az [mq, mo] lkkt-nek (az
lIkkt definici6ja szerint).

vii) Specidlis esete vi)-nak: ha (mj, mg) = 1, akkor [mi, ma] = mimo. O

Tétel. Legyen D egy euklideszi gytlri, a,b,m € D,a # 0,m # 0.

1) Az ’aac = b(mod m) ‘ kongruencidanak akkor és csak akkor van z € D megoldasa, ha
(a,m) | b.
2) Ha létezik x( megoldas, akkor az Osszes megoldds a kovetkezd alaku:

T =09+ tED,

_moy
(a,m)”

ahol ﬁ azt az my € D elemet jeloli, amelyet az m = m1(a, m) egyenléség hatéroz meg.

3) Ha (a,m) = 1, akkor létezik megoldas és egy megoldas van (mod m), azaz barmely
két megoldas kongruens (mod m).

Bizonyitas. Legyen (a,m) = d, itt d # 0.

1) Tegyiik fel, hogy = = x¢ megoldas, akkor m | axg — b, ahonnan azg —b = km,k € D.
Mivel d | a és d | m kapjuk, hogy d | axg — km = b.
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Forditva, ha d | b, akkor legyen b = de. Tétel szerint létezik u,v € D gy, hogy
(a,m) = d = au+mu, innen e-vel szorozva de = aue+mev és kapjuk, hogy a(ue) = b (mod
m), tehdt x = ue megoldas.

2) Legyen xq egy rogzitett megoldds és x egy mésik megoldas. Akkor axg = b (mod m)
és ax = b (mod m). Innen a(x — xg) = 0 (mod m), azaz a(x — xo) = mk, k € D. Legyen
a = day, m = dmy, ahol (a1, m1) = 1. Kapjuk, hogy da;(x —x¢) = dmik, a1(x—xz¢) = m1k,
mert d # 0. Innen my | a1(x — xzp) és mivel (a1, mq) = 1 kovetkezik, hogy my |  — xp,
x = 1 (mod my), lasd az oszthatdsag tulajdonsdgait.

3) Azonnali az el6zéek alapjan. O

Tétel. Legyen D egy euklideszi gytri, a,b,c € D,a # 0,b # 0.

1) Az egyenletnek akkor és csak akkor van z,y € D megoldésa, ha (a,b) | c.

2) Ha létezik ¢, yo megoldds, akkor az Gsszes megoldés a kovetkezé alaki:

T =x9+ t, teD.

I
(@b VT (@)

Bizonyitas. 1) Ha az+by = c teljesiil valamely x,y € D elemekre, akkor ax = ¢ (mod
b), ennek a kongruencidnak tehdt van x € D megoldasa. Az eléz6 Tétel szerint kovetkezik,
hogy (a,b) | c. Forditva, ha (a,b) | ¢, akkor ismét e Tétel szerint van olyan = € D, hogy
ar = ¢ (mod b), innen ax — ¢ = by, ax — by = ¢, y € D, tehdt x, —y megoldés.

2) Ha z,yp megoldas, akkor axg + byp = c. Legyen z,y egy tetszoleges megoldés.
Akkor ax + by = ¢ és (*) a(x — x0) + b(y — yo) = 0. Tovabbd xy és x megoldasai az

ar = ¢ (mod b) kongruencidnak és az el6z6 Tétel szerint = = o + ﬁt. Ezt beirva (*)-ba

aﬁt + b(y — yo) = 0, innen b-vel egyszertisitve y = yo — ﬁt. Behelyettesitve ezeket az
x és y értékeket az ax + by = c egyenletbe kapjuk, hogy ezek valéban megoldasok minden
t € D-re. U

Az 1.2. szakaszban lattuk, hogy ha D integritdstartomany, akkor (D,,,+,-) egy kom-
mutativ egységelemes gylirti, ennek neve a (mod m) maradékosztalygytirii.

Tétel. Legyen D egy euklideszi-gytiri. A (D,,,+,-) maradékosztalygytirti akkor és csak
akkor test, ha m irreducibilis elem (primelem).

Bizonyitas.  Tegyiik fel, hogy m irreducibilis elem és igazoljuk, hogy D,, test. A
kérdés az, hogy invertalhaté-e minden @ € D,,, @ # 0 elem, azaz létezik-e T € D,, tigy, hogy
@z =17

Az G # 0 feltételbdl a # 0 (mod m), azaz m ta. Mivel m irreducibilis kvetkezik, hogy
(a,m) = 1. Kapjuk, hogy az ax = 1 (mod m) kongruencidnak van = € D megoldésa, lasd
korabbi Tétel, innen az = 1, amit igazolni kellett.

Forditva, tegyiik fel, hogy D, test és m nem irreducibilis. Akkor m felirhaté m = myms
alakban, ahol mq, mg valddi osztok, azaz mq, me nem asszocialtak 1-gyel és nem asszocialtak
m-mel. Tekintsiik az m; € D,, elemet, ahol m; # 6, mert m tmy. A feltétel szerint ennek
létezik 7 € D,, inverze, amelyre mizT = 1. Innen m | myxz — 1 és miz — my = 1 valamely
y € D-re. Mivel m; = (m1,m) | miz — my kapjuk, hogy m; | 1, ami ellentmondés. O

Megjegyzés. A bizonyitas méasodik részében rovidebben: Ha m = myms, ahol mq,mo
valédi oszték, akkor my, my # 0, de mims = m = 0, azaz My és My zérusoszték. Kovetkezik,
hogy D,, nem test, mert tesben nincsenek zérusoszték. [

Példa. e A 7Z,, maradékosztalygytirii akkor és csak akkor test, ha m primszam.
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Definicié. Az a (mod m) maradékosztaly neve redukalt maradékosztaly (mod m),
ha (a,m) = 1. Ez az definici6 nem fiigg a reprezentians megvalasztasatol. Valéban, ha
b = a, akkor b = a (mod m), ahonnan b = a + km, k € D és ha (a,m) = 1, akkor
(b,m) = (a+ km,m) = (a,m) = 1.

Tétel. A a (mod m) maradékosztély akkor és csak akkor redukalt maradékosztély, ha
invertdlhaté (egység) a D,, maradékosztédly-gytiriiben.

Bizonyitas. Ha a (mod m) redukélt maradékosztaly, akkor (a,m) = 1. Kovetkezik,
hogy az ax = 1 (mod m) kongruencidnak van megoldésa, azaz van olyan = € D,,, amelyre
a7 = 1. Kapjuk, hog @ invertalhato.

Forditva, ha @ invertalhaté, akkor van olyan z € D, hogy 4% = 1, az = 1 (mod m) és
innen (a,m) | 1, azaz (a,m) =1. O

A (mod m) redukélt maradékosztélyok {a : (a, m) = 1} halmaza tehét egyenld az U(D,y,)
halmazzal, lasd 1.1. szakasz.

Koévetkezmény. Ha D euklideszi gytirti, akkor a (mod m) redukélt maradékosztalyok
Abel-csoportot alkotnak. [

% Tétel. (Altalénositott Euler-tétel) Legyen D euklideszi gytirii és tegyiik fel, hogy
az (U(Dy,), -) csoport rendje véges, jelolje ezt k = k(D,,). Akkor minden a € D, (a,m) =1
elemre

a®* =1 (mod m).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Lagrange-tételt az (U(D,,),-) csoportra. Kapjuk, hogy
minden @ € U(D,,) esetén a* = 1, azaz ak = 1, ami egyeértékii azzal, hogy aF = 1 (mod
m), ahol (a,m)=1. O

Ha D = 7Z, akkor az egész szdmokra vonatkozo Eulet-tételt kapjuk. %

2.2. A Gauss-egészek aritmetikaja

Tétel. A Gauss-egészek (Z[i], +, -) gyfirtije euklideszi gyfirti, ahol N(2) = |z|? = a®+b?,
z=a+bi e Z[i.

Bizonyitas. Kérdés, hogy Vz,w € Z[i|,w #0: I q,r € Z[i] : z=qw+r, ahol r =0
vagy N(r) < N(w),r #07?

Ha a ¢-t mar megvélasztottuk, akkor » = 2z — qw lesz. Ha r = 0, akkor nincs mit
bizonyitani, ha pedig r # 0, akkor kell, hogy

2
N(r) = N(z — qu) = |z — qw|* < |w|?>,  innen ‘%—q) <1, azaz ‘%—q‘ < 1L

A Gauss-egészek a komplex szamsikon racspontokat és egységoldali racsnégyzeteket hatdroz-
nak meg, ldsd 2. dbra. A z/w komplex szam egy ilyen racsnégyzetbe vagy annak oldaldra
esik. E racsnégyzet két atellenes csicsa koré rajzoljunk egy-egy egységkorivet, igy kovetkezik,
hogy z/w tévolsaga e két csics valamelyikétdl kisebb mint 1, 14sd 3. dbra, tehét teljesiil a
fenti feltétel.

Miésképp: itt z/w egy komplex szdm, legyen z/w = u + iv, ahol u,v € Q. Tekintsiik az
u és v-hez legkozelebb esé x,y € Z szamokat, amelyekre |u — z| < 1/2, jv —y| < 1/2, és
legyen ¢ = x + iy € Z][i], lasd 4. dbra. Akkor

1

2
= - <1,
2

+

e~ =
=

2 o =lu—a) +io )P = -2+ 0 - ) <

amit bizonyitani kellett. [J
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2+ 2

7 2+
—110 |1 |2

—1 2—1

2. abra. Gauss-egészek

Megjegyzés. A bizonyitasbdl kovetkezik, hogy a ¢ hanyados és az r maradék nem
egyértelmi, kivéve, ha z/w racspont, azaz w | z, ekkor r = 0 és ¢ = z/w.

1 1
D]
z % ....?E
1 4y 1
3. abra 4. abra

Példa. e Legyen z =3 — 17i, w = 3 + 2i. Akkor
z 3—-17 (3-17))(3—2i) 25 57,

w  3+2% 9+4 T 13 13"

ahol —% =—-1,923..., —% = —4,384... és a legkozelebbi egészeket valasztva: x = -2,y =
—4, innen kovetkezik, hogy a ¢ = —2 — 4¢ valasztassal 2 = wq + r, ahol r = 1 — ¢ és
N(r) =2 < 13 = N(w). Veheté ¢’ = —2 — 5i is (készitsiink rajzot), ekkor z = wq’ +r/, ahol
r'=—-14+2iés N(r') =5 <13 = N(w).

Feladat. V¥ Legyen z = 6¢, w = 2 + 2i. Hatdrozzuk meg az osztasi hanyadost és
maradékot. Mutassuk meg, hogy ezek 4-féleképpen is megvélaszthatok.

A Gauss-egészek tehdt euklideszi-gyfirfit alkotnak az N(z) = |2|> = a® + V%, 2 = a + bi
normara nézve, ahol N(z) > 0 egész szam. Azért elényos norménak az abszolit érték
négyzetét venni, mert ez mindig nemnegativ egész szdm, ugyanakkor |z| = va? + b? lehet
irraciondlis is.

Kovetkezik, hogy a Gauss-egészekre érvényesek mindazok a tulajdonsigok, amelyeket
euklideszi gytiriikre mondtunk ki. fgy az irreducibilis Gauss-egészek azonosak a prim Gauss-
egészekkel, ezeket Gauss-primeknek nevezziik. Barmely két Gauss-egésznek 1étezik Inko-ja
és lkkt-je és az Inko meghatarozhaté a euklideszi algoritmussal.

Nézziik a tovabbiakban a Gauss-egészek specidlis tulajdonsagait. Mar lattuk, hogy itt
az egységek a 1,41, igy egy z € Z[i] asszociéltjai z, —z,iz, —iz. Tovabbi tulajdonsigokat
rogzit a kovetkezd

Tétel. Legyenek z,w € Z]i].

1. N(z) = 0 akkor és csak akkor, ha z =0,
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N(z) =1 akkor és csak akkor, ha z egység,
N(zw) = N(z)N(w),

z | N(z),

ha z | w, akkor N(z) | N(w),

minden w # 0 szamnak véges sok osztéja van.

A ol S A

Bizonyitds. A definicidk alapjan. Pl. 4. z | 2z = |2|*> = N(z), ahol Zz a z komplex
konjugaltja.

5. Ha z | w, akkor létezik t € Z[i] tigy, hogy w = zt és 3. alapjan N(w) = N(2)N(t),
tehdt N(z) osztdja N(w)-nek.

6. Ha z | w, akkor 5. alapjdn N(z) | N(w), ahol w # 0 miatt N(w) # 0. Egy nemnulla
egész szamnak véges sok osztéja van, ezért N(z) és vele egylitt z is véges sok értéket vehet
fel. O

Feladatok. Vv 1. Igaz-e, hogy ha N(z) | N(w), akkor z | w?

v 2. Tgazoljuk, hogy ha z; és zy asszocidltak, akkor N(z1) = N(z2). Igaz-e ez forditva?

v 3. Vizsgaljuk meg, hogy lehet-e Z (komplex konjugalt) osztéja z-nek.

Vv 4. a) Osztdja-e 3+ bi-nek 4+, ill. 4 —4 7 b) Hatdrozzuk meg 3 + 5i dsszes osztdjat.

Kérdés, hogy mely z = a + bi szdmok a Gauss-primek?

Példak. e 15=3-5,5=(2+14)(2—1), 13 = (3 + 2¢)(3 — 2¢) nem Gauss-primek,

o 1+, 441, 3 Gauss-primek.

Valéban, legyen z | 1 + 4, akkor N(z) | N(1+14) = 2, innen N(2) = 1 és z egység, vagy
N(z)=2,innen z =1+14,1 —i,—1 +i,—1 — i, amelyek 1 + ¢ asszocidltjai, tehdt 1 + i-nek
nincs valédi osztoja.

Feladat. Vv Igazoljuk, hogy 4 + ¢ és 3 Gauss-primek.

A tovabbiakban meghatdrozzuk a Gauss-primeket. A megkiilonboztetés érdekében a
Z[i]-beli primeket mindig Gauss-primeknek nevezziik, a prim és primszdm pedig mindig
Z-beli primet jelent. Haszndlni fogjuk a kovetkezd tulajdonsagot.

Tétel. Ha z egy Gauss-prim, akkor létezik egy és csak olyan p primszam, hogy z | p.

Bizonyitds. Ha z € Z[i] Gauss-prim, akkor N(z) > 1 és legyen N(z) felbontdsa
primek szorzatara N(z) = qiq2 - - qx. 1gy 2 | 22 = N(z) = q1q2 - - - qi és mivel z Gauss-prim
kovetkezik, hogy z | ¢; valamely i-re.

Egyértelmiiség: tegyiik fel, hogy z | p és z | ¢, ahol p # g primek. Akkor (p,q) = 1 miatt
léteznek u, v € Z tgy, hogy pu + qu = 1 és kiovetkezik, hogy z | 1, ami ellentmondés. O

Az el6bbi Tétel szerint a Gauss-primek maghatdrozdsiahoz elegendé a p € Z primek
lehetséges Z[i]-beli felbontasait tekinteni.

Tétel. A p =4k — 1 alaka primek Z[i|-ben is primek, tehdt Gauss-primek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p = 4k — 1 prim, de nem Gauss-prim. Akkor p felirhaté
p = zt alakban, ahol z,t € Z[i] nem egységek. Innen N(p) = N(z)N(t), p*> = N(2)N(t),
ahol N(z) > 1,N(t) > 1. Kovetkezik, hogy N(z) = N(t) = p. Legyen z = a + bi, akkor
igy N(z) = a? + b> = p = 4k — 1, de ez ellentmondds, mert két négyzetszam Gsszege nem
lehet 4k — 1 alakd. Valéban, ha a, b koziil mindkettd paros vagy paratlan, akkor a? +b? = 0
(mod 4), ha pedig a, b koziil az egyik paros, a masik paratlan, pl. a = 2z,b = 2y + 1, akkor
a?+ 0> =42+ 49> +4y+1=1 (mod 4). O

Tétel. A p = 4k+1 alakt primek felbonthatdk két nem asszocialt, egymassal konjugdlt
Gauss-prim szorzatara.
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A bizonyitashoz sziikségiink van a kovetkezd lemmara.

Lemma. Ha p = 4k + 1 alaki prim, akkor az 22 = — 1 (mod p) kongruencidnak van
megoldasa.
A lemma bizonyitdsa. A Wilson-tétel szerint minden p primre (p — 1) = — 1 (mod

p). Ha p = 4k + 1 alaku, akkor
(p—D!=Uk)!=1-2-3---(2k)2k+1)(2k+2)--- (4k) =

=1-2-3---2k)(p—2k)(p—2k+1)(p—2k+2)---(p—1) =
=1-2-3---(2k)(=1)%k(2k)(2k — 1)(p — 2k — 2) --- 1 = ((2k)")? (mod p) ,
tehdt x = (2k)! megoldas. O

A Tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy p = 4k + 1 prim és p Gauss-prim. Akkor
a Lemma alapjin van olyan ¢ € Z szdm, hogy 22 = — 1 (mod p), azaz p | 23 +1 =
(zo +4)(wo — 1) és innen p | xo + i vagy p | xo — i, azaz 2> + %Z' € Z[i] vagy 2> — %i € ZJ[i],
de ez ellentmondas, mert X ¢ Z.

Tehat p felirhaté p = z129 - - - zp alakban, ahol z1, 29, ..., zp € Z[i] Gauss-primek és ¢ > 2.
Akkor N(p) = N(21)N(22) -+ N(z2), 52 = N(:1)N(22) -+ N(20), abol N(z) > 1 minden
i-re. Kovetkezik, hogy ¢ = 2 és N(z1) = N(z2) = p, tehdt p = z129, ahol 21,29 € Zli]
primek.

Megmutatjuk, hogy z1 és zo egymas konjugaltjai. Itt N(21) = |21]?> = p, innen |z | = VP
hasonléan |z| = /p. Legyen

z1 = /p(cosby +isinby), zo = /p(cosby +isinby), 61,09 € [0,27).

Akkor
2122 = p(cos(01 + 92) +1 Sil’l(91 + 92)),

de 2129 = p € R, innen cos(0; + 02) = 1, sin(f; + 02) = 0 és kovetkezik, hogy 01 + 2 = 0,
0y = —01, azaz zo = Z1.

21 és z9 nem asszocidltak. Valéban, ha z; = z9u lenne, ahol u egység, akkor z; = Zju és
a z1 = a + bi jeloléssel:

ha uw = 1, akkor a+bi = a—bi, innen b = 0, p = z122 = a® nem lehet prim, ellentmondas,

ha u = —1, akkor a + bi = —a + bi, innen a = 0, p = 2129 = ib(—ib) = b? nem lehet
prim, ellentmondas,

ha u = 41, akkor hasonléan ellentmondésra jutunk. [

A fentieken kiviil még léteznek az 2 = (1 +1)(1 — 1) felbontdsabdl szarmazé 1414 és 1 —1
Gauss-primek, amelyek egymads asszociéltjai, mert 1 —i = —i(1 + ).

Tétel. A Gauss-primek tehét a kovetkezok:

a) u(l+1), ahol uw € {1, —1,4, —i} egység,

b) up, ahol p = 4k — 1 alakd prim (p = 3,7,11,19,23,...) és u egység,

¢) uz, ahol N(z) = 4k + 1 alakd prim (p = 5,13,17,29,...) és u egység. [

A z =a+bi, |al,|b] <5 Gauss-primek a kovetkezok:

5 4i, —5—2i, —5+2, —5+4i, —4—5i, —4—i, —A4+i, —4+5i, —3—2i, —3, —3+2
—2—5i, —2—3i, —2—i, —2+41i, —2+3i, —2+5i, —1 —4i, —1 -2, —1 —i, —1+i,—1+2i,
14 di, 1 —4i 1= 21—, 1 4d, 142, 14+44,2 5,2 30,2 —14,2414, 24 3, 2+ 5i,
3-2i,3,3+24—5i,4—i, 444, 4+5i,5—4i,5— 2, 5+ 2, 5+ 4,

ezek lathaték az 5. abran.

2
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5. abra. Gauss-primek

Feladat. v Milyen szimmetridkat figyelhetiink meg az 5. abran?
A 6. abran kis fekete négyzetek jelzik azokat a Gauss-primeket, amelyek norméaja < 2500
(abszolut értékiik < 50).

6. abra. Gauss-primek

Foglaljuk 6ssze, hogyan donthet6 el egy z # 0 Gauss-egészrél, hogy z egység vagy Gauss-
prim vagy Gauss-Osszetett? Erre ad véalaszt a kovetkezo:
Tétel. Legyen z = a + bi € Z[i],z # 0.
1. eset. Ha z = +1,+i < N(z) =1, akkor z egység.
2.eset. Haoz=1+14,1—i,—1+4+4,—1—1i & N(z) =2, akkor z Gauss-prim.
3. eset. Ha b =0, |a| > 2, tehdt z = a valds egész, z # 0, £1, akkor
3.a) ha z = a egy 4k — 1 alakd prim, akkor z = a Gauss-prim,
3.b) ha z = +2 vagy z = +p, ahol p = 4k + 1 alaku prim, vagy z dsszetett szam, akkor
z = a Gauss-0Osszetett.
4. eset. Ha b # 0, tehét z = a + bi nem valds szdm és N(z) = a® + b* > 3, akkor
4.a) ha N(z) = a® + b? primszdm (ez csak 4k + 1 alakii lehet), akkor z Gauss-prim,
4.b) ha N(z) Osszetett szdm, akkor z Gauss-Osszetett.

Feladatok. ¥ 1. Gauss-primek-e a kovetkezok: —1 — 4, 114, 2 + 7i, 2 — 4, 37, 14 + 231,
-7+ 413.
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Vv 2. Bontsuk fel Gauss-primek szorzatira a kovetkezo szamokat: 3 + i, 2 + 64, 10, 100,
200, 550, 600.

Vv 3. Mutassuk meg a Gauss-egészek és a Gauss-primek alkalmazasival, hogy végtelen
sok 4k + 1 alakd primszam létezik.

Kovetkezményként kapjuk a kovetkez6 tulajdonsagot, amelynek allitdsaban nem szere-
pelnek komplex szamok.

Tétel. Minden p = 4k+1 alaki prim felirhaté két négyzetszam osszegeként: p = a®+b?,
ahol a,b € Z.

Bizonyitas. Ha p = 4k 4 1 alakd prim, akkor a Gauss-primekre vonatkozé korabbi
Tétel szerint p = (a + ib)(a — ib) = a®> + b%. O

Példak. e 5 =12 + 22,29 = 22 + 52 41 =42 + 52,

e a 3,7,11,19 primek, ezek p = 4k — 1 alaktak nem irhaték fel igy, ugyanakkor pl.
20 = 22 + 42, 45 = 3% + 62.

Kérdés, hogy melyek azok a pozitiv egészek, amelyek felirhaték két négyzetszam tsszegeként?
Erre ad vélaszt a kovetkezd tétel, amely szintén a Gauss-egészek segitségével igazolhatd,
lasd pl. [FGy], 304. old. Itt csak annyit jegyziink meg, hogy ha n = 22 + y?, akkor
n = (x4 iy)(x — iy) és innen mar ,ldthatd” a Gauss-egészek szerepe.

* Tétel. Az n € N szam akkor és csak akkor frhaté fel n = z2 + y2 alakban, ahol
x,y € Z, ha n kanonikus alakjaban minden 4k — 1 alakd prim kitevéje paros szam. [J

A szidmelmélet nevezetes tétele a kovetkezd:

Tétel. (Lagrange) Minden n pozitiv egész szam felirhat6 négy négyzetszam osszegeként:
n=a?>+b>+c*+d? ahol a,b,c,d € Z. Ok

2.3. Z[V/?2] aritmetikija

Legyen Z[v2] = {a +bV2 : a,b € Z}, amely integritastartomany a valés szamok Osszea-
dasaval és szorzasaval (részgytirtije (R, +,-)-nak).

Ennek megfelelden értelme van az oszthatosagnak, az irreducibilis elem, a primelem, az
Inko, az lkkt fogalmainak.

Ha z = a 4 bv/2 € Z[V2] legyen N(z) = |a® — 2b?| a z norméja.

Megjegyzések. 1. N(z) nemnegativ egész szam minden z € Z[v/2]-re.

2. N(z) = |(a+ bv2)(a — by/2)|.

3. Nem lenne célszerii az |z| vagy az |z|° értékeket valasztani norménak, mert ezek
altaladban nem természetes szamok, itt |a + bv/2|? = a® + b% + 2abv/2.

Igazoljuk, hogy

Tétel. Z[v/2] euklideszi gyfirti a fenti N(z) = |a® — 2b%|, z = a + bv/2 norméra nézve.

’ 2

O

Altalanosabban, tekintsiik a Z[vd] = {a + bV/d : a,b € Z} integritastartomanyt, ahol
d € Z, d # 0,1 négyzetmentes szam, lasd 1.1. szakasz. Ha z = a + bv/d € Z[V/d] legyen
N(z) = |a? — db?|.

Tétel. (A norma tulajdonsdgai) Ha d # 0,1 tetszéleges rogzitett négyzetmentes szam
és z, 21, 2 € Z[\/d], akkor

1. N(z) = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0,

2. N(zlzg) = N(Zl)N(ZQ),

3. N(z) =1 akkor és csak akkor, ha z egység.
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Bizonyitas. 1. Ha z = 0, akkor N(z) = 0 azonnali. Forditva: N(z) = |(a — bv/d)(a +
bWd) =0 = a—bV/d =0 vagy a+ bVd = 0, innen a = b\/d vagy a = —bv/d. Ha b # 0,
akkor +bv/d irracionalis szam és kapjuk, hogy a irracionalis, ami ellentmondds. Tehat b = 0,
ahonnan a = +bv/d = 0 és z = 0 kovetkezik.

2. Legyen z1 = a1 + bl\/;Z, 29 = as + byv/d. Akkor

2129 = (a1a2 + blbgd) + (a1b2 + agbl)\/g,
innen
N(leg) = N((a1a2 + blbgd) + (albg + Gle)\/&) = \(alag + bﬂ)gd)z — d(a1b2 + agbl)Q‘ =

= |afaj + bib3d” — afbid — azbid| = |(ai — db7)(a3 — db3)| = N(21)N (z2).

3. Ha N(z) = 1, akkor a z = a + bV/d, Z = a — b\/d jeléléssel N(z) = |2Z| = 1, innen
2(£%) = 1, tehat létezik z inverze, ami +% € Z[\/d].

Ha z egység, akkor létezik z~! € Z[vVd] tgy, hogy zz~! = 1, innen 2. alapjan
N(2)N(z71) = N(2z71) = N(1) = 1, tehat N(2) | 1, N(z) =1. O

Feladat. v Igazoljuk, hogy

a) z | N(z),

b) ha z | w, akkor N(z) | N(w).

A norma definiciéja kiterjesztheté az = + yv/d alaki szdmokra, ahol z és y racionélis
szamok. Ha z,y € Q és z = x + yV/d, legyen N(2) = |2 — dy?|.

Tétel. Ha z; = 1 + y1Vd, 22 = x2 + y2V/d, ahol 1,41, 2, y2 € Q, akkor

N(z122) = N(z1)N(22),

Ay N(z1)
29 N(z)’

N ( z2 7& 0.

Bizonyitas. Az el6z6 Tétel 2. pontjanak bizonyitasa érvényben marad raciondlis
egyiitthatékra is, innen kovetkezik az els6 Osszefiiggés.

Tovabbd legyen I = w, ahol w = z4+yVd, z,y € Q alaki (V¥ Irjuk ki részletesen!), innen

N(z1)
N(z;)' O

Tétel. Ha d = —2,—1,2,3, akkor Z[V/d] euklideszi gytirti az N(z) = |a® — db?|, z =
a + bv/d norméra nézve.

21 = 2w és az elsd Gsszefliggés alapjan N(21) = N(22)N(w) és N(L) = N(w) =

Bizonyitds. A Gauss-egészekre vonatkozé bizonyitédshoz hasonléan, ha «a, § € Z[V/d],
B # 0, osszuk el a-t B-val és kapjuk, hogy /3 = = + yV/d, ahol x,y raciondlis szdmok. A
legkozelebbi xg és yo egészeket valasztva |x — zo| < 1/2, |y — yo| < 1/2.

Legyen q = xzo + yoVd és 7 = a — Bq. Ha r # 0, akkor r = ﬁ(% — q) alapjan és
hasznélva az el6z8 Tételt: N(r) = N(B)N(F —q). Itt §—q = (z —x0) + (y — Yo)Vd és
N(§—q) =[(x —20)> = d(y —y0)’| < (x —w0)* +|d|(y —y0)* < +1d|; < 3+ 7 =1 Az
egyenl6ség csak d = 3 és |z — xo| = |y — yo| = % esetén dllhatna fenn, de valéjdban ekkor is
szigorti az egyenlétlenség, mert ekkor |(z —x0)” —d(y —yo0)?| =13 -3 1| =| -3/ =3 < L.

Kapjuk, hogy N(r) < N(5). O

Ha d = —1, akkor visszakapjuk a Gauss-egészekre vonatkozé tulajdonsagokat. Ha d = 2,
akkor kapjuk, hogy Z[v/2] euklideszi gytirti, ldsd korabbi Tétel.
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Megjegyzések. Az utébbi Tétel szerint Z[iv/2] és Z[+/3] is euklideszi gyfirtik, ezekben is
a szokésoshoz hasonlé szamelmélet épithetd ki. Ugyanakkor Z[iv/3] és Z[iv/5] nem euklideszi
gytirtik (itt d = —3, ill. d = —5), mert nem is Gauss-gytiriik, lasd 1.5. szakasz.

% A Gauss-egészekhez képest kiilonbség az, hogy Z[/2] elemei a valés tengelyen helyezked-
nek el, mégpedig strtiin. Ez azt jelenti, hogy

Tétel. Minden x valés szdm tetszblegesen kicsi kornyezetében van Z[v/2]-beli szam (s6t
végtelen sok).

Bizonyitas. Legyen x € R rogzitett és tekintsiik a kovetkezd sorozatot:

ap =

e

ahol [ ]| az egészrészt jeloli. Akkor a, € Z[v/2] minden n > l-re és O,-nel jelslve az ﬁ
tortrészét kapjuk, hogy

an = ((\/;il)n —en) (V2 —1)" =2 — 0,(vV2 - 1)".

Itt 0 < 6,, < 1 minden n-re és 0 < v/2 — 1, igy lim, oo ap = . 0O

Tétel. Z[v/2]-ben végtelen sok egység van.

Bizonyitas. Korabbi Tétel szerint z = x + yv/2 € Z[/2] akkor és csak akkor egység,
ha N(z) = |22 — 2y?| = 1, azaz 22 — 2y? = 1 vagy 2? — 2y? = —1.

Legyen z; = 3 +2v/2 € Z[V/2]. Akkor N(z1) = |9 — 8| = 1, tehdt z; egység. A norma
tulajdonsdga szerint N(z}") = (N(z1))" = 1" = 1 minden n > 1-re, tehdt z, = 2] egység
minden n-re. Mivel 21 < 29 < ... < 2z < 2zp41 < ... kOvetkezik, hogy igy végtelen sok
egységet kaptunk. [J

Megjegyzések. Igazolhats, hogy Z[v/2]-ben minden egység 4z, n € N alaki, ahol
20 = 1+ /2. Specidlisan z; = 3+ 2v2 = Z(Q).

Az 22 — 2y? = 1 és 2?2 — 2y® = —1 diofantoszi egyenleteket Pell-egyenleteknek nevezziik.

Igazolhaté, hogy a Z[v/2]-beli primek a kovetkezék, az asszocidltaktol eltekintve:

Tétel. A 8k + 3 alakd primek Z[v/2]-ben is primek, a 8k + 1 alakd primek pedig két
Z[v/2]-beli prim szorzatara bomlanak és ezeken kiviil Z[v/2]-ben prim még a /2. [

Példak. e z = 5 és z = 11 primek Z[v/2]-ben,

® 3+1/2 és 3—+/2 primek Z[ﬂ]—ben, mert (3+ V2)(3—+/2) = 7 egy 8k — 1 alakii prim.
*

2.4. Az Eisenstein-egészek aritmetikaja

Legyen o = _1%“/5 = cos(27/3) +isin(27/3) harmadrendii egységgyok, amelyre o = 1
és 0> +0+1=0.

Jelolés: Z[o] = {a + bo : a,b € Z}, amely integritdstartomény a komplex szdmok
Osszeaddsédra és szorzasara nézve. V Igazoljuk!

Ezt az Eisenstein-egészek gytrtijének nevezziik (mésképp: FEisenstein-Jacobi-egészek
vagy Euler-egészek). A tovabbiakban az E-egész elnevezést hasznédljuk. Az E-egészek egy
paralelogramma-racsot (pontosabban rombusz-racsot) alkotnak a komplex szamsikban, 1asd
a 7. abréat.

Definicié. Ha o = a+bo = (a g) b\[z egy E-egész, akkor ennek normaja az abszolut

érték négyzete: N(a) = |af> = (a — 2)? 4+ 3 3” = a? +b? — ab, amely nemnegativ egész szam.
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Tétel. Az E-egészek euklideszi gytrit alkotnak erre a norméra nézve.

Bizonyitas. A Gauss-egészekre vonatkozo bizonyitdshoz hasonléan. Kérdés, hogy
VYo,B € Zlol,3#0: Jq,r € Z[p] : a« = qB +r, ahol r =0 vagy N(r) < N(B),r #0?

Ha a ¢-t mar megviélasztottuk, akkor r = a — ¢f lesz. Ha r = 0, akkor nincs mit
bizonyitani, ha pedig r # 0, akkor sziikséges, hogy

2
N(r):N(a—qﬂ)z|a—qﬂ\2<\ﬁ|2, innen ‘g—q

«
<1, azaz —q‘ < 1.
’5

Az «/ komplex szam most vagy egy egységoldali rombusz belsejébe vagy annak oldaldra
esik és mindig van olyan cstcs, amelyt6l a/3 tdvolsdga kisebb mint 1, tehat teljesiil a fenti
feltétel. O

A
\ \ \ \
149
g
.\ 0 1
120°
—1 - N4
\ \ \ \

7. abra E-egészek

Tétel. Legyenek o, § € Zo].

N(a) = 0 akkor és csak akkor, ha a =0,

N(a) = 1 akkor és csak akkor, ha a egység,
N(af) = N(a)N(B),

a|N(a),

ha a | w, akkor N(a) | N(«),

minden « # 0 E-szdmnak véges sok osztéja van.

SN o e

Bizonyitas. A Gauss-egészekre vonatkozé megfelel§ Tétel bizonyitasahoz hasonléan.
V Végezziik ell [

Tétel. Az E-egészek gyliriijében az egységek a kovetkezdk: 1,—1,0,—0,1 4+ 0,—1 — o,
ezek éppen a hatodrendil egységgyokok (ldsd 7. dbra).

Bizonyitas. Az el6z6 Tétel szerint o = a+bp akkor és csak akkor egység, ha N(«) = 1,
azaz |a| = 1, tehdt a tavolsiga az origdtdl 1, ez pedig éppen a megadott szamokra teljesiil.

Mésképp: N(a) = 1 akkor és csak akkor, ha (a — 5)% + % = 1. Ha itt |b] > 2, akkor
% > 3 és nem kapunk megoldast. Tehat b € {—1,0,1} kell legyen. Ha b = —1, akkor
(a+3)*+2=1,]la+ 3| =3, innen a = 0 vagy @ = —1. Hasonléan a b =0 és b = —1
esetekben. [

Az E-egészek Z[p| euklideszi gytiriijében az irreducibilis elemek azonosak a prim ele-
mekkel, ezeket E-primeknek nevezziik. A Gauss-primekre vonatkozé megfelel6 tulajdonsa-
gokhoz hasonldéan igazolhatok a kovetkezok, a bizonyitasokat csak véazoljuk. ¥ Egészitsiik
ki ezeket!

Tétel. Ha a egy E-prim, akkor 1étezik egy és csak olyan p primszam, hogy « | p.
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Bizonyitds. Ha a € Z[p] E-prim, akkor N(«) > 1 és legyen N(«) felbontdsa primek
szorzatdra N(a) = qiq2---qx. 1gy a | N(a) = qiq2 - - qx és mivel a E-prim kovetkezik,
hogy « | g; valamely i-re.

V Igazoljuk az egyértelmiiséget! [J

Tétel. A p =3k — 1 alakd primek Z[p|-ban is primek, tehdt E-primek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p = 3k — 1 prim, de nem E-prim. Akkor p felirhaté
p = af alakban, ahol a, 3 € Z[g] nem egységek. Innen p?> = N(a)N(3), N(a) = N(3) = p.
Legyen a = a-+bp, akkor igy 4N (o) = (2a—2)%?+3b> = p = 3k—1 alak, de ez ellentmondés,
mert (2a — 2)? 4+ 3b? = 0 vagy 1 (mod 3). O

Tétel. A p = 3k+1 alakt primek felbonthatdk két nem asszocialt, egymassal konjugdlt
E-prim szorzatara.

% Bizonyitas. Hasznaljuk a kovetkezd tulajdonsagot:

Ha p = 3k + 1 alaki prim, akkor az 22 = — 3 (mod p) kongruencidnak van megoldésa,
ldsd késobb a négyzetes maradékokra vonatkozé szakaszt.

Tegyiik fel, hogy p = 3k+1 prim és p E-prim. Akkor a Lemma alapjan van olyan g € Z
szdm, hogy 72 = —3 (mod p), azaz p | 23+3 = (zo+iV3)(z0—iV3) = (zo+1+20)(20—1-20)
és innen p | (zo + 1+ 2p) vagy p | (xo — 1 — 2p), de ez ellentmondas.

Tehat p felirhaté p = ajaq - - - z¢ alakban, ahol ¢ = 2 kell legyen és igy p = ajaq, ahol
a1, as E-primek. [y

A fentieken kiviil még létezik az 3 = (—1)(i\/3)? felbontdsabdl szarmazé iv/3 = 1 + 2p
E-prim (és ennek asszocialtjai).

Tétel. Az E-primek a kovetkezok:

a) u(l+ 2p), ahol u € {1,—1,0,—0,1 4+ 0,—1 — o, } egység,

b) up, ahol p = 3k — 1 alakd prim (p = 2,5,11,17,23,29, ...) és u egység,

¢) uz, ahol N(z) = 3k 4+ 1 alakd prim (p = 7,13,19,31,...) és u egység. [

Feladatok. Vv 1. Igazoljuk, hogy ha a € Z[p] és N(«) prim, akkor o prim. Igaz-e
forditva?

¥ 2. Melyek az i\/3 = 1 + 20 asszocialtjai?

Vv 3. E-primek-e a kovetkezdk: oy = 2 + 30, as = 3+ 0, ag = 5 + 8p.

Az E-egészek alkalmazaséval igazolhatd, hogy az 23 + 1% = 22 egyenletnek nem léteznek
x,y,z € Z\ {0} megolddsai. Ez a Fermat-Wiles tétel specialis esete. Az az er6sebb allitds
is igaz, hogy az adott egyenletnek nincsenek z,y, z € Z[o] \ {0} megoldésai, lasd [FGy], 327.
old.

Itt csak annyit jegyziink meg, hogy ha a2 + y3 = 23, akkor 2% = 23 — 3 = (2 —y)(z —
yo)(z —yo?) = (z—y)(z —yo)(z +y + yo), ahonnan mar ldthatd, hogyan is jelennek itt meg
az F-egészek.

2.5. Megoldasok

2.1. Euklideszi gytrik és tulajdonsagaik

¥ Hol helyezhet8k el az 1. abrén a (Z[iv/5],+, ) és a (Z[iV3], +,-) gytirtik?

Valasz. Ezek nem Gauss-gytirik.

Vv Alkalmazzuk az euklideszi algorimust az a = 33855,b = 18870 szdmokra és hatéroz-
zunk meg olyan z,y € Z szamokat, amelyekre 338552+ 18870y = d, ahol d = (33855, 18870).

Valasz. (a,b) = 555.
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v Alkalmazzuk az euklideszi algorimust az f = 3X3 — X? —3X + 1,9 = 2X3 — 2X?2 —
3X +3 € Q[X] polinomokra és hatdrozzunk meg olyan u,v € Q[X] polinomokat, amelyekre
fu+ gv=d, ahol d = (f,g).

Valasz. (f,g9) =X — 1.

2.2. A Gauss-egészek aritmetikdja

v Igaz-e, hogy ha N(z) | N(w), akkor z | w?

Megoldas. Nem igaz, pl. z = 1+ 2i,w = —1 4 2i-re N(2) = N(w) =1+4 =5, de
z f w, mert 2 = 34 ¢ 7] Mésképp, ha w = zt lenne, akkor N(w) = N(2)N(t),

T2
innen N (t) = 1, tehét ¢ egység. Akkor w = zt, ahol t = £1, 44, de ez nem igaz.

v Igazoljuk, hogy ha z; és zo asszocidltak, akkor N(z1) = N(z2). Igaz-e ez forditva?

Megoldas. Forditva nem igaz, pl. 3 + 2i és —3 + 2i nem asszocidltak, de N (3 4 2i) =
N(-3+2i)=9+4=13.

v Vizsgaljuk meg, hogy lehet-e Z (komplex konjugdlt) osztdja z-nek.

Megoldas. Ha z = a+bi,zZ = a—bi és ha z | Z, akkor z = Zt, N(z) = N(Z)N(t), innen
N(t) =1, tehédt t = e egység és z = Ze.

Ha e =1, akkor z = Z, innen z € Z. Ha e = —1, akkor 2 = —%, a + tb = —a + b, innen
a =0 és z = bi, ahol b € Z. Hasonléan, e = +i-re kapjuk, hogy z = a + at, ill. z = a — ai,
ahol a € Z.

Vv a) Osztdja~e 3 + Hi-nek 4 + 4, ill. 4 — i 7 b) Hatdrozzuk meg 3 + 5i Osszes osztéjat.

Megoldas. a) 55 = G300 _ 14 et 4 |3 50, 523 = G250 _ 2igw
tehdt 4 — it 3 4 bi.

b) Ha z | w = 3+ 54, akkor N(z) | N(w) =9+ 25 = 34. Itt 34 pozitiv osztdi 1,2,17, 34.
Ha N(z) = 1, akkor z egység: z = +1,4i. Ha N(z) = 2, akkor z = z; = 1 + i vagy
asszocidltjai: —z; = —1—14,iz1 = —1+14,—izg = 1 —i. Ha N(z) =17, akkor z = 20 =4+

vagy ennek asszocialtjai: —zg = —4—i,129 = —1+4i, —iz9 = —1—44, tovabba z = 23 = 1444
vagy ennek asszocialtjai: —zg3 = —1 — 4,423 = —4 4+ 4, —iz3 = 4 —i. Ha N(z) = 34, akkor
z = w = 3+ bi vagy ennek asszocidltjai: —w = —3 —5i, 1w = —5+ 3¢, —iw = b — 37, tovabba
z = z4 = 5+ 3i vagy ennek asszocialtjai: —z4 = —5 — 3i,124 = —3 + 5i, —izqg = 3 — bi.

Ellendrizheté - 1dsd a) pont - hogy ezek koziil csak 1,21 = 144,20 =4+ i,w = 3+ 5i és
ezek asszocialtjai osztok.

Vv Igazoljuk, hogy 4 + ¢ és 3 Gauss-primek.

Megoldéas. Ha z | 4+, akkor N(z) | N(4+4 i) = 17. Innen N(z) =1 és z egység, vagy
N(z) =17, innen z = 4+ i és asszociéltjai vagy z = 1 + 4i és asszociéltjai, de ellenérizhetd,
hogy 1+ 4i t4 + i. Tehét 4 + i-nek nincs val6di osztdja.

Ha z = a+bi | 3, akkor N(z) | N(3) = 9. Innen N(z) =1 és z egység, vagy N(z) =
a?+b? = 3, ennek nincs megoldésa, vagy N(z) = 9, innen z = 3 és asszociéltjai, tehat 3-nak
nincs valédi osztoja.

Vv Milyen szimmetridakat figyelhetiink meg az 5. abran?

Megoldas. Ha z = a+bi prim, b #£ 0, akkor a + bi = a—bi, —a+bi és —a—bi is primek,
mert mindegyik norméja a?® + > = N(z), tehat a Gauss-primek a komplex szdmsikban a
tengelyekre nézve és az origora nézve szimmetrikusan helyezkednek el.

V¥ Bontsuk fel Gauss-primek szorzatara a kovetkez6 szamokat: 3+, 24 64, 10, 100, 200,
550, 600.

Megoldas. (3+1)(3—1i) = 941 = 10 sszetett, ezért 3+ nem Gauss-prim. A felbontds:
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3+i=(2—1)(1—1), ahol 2 — i Gauss-prim, mert (2—4)(2+1i) =4+ 1=5primés 1 —i is
Gauss-prim.

2+6i = 2(1+3i) = —(1+d)(1 —4)(1—2i)(1—i) = —(1+i)*(1 —4)(1 — 2i), ahol
(1 —24)(1+2i) =1+4 =5 prim, ezért 1 — 2¢ Gauss-prim, tehat a felbontds: 2 4 6i =
—(1+4)%(1 —4)(1 — 2i).

VvV Mutassuk meg a Gauss-egészek és a Gauss-primek alkalmazasaval, hogy végtelen
sok 4k + 1 alakd primszam létezik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy véges sok 4k + 1 alakd prim van: pi,po,...,p,. Legyen
x = (2p1p2 -+ pn)? + 1. Akkor z-nek létezik ¢ primosztéja, amely biztosan paratlan.

Tegyiik fel, hogy ¢ = 4k — 1 alaku, akkor kovetkezik, hogy ¢ Gauss-prim. Legyen
a=2pip2-pn lgy ¢ | o =0a%?+1= (1+ia)(1 —ia) és innen q | 1 + ia vagy q | 1 — ia.
Kapjuk, hogy % + %i € Z[i] vagy % — %i € Z[i], ami ellentmondas.

Tehat g = 4k + 1 alaki, azaz ¢ = p; valamely i-re, innen ¢ | 1, ami ismét ellentmondés.

2.4. Az Eisenstein-egészek aritmetikdaja

v Igazoljuk, hogy ha a € Z[g] és N(«) prim, akkor o prim. Igaz-e forditva?

Megoldas. Ha N(«) = p prim és a = ajag, akkor p = N(a) = N(aj)N(ag), innen
N(ai) =1 vagy N(ag) =1, tehat oy vagy ag egység és a E-prim.

Forditva nem igaz, mert pl. 5 E-prim, de N(5) = 25 nem prim.

V E-primek-e a kovetkezok: oy = 2+ 30, as =3+ 0, ag = 5 + 8p.

Megoldas. N(aj) =4 —6+ 9 = 7 prim, ezért o E-prim. N(a3) = 25 — 40 + 64 = 49
nem prim, ezért o E-prim.

% 2.6. Tovabbi feladatok

VYV 1. Legyen d > 3 egy paratlan négyzetmentes szam. Igazoljuk, hogy Z[iv/d] nem
Gauss-gytr.

Megoldas. (1 +iv/d)(1 —iv/d) = 1+ d paros széam, ezért 2 | (1 +ivd)(1 — iv/d), de
2+ (14 iVd) és 21 (1 —ivd). Kovetkezik, hogy 2 € Z[iv/d] nem primelem. Igazoljuk,
hogy 2 irreducibilis. Valéban, legyen 2 = (a + bivd)(z + yiv/d), akkor norméra térve
4 = (a® + db?)(2® + dy?). Ha itt a®> +db® = 1, akkor b = 0 és a = +1, tehdt a + bivd = +1
egység. Ha a? + db®> = 2, akkor nincs a,b € Z megoldas. Ha itt a? + db®* = 4, akkor
22 +dy? = 1, innen z + yiv/d = £1 egység.

vV 2. Igazoljuk, hogy Z[iv/6] nem Gauss-gyfirti.

Megoldas. Mutassuk meg, hogy 6-nak 6 = 2-3 = i/6(—i/6) két, irreducibilis szdmokra
valé felbontasa.

vV 3. Igazoljuk, hogy Z[v/26] nem Gauss-gytirii.

Megoldas. Mutassuk meg, hogy 26-nak 26 = 2 - 13 = /26126 két, irreducibilis
szamokra valé felbontasa. ¥
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3. Az egész szamok szamelmélete

A tovabbiakban az egész szamok szamelméletével foglalkozunk. A 3.1. és 3.2. szakaszok-
ban 0Osszefoglaljuk az egész szamok oszthatdsagara és kongruencidjara vonatkozoé fogalmak
és tulajdonsagok koziil azokat, amelyek csak az egész szamokra érvényesek, illetve amelyeket
nem érintettiink az elsé két fejezetben.

3.1. Oszthatésag, kongruenciak

Az oszthatésigi feladatok megoldédsa soran gyakran alkalmazzuk a kévetkezd tulajdon-
sagokat.

Tétel. Legyenek a,b € Z és n € N*. Akkor

i)a—>bl|a™—b",

ii) ha n paratlan, akkor a +b | a™ + b",

iii) ha n paros, akkor a +b | a™ — b™.

Bizonyitas. Azonnali az a® —b" = (a — b)(a™ 1 +a"2b+ ... + ab" 2 4+ b7 1),

a2k+1 + b2k:+1 — (CL 4 b)(a% o a2k—1b+ - ab2k—1 4 b2k) és

a?k — b = (a4 b)(a® 1 — a?*72p + ... + ab® =2 — b 1) azonossagok alapjan. [

Tétel. (A maradékos osztés tétele Z-ben) Ha a,b € Z,a # 0, akkor léteznek az
egyértelmiien meghatdrozott ¢ € Z és r € Z szamok gy, hogy b = qa+r, ahol 0 < r < |al.

Tétel. Legyenek a,b,m € Z,m > 1. Az a = b (mod m) kongruencia akkor és csak
akkor teljesiil ha a és b m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja.

Bizonyitas. A definicié alapjan a = b (mod m) < m | a — b. Legyen a = mq+ r,b =
mq +7r', ahol 0 < r < m,0 <1’ < m. Haa =b (mod m), akkor mla—b =m(q—q' )+ (r—r')
és igy m|r — /. De 0 < |r — | < m és kovetkezik, hogy r = /.

Ha r =1/, akkor azonnali, hogy m|a — b, azaz a = b (mod m). [

A kongruencidak miiveleti tulajdonsdgainak alkalmazdsaként tekintsiik a kovetkezd példédkat.

Példak. e 1. Igazoljuk, hogy 641 | Fy = 22" + 1.

Valéban, 641 = 640+1 = 5-274+1, gy 5-27 = —1 (mod 641) és ezt negyedik hatvanyra
emelve: 5% 228 = 1 (mod 641). Mésrészt, 641 = 625 + 16 = 5* + 2%, ahonnan 2* = — 5%
(mod 641). Osszeszorozva ez utébbi két kongruencigt 51 - 232 = — 5% (mod 641), s osztva
5%nel, ahol (5%,641) = 1, kapjuk, hogy 232 +1 =22 41 = 0 (mod 641).

e 2. Ha f egy egész egyiitthatés polinom és x = y (mod m), akkor f(x) = f(y) (mod
Valéban, legyen f = agX" 4+ a1 X" ' +... +a,_1X +a,. Mivel z = y (mod m), kapjuk,
hogy ¥ = y* (mod m) minden k € {0,1,2,...,n}-re és Gsszegezve f(x) = f(y) (modm).

e 3. Vezessiik le a 11-re vonatkozd kovetkezo oszthatdsagi szabalyt. Egy tizes szam-
rendszerbeli szam akkor oszthato 11-gyel ha a paratlan helyein all6 szamjegyek Gsszegébdl
kivonva a paros helyeken allé szamjegyek Gsszegét 11-gyel oszthatéd szamot kapunk. Legyen

n = apay1...0k—10k (1) = ao.lok + al.l()k_1 + ...+ ap_1.10 + ag

egy adott szdm. Mivel 10 = — 1 (mod 11), kapjuk, hogy 10’ = (—1)* (mod 11), s innen
n= Zak,im’ = Z(—l)‘ai( mod 11).
=0 i=0

Definicié. Az egész szamok egy T rendszere teljes maradékrendszer (mod m), ha
minden = € Z esetén létezik egy és csak egy T-beli a szam gy, hogy =z = a (mod m).
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Kovetkezik, hogy ha T teljes maradékrendszer (mod m), akkor T' tartalmaz egy és csak egy
elemet minden maradékosztélybdl (mod m). Igy

Tétel. Az egész szamok egy T rendszere akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
(mod m), ha T elemeinek a szdma m és ezek paronként inkongruensek (mod m). O

Teljes maradékrendszer (mod m) példaul a 0, 1,2, ..., m—1, ennek neve legkisebb nem-
negativ teljes maradékrendszer (mod m) és a kovetkezd, legkisebb abszolutértékii

teljes maradékrendszer (mod m), amely —mTfl, e, —2,—-1,0,1,2, ..., m771, ha m paratlan
és — (%5 —1),...,—2,-1,0,1,2,..., F — 1, %, ha m paros.

Gyakran hasznaljuk a kovetkez6 tulajdonsdgot:

Tétel. Ha ry,ry,...,7y, egy teljes maradékrendszer (mod m) és a,b € Z, (a,m) = 1,
akkor ary + b,are 4+ b, ..., ar,, + b is teljes maradékrendszer (mod m).

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy az ar; + b szamok paronként inkongruensek
(mod m). Valéban, ha ar; +b = ar; + b (mod m), akkor a(r; —r;) = 0 (mod m), de
(a,m) =1, igy r; —r; = 0 (mod m), azaz r; = r; (mod m), ahonnan r; =r;. O

Definicié. Az a (mod m) maradékosztély neve redukalt maradékosztaly (mod m),
ha (a,m) = 1. Ez a definicié nem fiigg a reprezentians megvélasztasatol, lasd 2.1. szakasz.
A (mod m) redukalt maradékosztalyok szamat ¢(m)-mel jeloljiik, ez az Euler-fiiggvény
(mas jelolés: p(m)).

~

Példa. e m = 12 esetén a (mod 12) redukalt maradékosztalyok: 1,5,7,11 és ezek szama
$(12) = 4.

¢(m) azoknak a szamoknak a szdma (mod m), amelyek m-hez relativ primek. A
legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszert tekintve igy ¢(m) azoknak az x szdmoknak
a szama, amelyekre 0 <z <m — 1 és (x,m) = 1.

Feladat. ¥ Mennyi ¢(6), ¢(7), ¢(24), ¢(p*), ahol p prim?

Igazolhat6, hogy ha n kanonikus alakja n = p{'p32...p%", akkor

wren(s-2) 0 2)-(-2)

Definicié. Az egész szamok egy R rendszere redukalt maradékrendszer (mod m),
ha minden x € Z,(z,m) = 1 szam esetén létezik egy és csak egy R-beli a szdm ugy,
hogy = a (mod m). Kovetkezik, hogy R akkor redukélt maradékrendszer (mod m) ha
R minden redukalt maradékosztdlybdl (mod m) tartalmaz egy és csak egy elemet. Ez a
kovetkezOképpen is megfogalmazhato:

Tétel. Az egész szamok egy R rendszere akkor és csak akkor redukalt maradékrendszer
(mod m), ha

i) R elemeinek a szama ¢(m),

ii) R elemei paronként inkongruensek (mod m),

iii) R minden eleme relativ prim m-hez. O

Tétel. Ha ri,79,...,7¢(y) redukdlt maradékrendszer (mod m) és a € Z, (a,m) = 1,
akkor ary,ars, ..., ary(,,) is redukdlt maradékrendszer (mod m).

Bizonyitas. Alkalmazzuk az eléz6 Tételt. Az ar; elemek szama ¢(m) és ezek
paronként inkongruensek (mod m). Valéban, ha ar; = ar; (mod m), akkor a-val osztva,
ahol (a, m) = 1, kapjuk, hogy r; = r; (mod m), ahonnan r; = r;. Tovabba minden ar; elem
relativ prim m-mel, hiszen (r;,m) =1 és (a,m) =1 alapjén (ar;,m)=1. O
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Tétel. (Euler kongruencia tétele) Ha a € Z és (a,m) = 1, akkor
a®™ =1 (mod m) .

Bizonyitas.  Legyen r1,79,...,7¢(y) egy redukalt maradékrendszer (mod m). Tétel
szerint akkor ary, ara, ..., arg(y) is redukalt maradékrendszer (mod m) és igy minden ar;-hez
létezik egy és csak egy r; gy, hogy ar; = r; (mod m), tovabba kiilonb6z6 ar;-khez kiilonb6z6
elemek tartoznak az eredeti redukélt maradékrendszerbdl. Kapjuk, hogy ary = s1 (mod m),
arg = sz (mod m), arym)y = Se(m) (mod m), ahol s1,82, ..., S4(m) aZ T1,72, s Tg(m) €8y
permutéciéja. Osszeszorozva ezeket a kongruencidkat:

a¢(m)r1r2...r¢(m) = 7172 T g(m) (modm),
majd egyszertsitve r173...74(,,,)-mel, amely m-hez relativ prim, kapjuk, hogy a?m) =1 (mod
m). O

Tétel. (Fermat kongruencia tétele vagy kis Fermat tétel)

a) Ha p primszam, a € Z és p{ a, akkor a?~! = 1 (mod p).

b) Ha p primszdm és a € Z, akkor a = a (mod p).

Bizonyitas. a) Azonnal kivetkezik az Euler tételbél, ahol m = p és ¢(p) = p — 1.

b) Ha p { a, azaz ha (a,p) = 1, akkor az a) pont szerint a?~' = 1 (mod p) és a-val
szorozva aP = a (mod p). Ha pla, akkor p | a?, igy p | a? — a, tehat a kongruencia ebben az
esetben is igaz. [

Példa. e Ha n € Z nem oszthaté 11-gyel, akkor n® — 1 vagy n°® + 1 oszthat6 11-gyel.
Valéban, a Fermat-tétel szerint (a = n,p = 11): n'® = 1 (mod 11), ahonnan 11|n!® — 1 =
(n® —1)(n® + 1) és mivel 11 prim, kapjuk, hogy 11|n° — 1 vagy 11|n° + 1.

A Fermat-tétel forditottja nem igaz. Ha a" = a (mod n) valamely a € Z szdmra, akkor
nem kovetkezik, hogy n primszam.

Példa e Ha a = 2 és n = 341 = 11 - 31, akkor 23! = 2 (mod 341). Valéban, 210 =
1024 = 1 (mod 11), kozvetlen szadmitdssal vagy a Fermat tétel alapjan, ahonnan 2340
(mod 11). Tovabb4, 210 = 1024 = 1 (mod 31), 234° = 1 (mod 31) és kapjuk, hogy 234°
(mod 11 - 31), tehdt 23*! = 2 (mod 341).

A 2.1. szakaszban euklideszi gytriikre bizonyitott tétel alapjan kapjuk a kovetkezd
tételt.

Tétel. Legyenek a,b € Z, m € N*, m 1 a és legyen d = (a,m).

1Tl
— =

1) Az ’a:zc = b(mod m) ‘ (1) kongruencidnak akkor és csak akkor van x € Z megoldasa,
ha d | b.
2) Ha létezik xo megoldas, akkor az 6sszes megoldas a kovetkez6 alaki:

2) x:$y+%u 0<t<d—1.

3) Ha d = 1, akkor létezik megoldds és egy megoldas van (mod m), azaz barmely két
megoldés kongruens (mod m). O

Az ax = b (mod m) (1) kongruenciét a kévetkez8képpen tudjuk megoldani. Ha (a,m) =
d | b, akkor (1)-nek van megoldasa és elébb megoldjuk az

(3)
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kongruenciat, amelynek mindig 1 megoldésa van. (1)-nek pedig d megolddsa van, amelyeket
a fenti (2) képlet szerint irhatunk fel.

Ha (3)-ban a modulus kicsi, akkor ennek megolddsat prébéalgatassal kaphatjuk meg.
Ellenkez6 esetben célszerti mas megoldasi médot keresni.

Tétel. Ha (a,m) = 1, akkor az (1) kongruencia egyetlen megoldésa = = a®(™~1p
(mod m).

Bizonyitas. Hogy egyetlen megoldas van, az kdvetkezik az elobbi Tételbol. Ha

z = a®™~1h (mod m), akkor x valsban megoldés, hiszen az Euler-tétel szerint ax = a®™b=1b
(mod m). O

Megjegyzés. Nagy m esetén e tétel alkalmazasa meglehetésen sok szamoldssal jar. Egy
mas, és talan a legjobb altalanos mddszer az euklidészi algoritmus alkalmazasa: Ha adott
az (1) kongruencia, akkor meghatérozzuk a d = (a, m) értéket és egytuttal olyan u és v egész
szdmokat, melyekre au+muv = d, lasd 2.1. szakasz. Innen u+5v =1, Gu =1 (mod %) és
b/d-vel szorozva §(bu/d) = b/d (mod ), azaz x = bu/d a (3) kongruencia egy megoldasa
és innen meghatédrozhaté (1) dsszes megoldésa.

Példak. e 1. Oldjuk meg a 13z = 5 (mod 29) kongruenciat.

Mivel (13,29) = 1, a kongruencia megoldhaté, 1 megolddsa van (mod 29), s ez z = 16
(mod 29), mely megkaphaté prébalgatéassal, de ez hosszadalmas.

Az el8bbi Tétel alkalmazasival = 13?291 .5 = 1327.5 = 1693 - 13 -5 = (6 - 29 —
5)13.13.5= —513.65= —250.5(2-29+7)= —(29-4)°.5.7= —45.35 = —46.
6= —(2%%-24 = —3%(—5) = 45 = 16 (mod 29), de latjuk, hogy ez is is hosszadalmas
szamitasokat igényel.

Masképp, az euklidészi algoritmus segitségével: 29 =2 - 13 + 3,

13=4-3+1,

3=3-1+0,

ésinnen 1 =13 —-4-3=13—-4(29—-2-13) =9-13 — 4-29. Kapjuk, hogy 13-9 =1
(mod 29), 5-tel szorozva 13-45 = 5 (mod 29), 13-16 = 5 (mod 29), tehit x = 16 (mod 29).

Sok esetben gyorsabban célba ériink, ha a kongruencidhoz hozzaadjuk a modulust vagy
annak alkalmas t6bbszorosét, illetve a kongruenciat szorozzuk vagy osztjuk egy alkalmas
szammal (osztds esetén ez legyen relativ prim a modulussal). Itt példaul 3-mal szorozva
39z = 15 (mod 29), 10z = 15 (mod 29), amit 5-tel osztva 2z = 3 (mod 29), majd 15-tel
szorozva 30x = 45 (mod 29), z = 16 (mod 29).

e 2. Oldjuk meg a 21x = 14 (mod 35) kongruencidt.

Most (21,35) = 7|14, a kongruencia tehat megoldhat6 és 7 megoldas van (mod 35).
Felirva a (3)-nak megfelel$ 3z = 2 (mod 5) kongruenciat, ennek egyediili megoldasa =z = 4
(mod 5) és innen = = 4,9, 14,19, 24,29, 34 (mod 35).

Feladat. v Oldjuk meg a kovetkez6 kongruencidkat:

a) 26z = 6 (mod 68), b) 192 = 11 (mod 24), ¢) 36z = 7 (mod 20).

Tétel. (Wilson-tétel) Ha p primszdm, akkor (p — 1)! = — 1 (mod p).

% Bizonyitas. Ellenorizhet6, hogy a tétel igaz p = 2 és p = 3 esetén. Legyen p > 3
és H=1{2,3,4,...,p — 2}. Megmutatjuk, hogy minden a € H-ra létezik egy és csak egy
a’ € H gy, hogy a’ # a és aa’ = 1 (mod p). Valéban, tekintsiik az T' = {0,1,2,...,p — 1}
legkisebb nemnegativ (mod p) teljes maradékrendszert. Tétel szerint létezik egy és csak egy
x € T ugy, hogy ar = 1 (mod p). Itt z # 0,z # 1,2 # p— 1,2 # a. Ha példdul =z = a
lenne, akkor a? = 1(mod p), ahonnan p|(a — 1)(a + 1), s mivel p prim kapjuk, hogy pla — 1
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vagy pla + 1, ami ellentmonddst jelent.
Ugyanakkor igy kiilonb6z6 a értékekhez kiilonbozé o’ értékek tartoznak és a H halmaz
elemei parba allithat6k gy, hogy minden parban az elemek szorzata 1-gyel kongruens (mod

p). Osszeszorozva ezeket a kongruencidkat: (p — 2)! = 1 (mod p) és innen (p — 1)! =
p—1)p—-2!=p—1= —1 (modp). O
Megjegyzés. Igaz a forditott allitds is: Han € N* és (n—1)! = — 1 (mod n), akkor n

primszam. Valéban, ha n nem lenne prim, akkor létezne k|n,1 < k <n. Az n|(n — 1) +1
feltételbdl k|(n — 1)1+ 1 és mivel kK < n—1, ezért k|(n—1)!, ahonnan k|1, ami ellentmondas.
*
A tovédbbiakban linedris kongruenciarendszerekkel foglalkozunk, ezek altalanos alakja a
kovetkezo :
ajx = by (mod mq)
asxr = by (mod my)

Ahhoz, hogy ennek a rendszernek legyen megoldasa sziikséges, hogy az egyes kongruen-
cidknak legyenek megoldéasaik és ezeket a megoldasokat tekintve egy
x = c¢1 (mod my)
x = ¢ (mod my)
x = ¢k (mod my)
alaku (4) kongruenciarendszert kapunk. Ilyen rendszerre vonatkozik az aldbbi tétel.
Tétel. (Kinai maradéktétel) Ha az my, ma, ..., my modulusok paronként relativ primek
és c1,ca, ..., ¢k tetszOleges egész szamok, akkor a (4) rendszernek létezik megolddsa és egy
megoldés van (mod mima...my).
Bizonyitas. Legyen m = mims...my és tekintsiik az
m
) —x =1 (mod m;
) =1 (mod m,)
kongruencidkat, 1 < i < k. Mivel (%vmz) = 1, Tétel alapjan (5)-nek létezik megoldasa,
legyen egy megoldas = = e;. fgy

m 1 (mod m;), ha j =1,
(6) —ej = .
m; 0 (mod m;), ha j # i.

Legyen most
k

m
7=1
(6) alapjan kapjuk, hogy minden i-re 9 = ¢; (mod m;), tehdt zy megolddsa a (4) rend-
szernek. Ha z{) egy mésik megoldds, akkor m;|zg — ¢; és m;|z(, — ¢;, ahonnan m;|xy — x,
minden i-re, s kapjuk, hogy mims...my = m|zg — x, azaz vo = z(, (mod m). O
Feladatok
v 1. Oldjuk meg a kovetkezé kongruenciarendszereket:
a) x = 3 (mod 5), z = 1 (mod 6), x = 2 (mod 7);
b) 5z = 3 (mod 7), 3z = 7 (mod 8).
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V 2. Hatarozzuk meg azokat a 4-jegyli szamokat, amelyek 72-vel osztva 46 maradékot,
127-tel osztva pedig 97 maradékot adnak.
3.2. Elséfoki diofantoszi egyenletek

Az els6foku kongruencidk szoros kapcsolatban vannak a kétismeretlenes els6foku (lineéris)
diofantoszi egyenletekkel, amelyek altalanos alakja

axr + by = c,
ahol az a, b, c egyiitthaték egész szamok és az x, y ismeretleneket is a Z halmazban keressiik.

A 2.1. szakaszban bizonyitott tételbél kapjuk:
Tétel. Legyenek a,b,c € Z,a # 0,b # 0.

1) Az egyenletnek akkor és csak akkor van x,y € 7Z megoldasa, ha (a,b) | c.

2) Ha létezik xq, yo megoldds, akkor végtelen sok megoldds van és az Osszes megoldds a
kovetkezo alaku:

L by .t tez
x=x9+ ——t, =y — , .
") TPy

Kérdés, hogyan hatarozhaté meg egy xg,yo megoldas? Erre mddszer az euklidészi al-
goritmus alkalmazdsa: meghatdrozzuk a d = (a,b) értéket és egyittal olyan u és v egész
szdmokat, melyekre au + mv = d. Innen c/d-vel szorozva a/ + 0% = ¢, ami azt mutatja,
hogy zo = <, y = < egy megoldds.

Egy masik megoldasi moédszert illusztral a kovetkez6 példa.

Példa. e Oldjuk meg az el6bbi 13z = 5 (mod 29) kongruenciat gy, hogy elséfoku
diofantoszi egyenletre vezetjiik vissza. A megfelel6 egyenlet 13x — 29y = 5, fejezziik ki x-et:
T = 29%’;5 = 2y + 3:"1—'55, ahol legyen 33{—;5 = z € Z. Kapjuk a 3y + 5 = 13z egyenletet,
melybdl fejezziik ki az y-t: y = % =4z -2+ Z'gl, s innen z'g—l =teZ,z+1=3t,
ujabb egyenlet, ahonnan z = 3t — 1. Visszahelyettesitve, y =12t —4 -2+t =13t — 6,z =
26t — 1243t — 1 = 29t — 13. Tehat az eredeti egyenlet megoldasa x = 29t — 13,y = 13t — 6,

ahol t € Z, a kongruencia megolddsa pedig z = — 13 = 16 (mod 29).

Megjegyzés. Ez a mdédszer minden azx + by = c diofantoszi egyenlet megoldasara
alkalmazhato, rendre az abszolutértékben kisebb egyiitthat6ju ismeretlent fejezziik ki és
belathatd, hogy ekkor véges sok 1épés utan eredményre jutunk.

Feladatok

v 1. Oldjuk meg: a) 18x+5y=2, b) 36x+15y=>51.

Vv 2. Igazoljuk, hogy az ayxy1 + asxs + ... + apxy = ¢ diofantoszi egyenletnek akkor és
csak akkor van megoldasa ha (ay,ag, ..., ag)|c.

3.3. Magasabbfokt kongruencidk

Definicié. Tekintsiik az f = ao X" + a1 X" ' + ... + ap_1 X + a, egész egyiitthatds
polinomot és az f(z) = 0 (mod m) kongruenciat, ahol m € N*. Ezt n-edfokd kongruen-
cidnak nevezziik, ha ayp #Z 0 (mod m), azaz, ha m { ap, és ennek megoldésa minden olyan
x = xg € Z szdm, melyre f(zg) = 0 (mod m) fennall.

Ha xp megoldas és x = ¢ (mod m), akkor = is megoldasa az adott kongruencidnak,
hiszen f(x) = f(xg) = 0 (mod m). Igy, ha 2o megoldas, akkor az 7y maradékosztaly (mod
m) minden eleme megoldas, tehat végtelen sok megoldas van. Ezért elegendd egy teljes
maradékrendszer, példaul a legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszer elemeit vizsgdlni.
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Példdk. e A 322 + 22 — 1 = 0 (mod 5) masodfoki kongruencidnak x = 2 és v = 4
megoldasa, igy megoldas minden x = 2 4 5k és x = 4 4 5k, k € Z szam és mas megoldas
nincs (errél behelyettesitéssel gy6z6dhetiink meg).

e A 323 + 322 +1 = 0 (mod 6) harmadfokt kongruencidnak nincs megolddsa, mert
minden x € Z-re 32 + 322 = 32%(x + 1) oszthaté 6-tal, de 61 1.

Definicié. Az f(z) = 0 (mod m) kongruencia megolddsai szamanak a paronként
inkongruens (mod m) megoldasok szdmét nevezziik. Két kongruenciat egyenértékiinek
neveziink, ha megoldashalmazaik egyenloek.

Egy kongruenciat célszerii redukalni, azaz minden egyiitthatéjat helyettesiteni a vele
kongruens (mod m) legkisebb nemnegativ, illetve legkisebb abszolitértékii szammal.

Példa. e Redukélva az x* + 1223 4 722 — 8242 = 0 (mod 6) kogruenciat kapjuk a vele
egyenértékii x* 4+ 22 — 22 +2 = 0 (mod 6) kongruenciat.

Ha a modulus kis szam, akkor egy kongruencia megolddsait megkaphatjuk prébélgatas-
sal.

Tétel. Minden n-edfoki p primmodulusi kongruencia egyenértékii egy legfeljebb (p—1)-
edfoku kongruenciaval.

Bizonyitas. Legyen f(x) =0 (mod p) egy n-edfoki p primmodulusi kongruencia. Ha
az f polinomot elosztjuk a g = 2P — x polinommal, akkor f = (2P — x)q(x) + r(z), ahol az
r maradék egy, legfeljebb (p — 1)-edfoki polinom. Megmutatjuk, hogy az f(x) = 0 (mod p)
kongruencia egyenértékii az r(x) = 0 (mod p) kongruencidval. Valéban, a kis Fermat-tétel
szerint 2P — 2 = 0 (mod p) minden z € Z-re, igy f(z) = r(z) (modp). O

Megjegyzések. 1. Megtorténhet, hogy r egy k-adfokd (kK < p — 1) polinom és az
r(z) = 0 (mod p) kongruencia k-nél alacsonyabb foki, ha r-ben a legmagasabbfoki tagok
egylitthatéi p tobbszorosei.

2. Ha p t ap, akkor x = 0 (mod p) nem megoldés és 2P~ ! — 1-gyel osztva az adott
kongruencia egy, legfeljebb (p — 2)-edfokii kongruencidra redukalhato.

Példa. e Oldjuk meg a 3z'* + 42'3 + 427 + 323 + 422 4+ 22 = 0 (mod 5) kongruenciat.

A Fermat-tétel szerint 2° = x (mod 5), innen z” = 2 (mod 5), ' = 2?2 (mod 5),
213 = 2% = 2 (mod 5), 2'* = 22 (mod 5) és kapjuk, hogy 3% + 4z +4x3 + 323 + 422 + 20 =0
(mod 5), 723 + 722 + 62 = 0 (mod 5), 223 + 222 + 2 = 0 (mod 5), amelynek megold4sai
x =0,1,3 (mod 5).

Tétel. (Lagrange) Az f(z) = 0 (mod p) n-edfokid (n > 1), p primmodulusi kongruen-
cianak legfeljebb n megoldasa van.

Bizonyitas. n szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor az apz + a; = 0 (mod
p), (ag,p) = 1 els6foku kongruencidnak egy megoldasa, korabbi Tétel szerint. Tegyiik fel,
hogy az allitas igaz minden legfeljebb (n — 1)-edfokd kongruencidra és nem igaz minden n-
edfoku kongruencidra, azaz létezik olyan f(z) = 0 (mod p) n-edfoku kongruencia, amelynek
legaldbb (n + 1) (mod p) inkongruens megoldasa van: x1, xg, ..., T, Tpt1.

Az f polinomot (x —x1)-gyel osztva f = (x —x1)g(x) + ¢, ahol g (n — 1)-edfoki polinom
és c= f(x1) =0 (modp), igy f(z) = (x—z1)g9(z) (mod p). Minden i € {2,3,...,n,n+1}-re
f(zi) = (x; — z1)g9(z;) = 0 (mod p), de x; # x1 (mod p), ahonnan g(z;) = 0 (mod p).
Kapjuk, hogy x9,x3, ..., T, Tnt1 megolddsai a legfeljebb (n — 1)-edfokd g(x) = 0 (mod p)
kongruencianak, ami ellentmond az indukcios feltevésnek és ezzel a bizonyitds kész. [

Megjegyzés. Osszetett modulus esetén a fenti Lagrange-tétel allitdsa nem igaz, példdul
az 3 + 52 = 0 (mod 6) kogruencia megoldésai z = 0,1,2,3,4,5 (mod 6) és ezek szdma
nagyobb mint 3.
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Tétel. Ha az f(r) = apz™ +a1x™ ' + ... + ap_17 + a, = 0 (mod p) p primmodulusi
kongruencianak (n + 1) inkongruens megolddsa van (mod p), akkor p | a; minden i €
{0,1,...,n}-re.

Bizonyitas. Kovetkezik az elébbi tételbsl. Ha létezne a; # 0 (mod p), 0 <i<mn—1,
akkor az adott kongruencia legalabb els6foku és legfeljebb n-edfoku lenne és kovetkezne,
hogy legfeljebb n megolddsa van, ami ellentmondéds. Ha a; = 0 (mod p), 0 < i < n — 1,
akkor kovetkezik, hogy a, = 0 (mod p). O

Példa. e Haaz f(z) = 2P ' —1—(z —1)(z —2)...(z —p+1) = 0 (mod p) p > 3
primmodulusi kongruenciat tekintjiik, akkor ez legfeljebb (p — 2)-edfoki, hiszen az xP~! és
—aP~! tagok 6sszege nulla. Tovabbé a Fermat-tétel alkalmazésaval f(1) = f(2) = ... = f(p—
1) = 0(mod p), tehat van p— 1 inkongruens megoldds (mod p), és az el6bbi Tételbdl kapjuk,
hogy minden egyiitthaté oszthaté p-vel, azaz

Si=1+2+..+(p—1) =0 (mod p),

So=1-24+1-3+...4+(p—1)p =0 (mod p),

Sp_gzw—i-w—k...—i—% = 0 (mod p),

Sp-1=1-2-3...(p—1)+1=0 (mod p).

Az utolsé kongruencia éppen a Wilson-tétel.

% Tovabb4, a Viéte-képletek szerint g(z) = (z —1)(x—2)...(x —p+1) = 2P~ - SyaP~2 +
SoxP™3 — ... — S, _sx+(p—1)!, ahonnan = = p-re: g(p) = (p—1)! = pP~1 — S1pP~2 4 SopP—3 —
.. — Sp_op + (p — 1)!. Kovetkezik, hogy pP~1 — Si1pP=2 + SopP~3 — ... — S,_op = 0, ahol, ha
p > 5, akkor az utolsé tag kivételével minden tag oszthaté p3-nal, de igy ez az utolsé tagra
is igaz.

Ezzel igazoltuk a kovetkezo eredményt:

Tétel. (Wolstenholme) Ha p > 5 primszdm, akkor

1 1
Sp—2=(p—-I(1+ B + ..+ 71) = 0 (mod pz). O %

3.4. Masodfoku kongruenciak, négyzetes maradékok

Most a masodfoku kongruencidkat vizsgaljuk.

A maésodfoki kongruencidk altaldnos alakja ax? + bz + ¢ = 0 (mod m), ahol m { a.
Ezek visszavezetheték 22 = d (mod n) alaki kongruencidkra és igy elegend ez utébbiakkal
foglalkoznunk. Valéban, 4a-val szorozva: 4a’z® + 4abx + 4ac = 0 (mod 4am), (2ax +
b)?2 = b? — dac (mod 4am), s a 2ax + b = y,b> — dac = d,4am = n jelolésekkel az y* = d
(modn) kongruencidhoz jutunk.

Vizsgaljuk el6szor az 22 = — 1 (mod p) kongruencidt, ahol p prim.

Tétel. Az 2?2 = —1 (mod p) kongruencidnak, ahol p prim, akkor és csak akkor létezik
x € Z megoldasa, ha p = 2 vagy ha p = 1 (mod 4).

Bizonyitas. Ha p = 2, akkor valaszthaté z = 1 és 1 = — 1(mod 2). Legyen p = 1

(mod 4), azaz p = 4k + 1 alaku, ahol k € N. Lattuk a 2.2. szakaszban, hogy akkor z = (2k)!
megoldas.

Most legyen p = 3 (mod 4), azaz p = 4k + 3 alakd, ahol k € N és tegyiik fel, hogy
létezik € Z tgy, hogy 22 = — 1 (mod p). Mindkét oldalt % = 2k + 1 hatvdnyra emelve:
2P~ = — 1 (mod p). Itt p { o, hiszen ellenkez6 esetben kovetkezne, hogy p| — 1, ami
ellentmondds. A Fermat-tétel szerint igy 2P~! = 1 (mod p) és kovetkezik, hogy —1 = 1
(mod p), azaz p|2, ami ellentmondas. O
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Definicié. Azt mondjuk, hogy az a szdm négyzetes (kvadratikus) maradék (mod
m) ha az 22 = a (mod m) kongruencidnak van megolddsa és négyzetes (kvadratikus)

nemmaradék (mod m) ha ennek a kongruencidnak nincs megoldasa.

Példa. e a = —1 négyzetes maradék (mod p), p prim, ha p =2 vagy p = 1 (mod 4) és
négyzetes nemmaradék (mod p), ha p = 3 (mod 4).

Ha a négyzetes maradék (mod p), p > 2 pim és (a,p) = 1, akkor az 22 = a (mod p)
kongruencidnak 2 megoldasa van. Val6ban, definicié alapjan van egy zo megoldas, de akkor
—x0 is megoldds és ezek kiilonbozéek, mert 9 = — xp (mod p) akkor és csak akkor, ha
2z9 = (mod p), ami lehetetlen, mert (p,2) = (a,p) = 1. Ugyanakkor a Lagrange-tétel

szerint legfeljebb 2 megoldas van.

Az 22 = —1 (mod p), p = 1 (mod 4) kongruencia megolddsai z = =+ (Z2)! (mod p),

ldsd az elobbi Tétel bizonyitasat.
Megjegyezziik, hogy p = 2 esetén az x
z =1 (mod 2).
Tétel. Ha p > 2 primszam, akkor minden (mod p) redukélt maradékrendszer %
szamu (mod p) négyzetes maradékot tartalmaz, amelyek kongruensek az

2 =1 (mod 2) kongruencidnak egy megoldésa van:

~1
12228 ()

szamokkal, és % (mod p) négyzetes nemmaradékot tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen (a,p) = 1. Az a akkor és csak akkor négyzetes maradék (mod
p), ha kongruens egy redukdlt maradékrendszer (mod p) valamely elemének a négyzetével.
Valasszuk a legkisebb abszolutértékii redukalt maradékrendszert: —%, e, —2,—1,1,2,

. %, igy a kongruens az 12,22,32, ..., (%)2 szamok valamelyikével. Ezek inkongruensek
(mod p), mert ha 22 = y? (mod p), ahol 1 <y < z < %, akkor plz? — 9% = (z —y)(z +y),
tehdt plx — y vagy p|r + y, ami lehetetlen, mert 1 <z —y,z+y <p—1. O

Tétel. (Euler-lemma) Ha p > 2 primszam és (a,p) = 1, akkor

p—1 {1 (mod p), ha a négyzetes maradék (mod p),

—1 (mod p), ha a négyzetes nemmaradék (mod p).

Bizonyitds. Ha a négyzetes maradék, akkor a = y? (mod p) valamely y-ra, ahol
(y,p) = 1. Itt (p — 1)/2-hatvanyra emelve a?~1/2 = yP~1 = 1 (mod p), hasznélva a
Fermat-tételt. A négyzetes maradékok, ezek szama (p — 1)/2, tehat mind megoldésai az
x(P=1/2 = 1 kongruencidnak és mas megolddsok nem lehetnek, mert a Lagrange-tétel szerint
a megolddsok szdma legfeljebb (p —1)/2.

Ha a négyzetes nemmaradék, akkor az el8bbiek szerint a?~1)/2 # 1 (mod p). Ugyanakkor
a Fermat-tétel szerint a?~! = 1 (mod p), ahonnan p|a?~1/2 —1 vagy p|a®=1/241 és kapjuk,
hogy a?~1/2 = —1 (mod p). O

Példa. e Vizsgaljuk meg, hogy a = 13 négyzetes maradék-e (mod 17).

1375 = 138 = (—4)% = (4*)* = 16* = (—1)* = 1 (mod 17), igy kapjuk, hogy 13
négyzetes maradék (mod 17), tehdt az 22 = 13 (mod 17) kongruencia megoldhaté és két
megolddsa z = 8 (mod 17), z = —8 = 9 (mod 17), ami ellenérzéssel kaphaté meg.
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Definicié. Ha p > 2 primszam és (a,p) = 1, akkor az (%) Legendre-szimbdlumot
(olvasd ,a per p” Legendre-szimbd6lum) a kovetkezéképpen definidljuk:

<a> B {1, ha a négyzetes maradék (mod p),
p

—1, ha a négyzetes nemmaradék (mod p).

Tétel. (A Legendre-szimbdélum tulajdonsidgai) Ha p > 2 primszam és (a,p) = (b,p) =
1, akkor

1) (4) = a"7 (modp); (%

(—1) _( 1)%—1 ~J 1, hap =4k +1 alak,
B " ] -1, ha p =4k — 1 alaki.

Bizonyitas. 1) és 2) az Euler-lemma és a definicié azonnali kovetkezménye.

3) Az 1) alkalmazdsaval (%’) = (ab)p%1 = a7 b'T = (%)(%) (mod p), azaz p|(%’) —
(£)(2) € {~2,0,2}, és mivel p > 2 kapjuk, hogy (%) — (£)(2) = 0.

4) Kovetkezik 1)-b6l és a jelen szakasz elsé Tételébol is. [

Megjegyzés. A fenti 3) tulajdonsig szerint egy p > 2 primre vonatkozé két négyzetes
maradék (két négyzetes nemmaradék) szorzata négyzetes maradék, egy négyzetes mara-

dék és egy négyzetes nemmaradék szorzata pedig négyzetes nemmaradék. [J

Példa. e Hatdrozzuk meg a négyzetes maradékokat (mod 17).

Fzek szama Lgl = 8. Biztosan ilyenek az 1,4,9, 16 teljes négyzetek és ezek szorzatai:

4-9=36=2(mod 17),4-2 =8 (mod 17), 2-16 = 32 = 15 (mod 17), 2-15 = 30 = 13
(mod 17), s ez mér 8 érték, a négyzetes maradékok (mod 17) tehat 1,2,4,8,9,13,15,16, a
négyzetes nemmaradékok (mod 17) pedig 3,5,6,7,10,11, 12, 14.

Megjegyzés. Az el6z6 Tétel 3) pontja dltaldnositasaként kovetkezik, hogy

p p)\p p)’
ahol aq,ao, ..., ap relativ primek p-vel. fgy, ha a = £p{*p5? .- por, akkor (%) kiszamitasa
visszavezetheto (%) és (%) kiszamitdsara. Ez utébbit megadja az el6bbi Tétel 4) pontja,
nézziik most a (£) kiszdmitdsi lehetdségeit, ahol p és ¢ kiilonboz6 primek. Erre vonatkozik

a nevezetes négyzetes (kvadratikus) reciprocitési tétel.

Tétel. (A négyzetes reciprocitds tétele) Ha p,q > 3 kiilonboz6 primszamok, akkor

(£) ()=

(p) (%) , ha p vagy ¢ 4k + 1 alakd,
= _<%)7 ha p és q 4k — 1 alaka. O

azaz

q

Példak. e 1. Hatarozzuk meg a (%) Legendre-szimbo6lum értékét, ahol 3719 prim-
szam.
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990 = 2-3%-5- 11 és kapjuk, hogy (23979109) = (325)(555) (520) (5k5). Tt (525) = 1,
mert 3719 = — 1 (mod 8), ldsd Tétel, (525) = 1, tovabbd alkalmazva a reciprocitési tételt
(37519) (37519) (74355+4) - (3) - 1 ahol 5 =1 (mOd 4) (3%9) = _(339) - (111)
—1, ahol 11 = — 1 (mod 4), 3719 = — 1 (mod 4). Igy (%) = —1, azaz 990 négyzetes
nemmaradék (mod 3719).

% e 2. Hatdrozzuk meg a (3) és (_73) Legendre-szimbdélumok értékét, ahol p > 3
primszém.

A kvadratikus reciprocités tétele szerint (%) = (£),hap =1 (mod 4) és (%) =—(5
(

p= —1 (mod 4). A kovetkezd eseteket tekintjiik: I. p = 1 (mod 12), ekkor (%)

(3) = 1; I. p = 5 (mod 12), ekkor (%) = (8) =(3) = —1; IIL. p = 7 (mod 12), most
(%) —(8) = —(3) = —1; végiil IV. p = 11 (mod 12), ekkor (5) =-8)=-(3)=
Azt kapjuk, hogy (%) =1lhap= £1 (mod 12) és (%) =—lhap= +5 (mod 12).
Tovabbé (_73) = (_?1)(%) és a Lagrange-szimbdlum tulajdonsagai alapjan (_?3) =1 ha

p=1,-5(mod 12) é (3) = —lhap = — 1,5 (mod 12). %
5. A rend és a primitiv gydk fogalma

Sziikségiink van a kovetkez6 fogalmakra és tulajdonsagokra.

Definicié. Legyen m € N* a € Z, (a,m) = 1. Az a rendje (mod m) az a legkisebb
k € N* szam, amelyre a* = 1 (mod m), jelolés k = o,,(a) = o(a), ha m rogzitett. Azt is
mondjuk, hogy a a k = o(a) kitevéhoz tartozik (mod m). Euler tétele szerint ha (a,m) = 1,
akkor a®™ = 1 (mod m), igy minden a-nak létezik rendje és oy, (a) < ¢(m).

Megjegyezziik még, hogy ha a = b (mod m), akkor o,,,(a) = 0,,(b). Ha (a, m) > 1, akkor
nincs olyan k € N*, melyre a* = 1 (mod m), ekkor nem definidljuk a rend fogalmét.

Megjegyzés. Tekintsiik a (mod m) redukélt maradékosztalyok R, = U(Z,,) multi-
plikativ csoportjat, amelynek rendje (a csoport elemeinek a szdma) éppen ¢(m) az Euler-
fiiggvény. Ha (x,m) = 1, akkor az & € R,, redukalt maradékosztaly rendje - gy, ahogy a
csoportok esetén definidltuk - egyenld az x € Z szam rendjével a fenti definicié szerint.

Tétel. (A rend tulajdonsdgai) Ha (a,m) = (b,m) =1 és n,s,t € N*, akkor

1) a™ = 1 (mod m) akkor és csak akkor ha o(a)|n,

2) o(a)|¢(m),

3) a® = a' (mod m) akkor és csak akkor ha s = ¢ (mod o(a)),
* 4) ) - O(((l )n)7
5) o(ab) < [o(a), o(b)] és ha (o(a),o(b)) = 1, akkor o(ab) = o(a)o(b). %

Bizonyitds. 1) Ha a™ =1 (mod m) és n = o(a)g + r,0 < r < o(a), akkor a" =
(a®(®))q" = a" (mod m), igy a” = 1 (mod m) és a definicié alapjan kivetkezik, hogy r = 0,
azaz o(a)|n. Forditva, ha o(a)|n, akkor a” = (a®®)"/°(@) = 1 (mod m).

2) Kovetkezik az Euler tételbdl és az 1) tulajdonsagbdl.

3) Feltehetd, hogy s > t, ekkor a® = a (mod m) & a* ! =1 (mod m) < o(a)|s —t &
s =t (mod o(a)), felhasznélva (1)-et.

% 4) Legyen o(a) = k és o(a™) = [, tovabba (k,n) = d, igy k = dki,n = dnq, (k1,n1) =1
és (a™)k1 = admkr = (gF)ym =1 (mod m), ahonnan 1) alkalmazasdval l|k;.

Misrészt, (a™)! = a™ = 1 (mod m), s innen szintén 1) alapjan k|nl, dki|dnil, ki|nil,
s mivel (ki,n1) = 1 kovetkezik, hogy ki|l. Az elébbiek szerint | = ky = s = (k]fn), amit
bizonyitani kellett.

/—\
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5) Legyen o(a) = k és o(b) = j, akkor

. j . [kyg]
(ab)[kvj] — (ak)[kT(bj) kj = ]_ (mod m),

ahol a kitevék egész szamok és kapjuk, hogy o(ab) < [k, j], pontosabban o(ab)|[k,j] =
[o(a), o(b)].

Most tegyiik fel, hogy (k,j) = Akkor (ab)®) = 1 (mod m), s hatvanyozva:
(ab)ko(ab) ( )o(ab)bko(ab) — bko (ab) E (mod m) és (ab)]o(ab) _ a]o (ab) (bj)o(ab al® (ab) — =1
(mod m). Igy o(b) = jlko(ab),o(a) = k|jo(ab),jlo(ab), k|o(ab), mert (k,j) = 1 és innen
[, ] = kjlo(ab).

A fentiek szerint o(ab) = kj. % O

Tétel. Ha p primszam, akkor minden olyan k € N* szam esetén, amelyre k | p — 1
létezik olyan a szam, melyre o,(a) = k és az ilyen a szamok szama (mod p) egyenld ¢(k)-val.

* Bizonyitas. Tekintsiik az 1,2, ...,p — 1 redukélt maradékrendszert (mod p), jeldlje
ezt R, s legyen f(d) azoknak az a € R elemeknek a szama, melyekre o,(a) = d, ahol d|¢(p) =
p—1. Az R minden elemének van rendje és a rend osztéja p— 1-nek, igy Zd|p_1 f(d) =p—1.
Hasznalva, hogy > g,_1 ¢(d) =p—11gy >_y,_1(¢(d) — f(d)) = 0. Azt fogjuk megmutatni,
hogy f(d) < ¢(d), azaz ¢(d) — f(d) > 0 minden d|p — 1 esetén. Ebbol kovetkezni fog, hogy
o(d) — f(d) =0, f(d) = ¢(d) minden d|p — 1 esetén.

Tegyiik fel, hogy f(d) > 1, tehat hogy létezik ag € R,0p(ag) = d. Ekkor ad = 1 (mod
p), azaz ag megoldésa az

1.
1

(1) 2% =1 (mod p)

kongruencidnak. Akkor 1, ag,ag, ... ag ! mind megoldésai az (1) kongruencidnak és paronként

inkongruensek (mod p), lasd az el6z6 Tételt. Igy ezek adjdk (1) osszes megoldasait, mert a
Lagrange-tétel szerint a megoldasok szama legfeljebb d.

Most legyen egy tetszbleges a € R, amelyre o,(a) = d. Akkor a megoldédsa (1)-nek,
tehat létezik 7,0 < j < d — 1 1gy, hogy a = a{) (mod p). Az el6z6 Tétel. /4) szerint
d = op(a) = op(a%) = ﬁ, ahonnan (j,d) = 1, tehédt j éppen ¢(d) értéket vesz fel és igy
f(d) = ¢(d).

Ezzel igazoltuk, hogy ha f(d) > 1, akkor f(d) = ¢(d). Ha f(d) = 0, akkor nyilvan
f(d) < ¢(d) és kapjuk, hogy f(d) < ¢(d) igaz p— 1 minden d osztéjara és ezzel a bizonyitas
teljes. [

Definicié. Legyen (a,m) = 1. Azt mondjuk, hogy a primitiv gydk (mod m) ha
om(a) = ¢(m).

Az el6z6 Tételbél a k = p — 1 valasztassal azonnal kovetkezik:

Tétel. Ha p primszam, akkor létezik primitiv gyok (mod p) és a primitiv gyokok
szama (mod p) éppen ¢(p — 1).

Példa. e Hatérozzuk meg a primitiv gyokoket (mod 17).

Ezek szdma ¢(17 — 1) = ¢(16) = ¢(21) = 2*(1 — J) = 8. Vegyiik sorra az 1,2,3,...,16
szamokat és vizsgdljuk ezek rendjét (mod 17). A rend 16-nak osztdja, tehdt 1,2,4,8,16
lehet. A jelen szakasz masodik Tétele szerint ¢(1) = 1 olyan szdm van, amelynek a rendje
1és ez az a = 1; ¢(2) = 1 olyan szdm van, amelynek a rendje 2 és ez az a = 16, mert
162 = (—=1)2 = 1 (mod 17); ¢(4) = 2 olyan szdm van, amelyek rendje 4 és ezek az a = 4
és a = 13, meghatarozasuk torténhet a kovetkezdképpen: olyan a-kat keresiink, amelyekre
a* =1 (mod 17), azaz 17|a* — 1 = (a® — 1)(a® + 1) és a? # 1 (mod 17), azaz 17 fa® — 1,
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ahonnan 17|a? + 1. Biztosan j6 a = 4 és a = —4, ahol —4 = 13 (mod 17) és tobb nincs.
Hasonléképpen ¢(8) = 4 olyan szam van, amelyek rendje 8 és ezek a = 2,15,8,9. A tobbi
szam rendje 16, ezek lesznek a primitiv gyokok (mod 17): a = 3,5,6,7,10,11,12, 14.

Vajon minden m-re létezik primitiv gyok (mod m)? Erre valasz a kovetkezd tétel,
amelyet bizonyitas nélkiil adunk meg.

Tétel. Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok (mod m), ha m = 1,m = 2,m =
4, m = p® vagy m = 2p® alakd, ahol p > 3 primszam és a € N. [J

Innen azonnal kapjuk a jelen szakasz els6 Tétele /3 alapjan:

Tétel. Ha (g,m) = 1 és g primitiv gydk (mod m), akkor g, g2, ¢°, ..., g?"™) egy redukalt
maradékrendszer (mod m).

Definicié. Ha (a,m) = 1 és ha ¢ primitiv gyok (mod m), akkor azt a j € {1,2,...,¢(m)}
kitevét, amelyre ¢/ = a (mod m) az a szdm g alapti indexének nevezziik (mod m), jelélés
j =indga (mod m) = indg a. Az el6z6 Tétel. szerint minden m-hez relativ prim szdmnak
létezik indexe és
indga —

g a (mod m).

Tétel. (Az index tulajdonsagai) Ha (a,m) = (b,m) = 1,k > 1 és g egy primitiv gyok
(mod m), akkor

1) indg ab = indga + ind, b (mod ¢(m)),

2) ind, a¥ = kind, a (mod ¢(m)),

* 3)
__om)
(indg a, ¢(m))

Bizonyitds. 1) A definicié alapjan g™ = ab (mod m). Ugyanakkor g
(mod m), ¢g™s® = b (mod m), s ezeket Gsszeszorozva g"ds “Hindsb = g (mod m). Kapjuk,
hogy g'ids ab = gindgatindgb (1164 m), ahonnan ind, ab = ind, a + indy b (mod ¢(m)), ldsd
a szakasz els¢ Tétele /3).

% 3) Alkalmazzuk a szakasz elsé Tétele /4) pontjat az a = g,n = indg a valasztéssal,

ahol 0,,(g) = ¢(m). Kapjuk, hogy 0,,,(¢""% %) = 0,,(a) = (mdfg% * O
Az indexre vonatkozo fenti szabdlyok emlékeztetnek a logaritmussal valé szdmolds sz-
abdlyaira, ezért az indexet diszkrét logaritmusnak is szokds nevezni.

om(a) = *

indga =

Példa. e Készitsiink indextédblazatot (mod 17) ha g = 3, amely a legkisebb pozitiv
primitiv gyok (mod 17).
Sorra kiszamitjuk 3,32 33, ..., 3'0-nak 17-tel valé osztédsi maradékait: 3 = 3 (mod 17),
32 =9 (mod 17), 33 = 27 = 10 (mod 17), 3* = 3-3% =3 .10 = 30 = 13 (mod 17),
3 =3-3"=3-13 =39 =5 (mod 17),... és az eredményeket a kovetkezd tablazatba
foglaljuk:
Index [LR2[3 |4 5]6 |7 |8 ]9 [10[11[12[13 |14 1516
Szém 30[10 135 [15[11 16 [14|8 |7 [4 [12|2 |6 |1

Példaul ind3 9 = 2,ind3 11 = 7.
Célszeru a tablazatot a értékei szerint is atrendezni:

Szém |1 [2 3|4 |6 |7 [8 91011 12[13 |14 1516
Index [16[14 1125 [15[11102(3 |7 13[4 [9 |6 |8
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Példaul ind3 11 = 7,ind3 14 = 9. Hasonlé indextdblazatok készitheték mas modulus és
mas g értékekkel is.

3.6. Binom kongruenciak

Definicié. Binom (kéttagii) kongruencidknak nevezziik az az® = b (mod m) alakt
kongruenciakat.

Ezek visszavezethetdk
(%) 2% = ¢ (mod m)

alaki kongruencidkra, igy elegendd ez utébbiakkal foglalkoznunk. Valéban, legyen (a, m) =
d,a = day,m = dmy, (a1, m1) = 1, igy annak sziikséges feltétele, hogy legyen megoldas
az, hogy d|b,b = dby, és ekkor dayz* = dby (mod dmy), a1z® = by (mod mq), amelyet

aiﬁ(mﬂ—l k = a(f(ml)_lbl (

-nel szorozva és hasznilva az Euler tételt z mod my), amely (*)

alaki kongruencia.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk amikor m = p primszam. A c¢ helyett a-t irva nézzik

tehat az

mk

a (mod p)

alaku kongruenciakat.
Tétel. Legyen p primszam, (a,p) = 1 és d = (k,p — 1). Akkor az z¥ = a (mod p)

kongruencianak
a) van megoldédsa és a megolddsok szama d, ha ofT =1 (mod p) < d|indy a,
b) nincs megoldésa, ha a"T # 1 (mod p) & d find, a,

ahol g tetsz6leges primitiv gyok (mod p).

kindgz —

indg ( indg a

Bizonyitas. A megoldast keressiik z = ¢ mod p) alakban. fgy g
(mod p) és a 3.5. szakasz els6 Tétel /3) szerint ez egyenértékii a kovetkezével:

g

kindz = inda (mod p — 1).
g g

Ez ind, 2-ben egy elséfoki kongruencia és a megoldhatdsag feltétele az, hogy

d=(k,p—1)|inda,
g

és ekkor indy z-re d megoldas van, ami z-re is d inkongruens megoldést ad (mod p).

% Most igazoljuk, hogy a d|ind, a feltétel egyenértéki az T =1 (mod p) feltétellel:

. 3 p_l p_l
d=(k.p—1)|ind k,p—1)|(inda,p — 1
(kip = Dlinda & (k,p = Dilinda,p = 1) & B[ 05 s
-1 -1 -
& opla)| gl gy =P @ a7 =1 (modp)

hasznélva az index tulajdonségait és a 20.3. szakasz elsé Tétel 1) pontjit. % O

Példa. Oldjuk meg az 2! = 6 (mod 17) binom kongruenciat a (mod 17) indextablaza-
tokat hasznalva.
Az el6z6 Tétel bizonyitdsi mddszere szerint mindkét oldalt a g = 3 primitiv gyok

hatvanyaként felirva:
311iﬂd3$ = 3ind36 (mod 17)7
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ahonnan 11indsz = ind36 (mod 16). A tabldzat szerint ind36 = 15, igy 1lindsx = 15
(mod 16). Itt (11,16) = 1, tehat ennek az inds z-ben linearis kongruencidanak 1 megoldésa
van: —bindgz = 15 (mod 16), s —5-tel osztva indgz = — 3 = 13 (mod 16). A tablazatbol
kapjuk, hogy = = 12 (mod 17). O

Igazolhat6 a kovetkezo tétel.

Tétel. Ha p > 2 primszdm, k € N*,p { k,(a,p) = 1 és i € N*, akkor az 2" = a
(mod p?) primhatvanymodulusi kongruencidnak akkor és csak akkor van megolddsa, ha az
2¥ = a (mod p) primmodulusi kongruencidnak van megoldésa és ekkor a megolddsok szama
d=(k,p—1). O

Feladat. ¥ A (mod 17) indextablazatokat hasznalva oldjuk meg az aldbbi kongruen-
cidkat:

a) 7r'% =12 (mod 17), b) 2? =4 (mod 17), c¢) 9z = 14 (mod 17), d) 5% = 12 (mod
17), e)5-6% =7 (mod 17).

3.7. Szamelméleti fiiggvények

Definicié. Szamelméleti fiiggvénynek neveziink minden f : N* — C fliggvényt, ahol
C a komplex szamok halmaza, a szamelméleti fiiggvények halmazat F-fel jeloljiik.

Ez az definicié megegyezik a komplex szamsorozatok definiciéjaval. ElsGsorban azok a
fliggvények érdekelnek benniinket, amelyek valamely szamelméleti fogalomhoz kapcsoléd-
nak.

Ilyen szamelméleti fiiggvények példdul a 7 és ¢, ahol 7(n) = Zd|n 1 az n szdm pozitiv
osztoinak a szama, ¢ az Kuler-fiiggvény, lasd 3.1. szakasz. Ilyen a o filiggvény is, ahol
o(n) = X_q, d az n pozitiv osztéinak az Osszege.

Definicié. Legyen f € F egy szamelméleti fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

i) f multiplikativ, ha minden m,n € N* (m,n) =1 esetén f(mn) = f(m)f(n),

ii) f teljesen multiplikativ ha minden m,n € N* szamparra f(mn) = f(m)f(n).

Ha f teljesen multiplikativ, akkor f multiplikativ és forditva nem.

Tétel. Ha f € F nem azonosan nulla multiplikativ fiiggvény, akkor f(1) = 1.

Bizonyitas. Létezik olyan ny € N, amelyre f(ng) # 0 és igy a multiplikativités
alapjan f(no) = f(1-no) = f(1)f(no), ahonnan f(1) =1. 0

Legyen a tovdbbiakban n > 1 kanonikus alakja

_ al,.ao Qa
n=py Py ...prr.

Tétel. Ha f multiplikativ fliggvény, akkor f értékeit elegendd a primhatvanyokra
ismerni:

f(n) = fp1") f®5*)-- f(pyr).

Bizonyitas. Valéban, a multiplikativitas alapjan
fn) = fT)f(057pym) = I fFP5*) f(P5°.ppm) = oo = f(p7") f(05?).. f(pr7).O

Tétel. Ha f teljesen multiplikativ fiiggvény, akkor f értékeit elegendd a primszamokra
ismerni:

f(n) = f(p1)™ f(p2)*...f(pr)".

Bizonyitas. Ha p® primhatvany, akkor f(p®) = f(p)f(p®> ") = (f(p))*f(p*2) = ... =
(f(p))* és alkalmazzuk az el6z8é Tételt. O



Szamelmélet (2006) 42

Definicié. Ha f € F, akkor a
=> f(d), neN'
din

képlettel definidlt ¢ fiiggvényt, ahol az Osszegzés n pozitiv d osztdira vonatkozik, az f
Osszegzési fiiggvényének nevezziik.

Tétel. Ha f multiplikativ fiiggvény, akkor f Osszegzési fliggvénye is multiplikativ.

Fz az allitas kovetkezik az alabbi dltaldnosabb tételbdl.

Tétel. Ha f és g multiplikativ fliggvények és

Zf g(n/d), neN¥

din

akkor A is multiplikativ.

Bizonyitas. Legyen m,n € N*, (m,n) = 1, akkor az mn minden d osztdja felirhato
egyértelmiien d = dids alakban, ahol dy|m, dz|n. Igy

=Y fld)g(n/d) =YY" f(didz)g(mn/didp).

dlmn di|m dz|n

Itt (di,d2) =1 és (m/dy,n/dy) = 1, és haszndlva, hogy f és g multiplikativ kapjuk, hogy

=Y > f(d)f(d2)g(m/d)g(n/ds)

dilm da|n
= 3" f(di)g(m/d) 3" f(dz)g(n/ds) = h(m)h(n).0
dilm da|n

Ha ebben a Tételben g(n) = 1,n € N*, akkor h az f Osszegzési fiiggvénye és az ezt
megel6z6 Tételt kapjuk.

Ha s € R adott szdm, akkor legyen o4(n) = >_,,d° az n pozitiv osztéinak s-edik
hatvanyosszege. Ha s = 1, akkor o1(n) = o(n) = de d az n osztoéinak Osszege, ha pedig
s =0, akkor og(n) = 7(n) az n osztéinak szama.

Tétel. A o,0,7 fliggvények multiplikativak és

s(a1+1) 1 ps(arJrl) 1
r

Py
= 0
O'S(n> pf_]. pf._l 9 S# )
ai+1 -1 ar+1 -1
o(n) =2 L ,
p1— 1 Pr — 1

T(n) = (a1 +1)...(ar + 1).

Bizonyitas. Az f(n) = n® fiiggvény multiplikativ (sét teljesen multiplikativ) és igy en-
nek osszegzési fiiggvénye, a o, is multiplikativ Tétel szerint. Elegend6 os(p®) meghatérozésa,
ahol p® egy primhatvany. Azt kapjuk, hogy

ps(a+1) -1

as(p“):1+p5+p25+...+p“5:p57_1, s # 0,
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a mértani sorozat osszegzési képlete szerint. Ha s = 0, akkor oo(p®) = 7(p?) =a+1. O
A 0,4, 0,71 fiiggvények nem teljesen multiplikativak, példaul 7(4) =3 #2-2 = 7(2)7(2).
Definicié. Az n € N* szamot t6kéletes szamnak nevezziik ha n egyenl6 az 6nmaganal

kisebb pozitiv osztéinak osszegével, azaz ha o(n) = 2n.

Példaul n = 6 és n = 28 tokéletes szamok, mert 6 =1+2+3és28=1+2+4+4+7+ 14,
illetve 0(6) =1+24+346=2-6=126s0(28) =14+24+4+7+14+28 =228 = 56.

Tétel. (Euklidész) Ha 2% — 1 primszam, akkor n = 28=1(2F — 1) tokéletes szam.

Bizonyitas. A o fiiggvény multiplikativitasa alapjan

o(n) =o@F12F - 1)) =@ Dok —1) = 2 - 1)(1 +2F - 1) = 2k 2k — 1) = 2n.
O

Tétel. (Euler) Ha n paros tokéletes szam, akkor n = 2F=1(2% — 1) alakd, ahol 2F — 1
primszam.

% Bizonyitas. Legyen n = 2%m, ahol a > 1 és m paratlan. Igy o(n) = o(2%m) =
o(2%)o(m) = (271 — 1)o(m) és innen o(n) = 2n alapjan (2°7! — 1)o(m) = 29 im.
Kovetkezik, hogy 29! —1]201m és mivel (2011 —1,2911) = 1 kapjuk, hogy 24T —1|m, azaz
m = (27! — 1)my, amit visszahelyettesitve: (2971 — 1)o(m) = (29! — 1)2%F 1, ahonnan
o(m) = 29" my. Az my és m osztéi m-nek, m; < m és my +m = my + (247t — 1)my =
20t my = o(m). fgy m-nek mq-en és m-en kiviil nincs mas osztdja és kapjuk, hogy m; =1
és m = 29%1 — 1 primszdm. Tehdt az a = k — 1 jeloléssel n = 2F=1(2¥ — 1), ahol 2F — 1
primszam. [

fgy n akkor és csak akkor pdros tokéletes szam, han = 2P~1 M, alaki, ahol M,, Mersenne-
prim. Tovébbi tokéletes szamok n = 23 My = 496,20 M7 = 8128. Jelenleg (2006. aprilis) 43
tokéletes szam ismert annak megfelelden, hogy 42 Mersenne-primet ismeriink. Nem tudjuk,
hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-féle primszam, igy azt sem tudjuk, hogy van-e végtelen
sok tokéletes szdm. Arra a kérdésre sem ismerjiik a védlaszt, hogy 1étezik-e paratlan tokéletes
szam.

Most az Euler-féle ¢ fiiggvényt vizsgaljuk.

Tétel. a) A ¢ fiiggvény multiplikativ, azaz minden m,n € N* (m,n) = 1 esetén

p(mn) = ¢(m)d(n).
b) Ha n kanonikus alakja n = p{'p5*...p%", akkor

wren(i-2) (- 4)-(-2)

Bizonyitas. a) Rendezziik az 1,2,3, ..., mn szdmokat a kovetkezd tablazatba:

1 2 3 m
m+1 m+ 2 m+ 3 2m
2m +1 2m + 2 2m + 3 3m

(n—1m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+3 nm

Szamoljuk le kétféleképpen a tablazat mn-hez relativ prim k szamait. Ezek szdma egyrészt
¢(mn), az Euler fiiggvény definicidja szerint.

Miésrészt, (k,mn) =1 < (k,m) =1 és (k,n) =1 (lasd Tétel). Valasszuk ki elészor az
m-hez relativ primeket. A tébldzat mindegyik sora egy-egy teljes maradékrendszer (mod
m), igy mindegyik sor ¢(m) szdmu m-hez relativ prim szdmot tartalmaz gy, hogy ha egy
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szadm m-hez relativ prim, akkor annak oszlopdban mindegyik szam m-hez relativ prim (¥
Igazoljuk!). Most ezek koziil valasszuk ki az n-hez relativ primeket. Mindegyik oszlop egy-
egy teljes maradékrendszer (mod n), ahol (m,n) = 1, ldsd Tétel, {gy mindegyik oszlopban
¢(n) szam relativ prim n-hez. Kapjuk, hogy a keresett szam ¢(m)p(n).

b) Az a) alapjan

d(n) = (p}'P5>...py7) = d(P1")P(P5*--pr7) = ... = O(pT")P(P5?) .- P(Pr").-

Igy elegendd ¢(p*) meghatérozésa, ahol p® egy primhatvény. Az 1,2,3, ..., p* szdmok
koziill a p®-hoz nem relativ primek a p, 2p, 3p, ..., p* " 'p = p?, ezek szdma p®~ !, igy a p®-nal
relativ primek széama p® — p®~! = p?(1 — 1/p).

Kapjuk, hogy

d(n) = pi" (1= 1/p1)py>(1 = 1/p2)..pp7 (1 = 1/p,) =

g -

Megjegyzés. Hasznélatos a kovetkezo jelolés:
1
o(n) = nH 1-— o)

ahol a szorzat az n 6sszes p primosztéjara vonatkozik.

Tétel. Minden n € N esetén
> o(d) =n,

din

ahol az Osszegzés n pozitiv d osztéira vonatkozik.

Bizonyitas. Tekintsiik az %, %, %, s 5 tOrteket, ezek szama n. Ugyanakkor, egysze-
riisitve mindegyik tort % alaku lesz, ahol d|n és (k,d) = 1,k < d. Az n minden d pozitiv
osztéja esetén lesz d nevezdji tort és az ugyanolyan d nevezbji tortek szama ¢(d). fgy a
tortek szama Osszesen de o(d), s ezzel bizonyitottuk a képletet. O

Feladatok

v 1. Hatdrozzuk meg a 7(n),o(n) és ¢(n) értékeket, ahol n = 12, n = 24, n = 120,
illetve n = p?q3, p # q primek.

Vv 2. Legyenek f és g multiplikativ fiiggvények. Vizsgaljuk, hogy multiplikativ-e az fg
szorzatfiiggvény és az f + g Osszegfiiggvény.

Vv 3. Lehet-e primszam vagy primhatvany tokéletes szam?

V 4. Igazoljuk, hogy n akkor és csak akkor tokéletes szam, ha n osztéi reciprokainak az
Osszege 2.

v 5. Igazoljuk, hogy ha n paros tokéletes szam, akkor n utols6 szamjegye (10-es szam-
rendszerben) 6 vagy 8.

v 6. Igazoljuk, hogy minden m,n > 1 esetén 7(mn) < 7(m)7(n).

Mikor &ll fenn az egyenl6ség?

v 7. Igazoljuk, hogy minden n > l-re ¢(n?) = no(n).

Definicié. Legyen f € F egy szamelméleti fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

i) f additiv, ha minden m,n € N*, (m,n) = 1 esetén f(mn) = f(m)+ f(n),

ii) f teljesen additiv, ha minden m,n € N* szdmpdérra f(mn) = f(m) + f(n).
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Ha f teljesen additiv, akkor f additiv, és forditva nem.

Definidljuk az w és Q fiiggvényeket a kovetkezOképpen. Legyen w(l) = Q(1) = 0 és
ha n = p{*p5?---pf > 1, akkor legyen w(n) = r az n kiilonboz6 primosztéinak szdma és
Q(n) = a1 + a2+ ... + a, az n kiilonb6zé primhatvany osztéinak szama.

Tétel. Az w fiiggvény additiv, Q pedig teljesen additiv.

Bizonyitas. Ha n = pi'py? A -]g?r, m = qll”qg2 cooqbs és (n,m) = 1, akkor nm
kanonikus alakja nm = p{'p3? - - - p&q)' q3> - - - ¥ és w(nm) = r+s = w(n)+w(m). Tovabba
minden n,m esetén Q(nm) =a; +az+...+a, +b1 + b2+ ... + bs = Qn) + Q(m). O

Az w nem teljesen additiv, mert példdul w(12) = w(22-3) = 2 # 3 = 24+1 = w(2-3)+w(2).

Tovabbi fontos példa a logaritmusfiiggvény, amely teljesen additiv. Nézziik az additiv
fiiggvények tulajdonsagait.

Tétel. Ha f € F additiv fiiggvény, akkor f(1) = 0.

Bizonyitas. Valéban, f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1) alapjan f(1) =0. O

Legyen a tovabbiakban n > 1 kanonikus alakja n = pi'p5*...p5".

Tétel. Ha f additiv fiiggvény, akkor f értékeit elegendd a primhatvanyokra ismerni:
fn) = fp1") + F(P5°) + .. + f(pir).
Bizonyitds. Valdban, az additivitds alapjan f(n) = f(p]*) + f(p52...p%") =
= f(p1") + f(05°) + F(p5°..pi) = o = f(p1Y) + F(P3?) + -+ f(pyr).00

Tétel. Ha f teljesen additiv fliggvény, akkor f értékeit elegend6 a primszamokra
ismerni:
fn) =a1f(p1) +azf(p2) + ... + ar f(pr).

Bizonyitds. Ha p® primhatvany, akkor f(p®) = f(p) + f(p*!) = ... = af(p) és
alkalmazzuk az el6z6 Tételt. O

A multiplikativitas és additivitas kapcsolatara mutat ré a kdvetkezo tétel.

Tétel. Ha f additiv, g teljesen additiv és k # 0 valés szam, akkor F(n) = k/(®
multiplikativ, G(n) = k9 pedig teljesen multiplikativ fiiggvény.

Forditva, ha F' multiplikativ, G teljesen multiplikativ és pozitiv értéki fliggvények, akkor
f(n) =In F(n) additiv, g(n) = In G(n) teljesen additiv. O

Feladatok. v Igazoljuk ezt tételt.

Vv Legyenek f és g additiv fiiggvények. Vizsgaljuk, hogy additiv-e az f + g Osszeg, az
f — g killonbség és az fg szorzatfiiggvény.

¥ Igazoljuk, hogy 2°(") < 7(n) < 2%(") minden n > 1-re.

Definicié. Mobius-fiiggvénynek nevezziik a

1, han=1,
pw(n) = < 0, ha létezik p prim, amelyre p?|n,
(=1)", han = pipa..pr,pi # pj
képlettel definilt fiiggvényt. Példaul, u(30) = u(2-3-5) = (—=1)3 = —1, u(12) = p(22-3) =

0,(14) = pu(2-7) = (—1)2 = 1. Megjegyezziik, hogy |u(n)| = (u(n))? = 1 akkor és csak
akkor, ha n négyzetmentes, azaz n kiilonb6z6 primek szorzata.
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Tétel. p multiplikativ fiiggvény.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy p(mn) = p(m)u(n) minden m,n € N*, (m,n) = 1 esetén.
Ha m = n = 1, akkor pu(mn) = u(l) = 1 = p(m)u(n). Ham = 1 és n # 1, akkor
p(mn) = p(n) =1-p(n) = p(m)u(n) (hasonléan, han =1é m #1). Ham # 1,n # 1 és
ha m vagy n nem négyzetmentes, azaz ha létezik p prim tgy, hogy p?|m vagy p?|n, akkor
p?lmn és p(mn) = 0 = pu(m)u(n). Végil, ha m is és n is négyzetmentes, akkor legyen
m = pip2..py 6 N = q1q2...q5,Pi # Gj, akkor p(mn) = p(pip2...praige..qs) = (—1)77° =
(=1)"(=1)* = p(m)p(n). O

Tétel. A Mobius-fiiggvény Osszegzési fiiggvénye

S () — {1, han =1,
i 0, han > 1.

Bizonyitas. Legyen F(n) = de wu(d). Mivel p multiplikativ, kovetkezik, hogy F' is
multiplikativ fiiggvény kordbbi Tétel alapjan. Ha n = 1, akkor F'(1) = u(1) = 1. Legyen
n = p* egy primhatvény, akkor F'(p®) = > ;0 p(d) = pu(1) + p(p) + w(p?) + ..+ pu(p?) =
1—1+40+4...4+0=0. Igy, mivel x4 multiplikativ, kévetkezik, hogy F(n)=0. O

Tétel. (Mobius-féle megforditasi képlet) Ha f, g € F, akkor egyenértékiiek a kovetkezo
allitasok:

1) g(n) = >4, f(d) minden n € N* esetén,

2) f(n) = > g, (d)g(n/d) minden n € N* esetén.

Bizonyitas. Ha g(n) = Zd‘n f(d),n € N*, azaz ha g az f Osszegzési fiiggvénye, akkor

Zu g/d) =" X fe) | =3 1) Y uld) = f(n),

din \eln/d eln din/e
atcsoportositva a kettds Osszeg tagjait és haszndlva az el6zo Tételt, amely szerint

Zﬂ(d): {1, ha e =n,

dme 0, ha e < n.

Hasonloképpen igazolhaté a masik implikacié is. [
Az Euler-fiiggvény kifejezheté a Mobius-fiiggvény segitségével:
Tétel. Minden n € N* esetén

= Zdu(n/d) = nz ,uild)
dn dn

Els6 bizonyitas. Alkalmazzuk a Mobius-féle megforditasi képletet az f(n) = ¢(n),
g(n) = n esetben.
% Masodik bizonyitas. A Mobius-fiiggvény tulajdonsaga szerint

n n/d
= Y =Y Y =3 Y = Y@ 31 = Y
1<k<n, (k,n)=1 1<k<n d|(k,n) k=1d|k,d|n dln =1 dln

ahol k =dl. % U
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3.8. Szamelméleti fiiggvények konvoliiciészorzasa

Definicié. Az f és g fiiggvények konvoliciészorzata (Dirichlet-szorzata) az f x g
fliggvény, ahol

= f(d)g(n/d) =D f(d)gle), neN,

dn de=n

az Osszegzés itt n pozitiv d osztdira vonatkozik, illetve mindazokra a (d,e) szdmparokra,
amelyekre de = n.

Legyen Es(n) = n®, E1(n) = E(n) =n, Ey(n) =U(n) =1,

1, han=1
5(n):{’ an ,

0, han > 1.

fgy a korabbiakban vizsgalt fiiggvényekre:
os=UxFy, o=UxE, 7=UxU, upuxU=9, ¢=puxkE.

Léattuk, hogy multiplikativ fiiggvények konvolicidszorzata multiplikativ (el6zé szakasz, Té-
tel).

Tétel. (A konvolicié tulajdonsagai) Ha f, g, h tetszéleges szamelméleti fiiggvények,

) fxg=gxf (kommutativitas),
) (f*g)xh=fx(g*h) (asszociativitas),
3) fxd=/f (0 egységelem),
) fx(g+h)=fxg+ fxh (akonvolici6 disztributiv az dsszeaddsra nézve),
)

6) adott f € F esetén akkor és csak akkor létezik g € F tgy, hogy fxg =0, ha f(1) #0,
és ha létezik ilyen g, akkor az egyértelm,

azaz (F,+, *) kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes gytirii (integritdstartomany)
és egy adott f € F elemnek akkor és csak akkor 1étezik inverze, ha f(1) # 0.

Bizonyitas. 1), 3), 4) azonnali a definici6 alapjan. Tovabb4,

(fxg)xh)(n)= > (f*g)(d)h(ds) = > _ Z f(di)g h(ds)

dd3z=n ddz=n \did2=

> f(d)g(dz)h(ds),

didad3z=n

ahol az 6sszegzés mindazokra a (di, da, d3) szamharmasokra vonatkozik, amelyekre djdods =
n és (f * (g * h))(n)-et ugyanez az sszeg adja, innen kovetkezik 2).

5) igazoldsa érdekében megmutatjuk, hogy ha f # 0 és g #Z 0, akkor f * g # 0. Legyen
mo a legkisebb olyan szdm, melyre f(mg) # 0 és legyen ng a legkisebb olyan szdm, melyre
g(ng) # 0. Akkor

(f = g)(mono) = > f(d = f(mo)g(no) # 0,

de=mgng
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itt ha d < my, akkor f(d) =0, ha d > mg, e < ng és g(d) = 0, tehat az dsszeg minden tagja
nulla, kivéve az f(mg)g(no) tagot.

6) Tegyiik fel, hogy f € F esetén létezik g € F ugy, hogy fxg = 0. Akkor n = l-re
f(1)g(1) =1, s innen f(1) # 0.

Ha f(1) # 0, akkor olyan g fiiggvényt keresiink, melyre f x g = 0, azaz f(1)g(1) =1 és
ha n > 1, akkor

=) fld)g(e) = n)+ Y f(d)g(n/d)=0.

de=n dn,d>1

Legyen g(1) = 1/f(1) és rekurziv médon minden n > 1-re

(+#) g(n) Z f(d)g(n/d) =0,

d\n d>1

itt n/d < n, igy ha ismert g(k) értéke minden k < n-re, akkor (**) alapjan g(n) meghatéro-
zott. UJ

Megjegyzés. (F,+, ) kommutativ, egységelemes gytirti, de itt vannak zérusoszték. A
konvolicié valédi fiiggvény-miivelet, (f * g)(n) kiszamitasdhoz nem elegend6 f(n) és g(n)
ismerete. [J

Legyen F1 = {f € F : f(1) # 0} és legyen MF a nem azonosan nulla multiplikativ
figgvények halmaza. Akkor

Tétel. Az (Fy,*) struktira kommutativ csoport és (MF, *) ennek részcsoportja.

Bizonyitds. Az els6 tulajdonsiag azonnali az el6z6 Tétel alapjan (ha f,g € Fi, akkor
fxge Fr,mert (f*g)(1) = f(1)g(1) #0). Ha f,g € MF, akkor f g € MF, ldsd el6z6
szakasz, Tétel.

% Még azt kell igazolnunk, hogy ha f multiplikativ és f * g = 6, akkor g = f~
konvolicidinverze) is multiplikativ.

Definigljuk a h multiplikativ fiiggvényt a kovetkezéképpen: h(p?) = f~!(p®) minden
p® primhatvanyra és mivel azt akarjuk, hogy h multiplikativ legyen, ha n = []p®, akkor
legyen h(n) =[] f~1(p*). Az f és h fiiggvények multiplikativak, ezért f *h is multiplikativ.
Tovabba minden p® primhatvanyra

(fxh)p") = > fdh(e)= > f(d = (f = f7H") = 5(p").

de=p? de=p*

! (azaz f

fgy f*h =0, s mivel az inverz egyértelmii, kévetkezik, hogy f~! = h és f~! multiplikativ.
* O

Megjegyzés. A p U = § osszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy a kissé ,furcsa” u
fiiggvény a ,szép” U fiiggvény konvolicidinverze, s ennek alapjan 1j, atlathatobb bizonyitas
adhaté a Mobius-féle megforditasi képletre:

= fd)eg=frUsgsp=(f+U)x

din

Sgrp=frUsp)egsp=fxdcgrp=fefln)=> udg(n/d).0
dn

Feladat. v Igazoljuk, hogy minden n > 1-re
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) > uld)

dn

Z,u o(n/d) =

din

T(n/d) =1,

) > o(d) :nZT(dd),

dn dln
Z T(d)p(n/d) = Z w (d)r(n/d).
dn dn
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